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1 õ÷ïä

1 õ×ÏÄ

ïÔËÒÉ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ [1] ÐÒÅÚ 1980 Ç., Á ÐÏ-ËßÓÎÏ É ÎÁ
ÄÒÏÂÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ [2, 3, 4] ÒÁÚËÒÉ ÎÏ×É ÈÏÒÉÚÏÎÔÉ ËÁËÔÏ ÐÒÅÄ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÁ-
ÔÁ ÆÉÚÉËÁ ÎÁ ËÏÎÄÅÎÚÉÒÁÎÁÔÁ ÍÁÔÅÒÉÑ ÔÁËÁ É ÐÒÅÄ ÔÅÏÒÅÔÉÞÎÁÔÁ ÆÉÚÉËÁ. äÒÏÂÎÉÑÔ
ÅÆÅËÔ Å ËÏÌÅËÔÉ×ÎÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ, ÄßÌÖÁÝÏ ÓÅ ÇÌÁ×ÎÏ ÎÁ ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ×
Ä×ÕÍÅÒÎÉ ËÏÒÅÌÉÒÁÎÉ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉ ÓÉÓÔÅÍÉ ÐÏÓÔÁ×ÅÎÉ × ÓÉÌÎÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ, ÔÁËÁ ÞÅ
×ÓÉÞËÉ ÐÏÄÈÏÄÉ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ × ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÁÝÉ ÞÁÓÔÉÃÉ ÓÅ ÏËÁÚ×ÁÔ
ÎÅÐÒÉÌÏÖÉÍÉ. ôÏ×Á ÎÅ ÓÁ ÐÒÏÓÔÏ ÓÉÓÔÅÍÉ Ó ÂÅÚÐÏÒÑÄßË, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ
ÆÌÕÉÄÉ ÐÒÉÔÅÖÁ×ÁÝÉ ÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÂÏÇÁÔÁ ×ßÔÒÅÛÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÁ ÏÔ ÐÏÒÑ-
ÄßËÁ × ÐÏÚÎÁÔÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ. úÁ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÏÐÉÓÁÎÉ ÔÅÚÉ "ÎÏ×É" ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÑÔÁ
[5] Å ×ß×ÅÄÅÎÏ ÎÏ×Ï ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÒÅÞÅÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÐÏÒÑÄßË (ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÒÅÄ1)
ÚÁÍÅÎÑÝÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÉÑ ×ßÔÒÅÛÅÎ ÐÏÒÑÄßË ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÉÔÅ.
ôÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑÔ ÒÅÄ [5] Å Óß×ËÕÐÎÏÓÔ ÏÔ ÎÏ×É Ë×ÁÎÔÏ×É ÞÉÓÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÝÉ ÄÁ-

ÄÅÎ èÏÌÏ× ÆÌÕÉÄ, ËÏÉÔÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÄÅÔÁÊÌÉÔÅ ÎÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÔÏ (ÎÁÐÒ. ÅÆÅËÔÉ×ÎÉ
ÍÁÓÉ, ÔÏ×ÁÒÉ É Ô.Î.) É ÓÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×É ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÉ ÐÅÒÔÕÒÂÁÃÉÉ.
ôÅÚÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ ÐÏÚ×ÏÌÑ×ÁÔ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÒÅÄ ÄÁ ÒÁÚÇÒÁÎÉÞÁ×Á
ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ, Ô.Å. ÔÅÈÎÉÔÅ ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ.
åÌÅÍÅÎÔÁÒÎÉÔÅ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ, ÎÁÒÅÞÅÎÉ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ

[6, 7], ÓÅ ÏËÁÚ×ÁÔ ÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÉ ÏÂÅËÔÉ, ÞÉÉÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÌÎÏ ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ
ÏÔ ÔÅÚÉ ÎÁ ÐÏÚÎÁÔÉÔÅ ÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÚÁ ÄÒÏÂÎÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ, ÔÅ ÐÒÉÔÅÖÁ×ÁÔ
ÄÒÏÂÅÎ ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÚÁÒÑÄ [8, 9, 10] (× ÅÄÉÎÉÃÉ ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ) É ÄÒÏÂÎÁ ÏÂÍÅÎÎÁ
ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ [8, 11]. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ ÔÅÚÉ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÎÅ ÓÅ ÐÏÄÞÉÎÑ×ÁÔ ÎÉÔÏ ÎÁ ÓÔÁ-
ÔÉÓÔÉËÁÔÁ ÎÁ âÏÚÅ--áÊÎÝÁÊÎ ÎÉÔÏ ÎÁ æÅÒÍÉ--äÉÒÁË, Á ÎÁ Ô.ÎÁÒ. ÄÒÏÂÎÉ ÉÚËÌÀÞ×ÁÝÉ

ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ (fractional exclusion statistics), ×ß×ÅÄÅÎÉ ÏÔ èÁÌÄÅÊÎ [12] É ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÉ ×
ÒÁÂÏÔÉÔÅ ÎÁ êÏÎÇ-ûÉ-õ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [13], ËÏÉÔÏ ÏÂÏÂÝÁ×ÁÔ ÉÚËÌÀÞ×ÁÝÉÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ÎÁ
ðÁÕÌÉ ÚÁ ÆÅÒÍÉÏÎÉÔÅ.
ðÏÒÁÄÉ ÔÅÚÉ ÏÓÏÂÅÎÏÓÔÉ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÅÚÉ ÏÂÅËÔÉ ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ Ë×ÁÎ-

ÔÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Å ÉÓÔÉÎÓËÏ ÐÒÅÄÉÚ×ÉËÁÔÅÌÓÔ×Ï ÚÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÎÁÔÁ ÆÉÚÉËÁ. óß-
ÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÅËÚÏÔÉÞÎÉ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ Ó ÄÒÏÂÅÎ ÚÁÒÑÄ É ÄÒÏÂÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÂÅÛÅ
ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÐÏÔ×ßÒÄÅÎÏ [9, 10] ÐÒÉ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÒÁÚÓÅÑÎÉ ÛÕÍÏ×É

ÔÏËÏ×Å (baskscaterring shot-noise) × Ô. ÎÁÒ. Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÏÞËÏ×É ËÏÎÔÁËÔÉ (quantum point

contacts), Á ÚÁ ÏÔËÒÉ×ÁÎÅÔÏ É ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÔÅÚÉ ÎÏ×É Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ ìÁÆÌÉÎ, ãÀÉ
ÉýÏÒÍÅÒ ÐÏÌÕÞÉÈÁ îÏÂÅÌÏ×ÁÔÁ ÎÁÇÒÁÄÁ ÚÁ 1998 Ç.
ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅëÏÎÆÏÒÍÎÉ ôÅÏÒÉÉ ÎÁðÏÌÅÔÏ (ëôð) ÐÒÅÔßÒÐÑÈÁ ÚÁÂÅ-

ÌÅÖÉÔÅÌÎÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÓÌÅÄ ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÁÔÁ ÎÁ âÅÌÁ×ÉÎ, ðÏÌÑËÏ× É úÁÍÏÌÏÄÞÉËÏ×
[14]. éÚ×ÅÓÔÎÁ Å É ÔÑÈÎÁÔÁ ×ÒßÚËÁ [15, 16] ÓßÓ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÔÅ ÍÏÄÅÌÉ ÏÐÉÓ×ÁÝÉ Ä×Õ-
ÍÅÒÎÉ ËÒÉÔÉÞÎÉ Ñ×ÌÅÎÉÑ, ÚÁÔÏ×Á ÎÅ Å ÞÕÄÎÏ, ÞÅ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅ ÉÇÒÁÑÔ ÏÓÎÏ×ÎÁ ÒÏÌÑ ÐÒÉ
ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ. óßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉ ÐÏÄÞÉÎÑ×ÁÝÉ ÓÅ
ÎÁ ÉÚËÌÀÞ×ÁÝÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ × ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Å ÐÒÅÄÍÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÎÚÉ×ÎÏ
ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÐÒÅÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ ÎÑËÏÌËÏ ÇÏÄÉÎÉ [17].
÷ § 2 Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎ ËÒÁÔßË ÏÂÚÏÒ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÆÉÚÉÞÎÉ ×ÅÌÉÞÉÎÉ ÉÚÍÅÒ×ÁÎÉ

1ÁÎÇÌÉÊÓËÉÑÔ ÔÅÒÍÉÎ Å "topological order"
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× ËÌÁÓÉÞÅÓËÉÑ É Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ. òÁÚÇÌÅÄÁÎÉ ÓÁ ÐÏ-ÓÐÅÃÉÁÌÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÑÔÁ ÎÅÏÂ-
ÈÏÄÉÍÉ ÚÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ. ïÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ ÐÒÉ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ
ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ × ÎÑËÏÌËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÉ
ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÓÁ ÐÏËÁÚÁÎÉ ÇÒÁÆÉÞÎÏ ÚÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÉÞÅÓËÉÑ É Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ.
÷ § 2.2.4 Å ÏÂÓßÄÅÎÁ ÒÏÌÑÔÁ ÎÁ ÐÌÁÔÁÔÁ Ó ÞÅÔÎÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉ É Ä×Õ-

ÓÌÏÊÎÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ.
ïÓÎÏ×ÅÎ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÎÏÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ Å ÚÁÄÁÞÁÔÁ ÎÁ

ìÁÎÄÁÕ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ (Ä×ÕÍÅÒÎÉ) ÚÁÒÅÄÅÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ × ÈÏÍÏÇÅÎÎÏ ÎÁÐÒÅÞÎÏ ÍÁÇÎÉÔ-
ÎÏ ÐÏÌÅ, ËÏÑÔÏ Å ÒÁÚÇÌÅÄÁÎÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏ × § 2.2.3.
÷ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ [8], ËÏÉÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×ÁÔ ÐßÒ×ÉÑ ÕÓÐÅÛÅÎ ÏÐÉÔ ÚÁ

ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ, ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÉ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ
ν = 1=m, (m- ÎÅÞÅÔÎÏ), ÓÁ ×ß×ÅÄÅÎÉ × § 2.4.1.
÷ § 2.4.1 Å ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÁ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑÔÁ ÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÉÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ,

ËÏÉÔÏ ÓÅ ÐÒÉÌÁÇÁÔ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ. éÚÓÌÅÄ×ÁÎÉÑÔÁ ÎÁ õÅÎ
[5] É ÓßÁ×ÔÏÒÉ É æÒØÏÌÉÈ [18] É ÓßÁ×ÔÏÒÉ ÐÏËÁÚ×ÁÔ, ÞÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÏÓÔ ÎÁ
ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉÑ ÆÌÕÉÄ (ÒÅÓÐ. ÌÉÐÓÁÔÁ ÎÁ ÄÉÓÉÐÁÃÉÑ) × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁÔÁ ÍÁÝÁÂÎÁ ÇÒÁ-
ÎÉÃÁ ×ÏÄÉ ÄÏ ÅÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÚÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ, ËÏÅÔÏ Å ÏÔ ÔÉÐÁ þÅÒÎ--óÁÊÍßÎÓ (þó),
Ô.Å. ÅÆÅËÔÉ×ÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÓÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉ
ÔÅÏÒÉÉ. æÒØÏÌÉÈ × ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÓÉÓÔÅÍÉÔÅ × ËÏÉÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ
ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÔÁ ÓÅ ÁÎÕÌÉÒÁÔ, ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔ ÓÅ ÏÐÉÓ×ÁÔ Ó ÅÆÅËÔÉ×ÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÏÔ ÔÉÐÁ þó.
âÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÂÏÔÁÔÁ ÎÁ õÉÔßÎ [19] ×ÅÞÅ ÐÏ×ÅÞÅ ÏÔ 10 ÇÏÄÉÎÉ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ Óß-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÅÏÒÉÉ ÏÔ ÔÉÐÁ þó ×ßÒÈÕ 2+ 1 ÍÅÒÎÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÒÅÍÅ M É òÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ëÏÎÆÏÒÍÎÉ ôÅÏÒÉÉ ÎÁ ðÏÌÅÔÏ (òëôð) ×ßÒÈÕ
1+1ÍÅÒÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ∂M . ôÁÚÉ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ, ÏÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÉÚÒÁÚÑ×Á ÄÏÂÒÅ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÉÑ ÆÁËÔ, ÞÅ ÄÉÎÁÍÉËÁÔÁ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁ ËÁÐËÁ ÏÔ ÎÅÓ×É×ÁÅÍ ÆÌÕÉÄ Å ÌÏËÁÌÉÚÉÒÁÎÁ ×ßÒÈÕ
ÎÅÊÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ É ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÐÉÓÁÎÁ ËÌÁÓÉÞÅÓËÉ ÞÒÅÚ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ w∞ [20, 21, 22],
ÎÁ ÄÉÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÉÔÅ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ ÚÁÐÁÚ×ÁÝÉ ÐÌÏÝÔÁ. ðÏÒÁÄÉ ÔÁÚÉ ÐÒÉÞÉÎÁ Ë×ÁÎÔÏ-
×ÁÔÁ ×ÅÒÓÉÑ W1+∞ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ w∞, ËÏÑÔÏ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ËÁÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ
ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ, ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ, × ËÏÉÔÏ
ÓÅ ÎÁÂÌÀÄÁ×Á Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ. ôÁÚÉ ÈÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ Å × ÏÓÎÏ×Á-
ÔÁ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÁ ÎÁ ëÁÐÅÌÉ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [20, 21, 22], ÐÒÉ ËÏÊÔÏ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ ÓÅ
ËÌÁÓÉÆÉÃÉÒÁÔ ÓÐÏÒÅÄ ÔÑÈÎÁÔÁW1+∞ ÓÉÍÅÔÒÉÑ.
ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÔÁÚÉ ×ÒßÚËÁ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ

ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ ÄÉÒÅËÔÎÏ ËÁÔÏ òëôð ×ßÒÈÕ ÃÉÌÉÃÎÄßÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×ÁÝ
ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÏÔ Ä×ÕÍÅÒÎÉÑ ÄÉÓË É ÏÓÔÁ ÎÁ ×ÒÅÍÔÏ. úÁ ÐßÒ×É ÐßÔ ÔÏÚÉ
ÐÏÄÈÏÄ Å ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎ ÏÔ íÕÒ É òÉÊÄ [23], ËÏÉÔÏ ÚÁÂÅÌÑÚ×ÁÔ, ÞÅ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ
ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ Å ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÔÁ çÁÕÓÏ-
×Á ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ É ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ (ËÏÍÐÌÅËÓÎÉÔÅ) ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ
ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÎÁ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×
ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ.
÷ßÚÂÕÄÅÎÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÎÁÒÅÞÅÎÉ "ÇÒÁÎÉÞÎÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ"

(ÉÌÉ "ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÎÉ ×ßÌÎÉ") (edge excitations) ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÔ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ ×ßÚÂÕÄÅÎÉ
ÓßÓÔÏÑÎÉÑ × ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ. ôÅÚÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÏÓÉÇÕÒÑ×ÁÔ ËÏÎÓÔÒÕË-
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1 õ÷ïä

ÔÉ×ÅÎ ÍÅÔÏÄ [5] ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÝ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÐÏÒÑÄßË ÐÒÉ ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÎÅÅË-
×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ. ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ òëôð ÏÐÉÓ×Á ÎÁÐßÌÎÏ ÄÉÎÁ-
ÍÉËÁÔÁ ÎÁ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ (ÒÅÓÐ. ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ).
ôÏÚÉ ×ÅÞÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÅÎ ëôð ÐÏÄÈÏÄ ËßÍ ÅÆÅËÔÁ ÎÁ èÏÌ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÏÐÏÌÚÏ-

Ô×ÏÒÅÎÉ ÍÏÝÎÉÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔÅÎ ÁÐÁÒÁÔ É ÍÎÏÇÏÂÒÏÊÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ ÐÏÓÔÉÇÎÁÔÉ × ëôð
ÐÒÅÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ 15 ÇÏÄÉÎÉ.
úÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÐÌÁÔÏÔÏ ν = 5=2 × Ô.ÎÁÒ. ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉ ÆÌÕÉÄÉ É ÎÁ ν = 1=2 × Ä×Õ-

ÓÌÏÊÎÉ ÆÌÕÉÄÉ [7] ÓÁ ÂÉÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÍÏÄÅÌÁ: íÏÄÅÌ "331" (331) [24],
ðÆÁÆÏ× ÍÏÄÅÌ (Pf) [23] ÉíÏÄÅÌ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ (HR) [25], ËÏÉÔÏ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÎÉ ÞÒÅÚ ×ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ÆÌÕÉÄ:

ΦQH(zi;wi; z̄i; w̄i) = Φ
pair

(zi;w j)Φ2(zi;w j)exp
�

�

1

4

N

∑
i=1

(jzij
2
+ jwij

2
)

�

; (1.1.1)

ËßÄÅÔÏ ÓßÓ zi; w j (i; j = 1; : : : ;N) ÓÍÅ ÏÚÎÁÞÉÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ (× ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉ-
ÎÁ) ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ. ÷ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Φ2(zi;w j) Å ÅÄÎÁË×Á
ÚÁ ÔÒÉÔÅ ÍÏÄÅÌÁ É Óß×ÐÁÄÁ Ó ìÁÆÌÉÎÏ×ÁÔÁ ÚÁ ÞÅÔÅÎ ÐÏËÁÚÁÔÅÌ (Ô.Å. ÏÐÉÓ×ÁÝÁ ÂÏÚÏÎÉ)
ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝ ÎÁ ÞÅÔÎÉÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌ m = 2 ×ß× ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ

Φm(zi;wi) = ∏
i< j

(zi� z j)
m
(wi�w j)

m ∏
i; j

(zi�w j)
m
; m = 2;4; : : : : (1.1.2)

ôÒÉÔÅ ÍÏÄÅÌÁ ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ ÐÏ ÐßÒ×ÉÑÔ ÆÁËÔÏÒ Φp(zi;w j) := Φ
pair

(zi;w j), ËÏÊÔÏ ÉÚÒÁ-
ÚÑ×Á ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÁÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×Á ÚÁ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÎÁ
ÆÏÒÍÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ëÕÐßÒÏ×É Ä×ÏÊËÉ ×ß× Ó×ÒßÈÐÒÏ×ÏÄÎÉÃÉÔÅ) É ÇÁÒÁÎÔÉÒÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅ-
ÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÐßÌÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (ÔßÊ ËÁÔÏ ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÆÁËÔÏÒÉ ÓÁ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉ)
ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ zi É w j ÐÏÏÔÄÅÌÎÏ, ËÁËÔÏ ÓÅ ÏÞÁË×Á ÚÁ ÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ Ó
ÆÅÒÍÉÏÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ:

� íÏÄÅÌ "331"

Φ331
p (zi;w j) = det

� 1

zi�w j

�

(1.1.3a)

� ðÆÁÆÏ× ÍÏÄÅÌ

ΦPf

p (zi;w j) = Pf

� 1

zi�w j

�

(1.1.3b)

� íÏÄÅÌ ÎÁ
èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ

ΦHR
p (zi;w j) = det

� 1

(zi�w j)
2

�

(1.1.3c)

ìÁÆÌÉÎÏ×ÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (1.1.2) ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ [23] ×
ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ c = 1, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ Ó ÍÎÏÇÏ
ÉÍÅÎÁ: çÁÕÓÏ× ÍÏÄÅÌ [16, 15, 26, 27] Ó ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÏÎÅÎ ÒÁÄÉÕÓ R2

= m, ÂÅÚÍÁÓÏ×
(ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ) ÍÏÄÅÌ ÎÁ ôÉÒÉÎÇ, ÈÉÒÁÌÅÎ (ÒÁÃÉÏÎÁÌÅÎ) ÆÌÕÉÄ ÎÁ ìÕÔÉÎÇÅÒ--ôÏÍÏÎÁÇÁ
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[28], Á ÚÁ ÎÁÓ ÔÏ×Á ÝÅ ÂßÄÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÏÔÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1) ÞÒÅÚ
ÅÄÎÏÍÅÒÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÚÁÒÑÄÏ×Á ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÍÅÔÒÉËÁ m [27]. ÷ ÎÁÊ-ÉÎÔÅÒÅÓÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊ

(m = 2) ÔÁÚÉ òëôð Óß×ÐÁÄÁ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å[su(2)1. ðÒÉ ÎÅÇÏ ×ßÐÒÏÓÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ
ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÞÒÅÚ ÐÏÌÅÔÁ Y (λ;z) ÎÁÒÅÞÅÎÉ ÈÉÒÁÌÎÉ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ [27, 11, 29]

Φm(zi;w j) = h2N
p

mjY(

p

m;z1)Y (

p

m;w1) : : :Y (

p

m;zN)Y (

p

m;wN)j0i; (1.1.4)

ËßÄÅÔÏ "out"-ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ h2N
p

mj (ËÏÅÔÏ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÅËÒÁÎÉÒÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ, ÔÁËÁ

ÞÅ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÅÎÕÌÅ×Á) ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ h2N
p

mj
def

=

limz0!∞ z4mN2

0 h0jY �

(�2N
p

m;z0). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ ×ßÚÎÉË×Á ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÚÁÄÁÞÁ.

úÁÄÁÞÁ: äÁ ÓÅ ÎÁÍÅÒÑÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÝÉ ÐßÒ×ÉÔÅ
ÆÁËÔÏÒÉΦ331

p ;ΦPf

p ;ΦHR
p ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ,

ËÏÉÔÏ ÝÅ ÉÇÒÁÑÔ ÒÏÌÑÔÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉ ÐÏÌÅ×É ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ.

éÚÞÅÒÐÁÔÅÌÎÏÔÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÎÁ ÔÁÚÉ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚÉÓË×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ
÷ÉÒÁÓÏÒÏ, ÎÅÊÎÉÔÅ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ É ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, ÐÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ, ÔÅÈÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ËÁËÔÏ É ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÚÁ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÉÔÅ ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ. úÁËÌÀÞÉÔÅÌÎÁÔÁ ÓÔßÐËÁ Å ÎÁÐÉÓ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒ-
ÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ, ËÏÑÔÏ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÉÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ
ÏÐÉÓ×ÁÝ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ.
ïÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ Å ÞÁÓÔÅÎ ÓÌÕÞÁÊ (m = m0

= 3; n = 1) ÎÁ Ô.ÎÁÒ.
"m;m0

;n" -ÓßÓÔÏÑÎÉÑ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÊÅÒÁÒÈÉÞÎÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ìÁÆÌÉÎÏ×ÉÔÅ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎË-
ÃÉÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉ ÏÔ èÁÌÐÅÒÉÎ [24] ÚÁ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ)
èÏÌÏ×É ÓßÓÔÏÑÎÉÑ × Ä×ÕÓÌÏÊÎÉ ÓÉÓÔÅÍÉ, × ËÏÉÔÏ ÓÐÉÎÏ×ÉÔÅ ÅÆÅËÔÉ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ
ÚÎÁÞÉÔÅÌÎÉ. ëÁËÔÏ Å ÐÏËÁÚÁÎÏ × § 3 xÏÌÏÍÏÒÆÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÔÁÚÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ

× òëôð ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÞÒÅÚ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å [u(1)2 Ó ÐßÒ×ÉÞÎÉ

ÐÏÌÅÔÁ, ÞÉÊÔÏ ÚÁÒÑÄÉ ÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÍÅÔÒÉËÁG331 =

�

3 1

1 3

�

. ïÔ ÔÕË

ÉÄ×Á É ÉÍÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÞÉÓÌÁÔÁ m;m0

;n ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×ÁÔ ËÁÔÏ ÓÔÅÐÅÎÎÉ ÐÏËÁÚÁÔÅ-
ÌÉ ×ß× ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ. óßÝÅÓÔ×Õ×Á ËÁÎÏÎÉÞÎÁ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÚÁ ÚÁÐÉÓ×ÁÎÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÔÁËÉ×Á òëôð [30, 31] ÞÒÅÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉ θ-ÆÕÎË-
ÃÉÉ.
÷ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ [23, 32], ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ

ÏÔ íÕÒ É òÉÊÄ [23], e ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ èÏÌÏ× ÆÌÕÉÄ ÐÒÉ ËÏÊÔÏ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉÔÅ ÎÏÓÑÔ ÐÏ-
ÌÏ×ÉÎ Ë×ÁÎÔ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË (ÐÏÒÁÄÉ ËÏÅÔÏ ÓÅ ÒÁÖÄÁÔ ×ÉÎÁÇÉ ÐÏ Ä×ÏÊËÉ) É ÉÍÁÔ

ÎÅÁÂÅÌÅ×a ÏÂÍÅÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. ðÏ-ËßÓÎÏ çÒÅÊÔÅÒ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [33] ÚÁÂÅÌÑÚ×ÁÔ ×ÒßÚËÁÔÁ
ÍÅÖÄÕ ÍÏÄÅÌÉÔÅ 331 É Pf, ÓßÇÌÁÓÎÏ ËÏÑÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÑÔ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ ÐßÒ×ÉÑ, ËÏÇÁÔÏ
ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁÔÁ ÂÁÒÉÅÒÁ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÅ×ÅÔÅ ËÌÏÎÉ ËßÍ ÎÕÌÁ, ÒÅÓÐ. ËÏÇÁÔÏ ÔÕÎÅÌÉÒÁÎÅÔÏ Å
ÚÎÁÞÉÔÅÌÎÏ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÔÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉ × ÐÏÌÚÁ ÎÁ ÔÁÚÉ ÉÄÅÑ ÓÅ ÂÁÚÉÒÁÔ ÎÁ ÔßÖÄÅÓ-

Ô×ÏÔÏ ÎÁ ëÏÛÉ ÚÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ (1.1.3a) É ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔßÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁ æÏÒÂÅÎÉÕÓ
ÚÁ θ-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÅÎÉ ÄÏÓÔÁÔßÞÎÏ ÄÏÂÒÅ. óßÝÏ ÔÁËÁ ÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÔ ÄÏ-
ÐßÌÎÉÔÅÌÎÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉ ÚÁ ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÔÁ Ä×ÁÔÁ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ [34, 35], × ËÏÉÔÏ
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1 õ÷ïä

Å ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÏ ÐÌÁÔÏÔÏ 1=2 ÄÁ ÓÅ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÁÌÉ Ä×Á ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÁ, É
ðÆÁÆÏ×ÉÑ Å ÐÏÄÈÏÄÑÝ ÚÁ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ [34], ÄÏËÁÔÏ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ [35] ÏÐÉÓ×Á ÍÏÄÅÌÁ
331.
÷ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (1.1.3c) ÚÁ ÓÄ×ÏÅÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ

HR Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÏÔ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ [25] Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÞÅ ÔÑ ÎÁÊ-ÄÏÂÒÅ ÂÉ ÏÐÉÓ×ÁÌÁ
ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉÑ ÆÌÕÉÄ ÐÒÉ ν = 5=2, ÔßÊ ËÁÔÏ ÉÍÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÉ ÓßÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [36], ÞÅ ÏÓÎÏ×-
ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁ ÔÏ×Á ÐÌÁÔÏ Å ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ). ÷ ÔÁËß×
ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÏÞÁË×Á, ÞÅ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Å ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔ, Ô.Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á
æÏËÏ×ÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ [37, 38] ÚÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÐßÌÅÎ ÓÐÉÎ ÎÕÌÁ. ôÁÚÉ ÆÕÎËÃÉÑ Å
ÂÉÌÁ ÏÔËÒÉÔÁ Ó ÐÏÍÏÝÔÁ ÎÁ ÞÉÓÌÅÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁÎÅ ÎÁ Ô.ÎÁÒ. "ÐÓÅ×ÄÏÐÏÔÅÎÃÉÁÌÅÎ
èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎ" [25] ÏÔÞÉÔÁÝ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ÎÁ ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×ßÒÈÕ ÎÁÊ-
ÎÉÓËÏÔÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ìÁÎÄÁÕ.
éÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÒÉÔÅ ÍÏÄÅÌÁ 331, Pf, HR , ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ëôð, Å ÚÁÐÏÞÎÁ-

ÔÏ ÏÔ õÅÎ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [39, 40], ËÏÉÔÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ
ÎÅÕÔÒÁÌÎÉ ÆÁËÔÏÒÉ.
ïÓÏÂÅÎÏ ÍÑÓÔÏ × ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÅÚÉ ÔÒÉ ÍÏÄÅÌÁ (ÞÒÅÚ ÍÅÔÏÄÉ ÎÁ ëôð) ÚÁÅÍÁ

ÒÁÂÏÔÁÔÁ ÎÁ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ [41]. óßÇÌÁÓÎÏ ÔÅÈÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚ ÐßÌÎÁÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ
ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁ ×ÓÅËÉ ÏÔ ÍÏÄÅÌÉÔÅ ÓÅ ÓÔÒÏÉ ËÁÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ òëôð
ÚÁ ìÁÆÌÉÎÏ×ÁÔÁ ÞÁÓÔ É ÔÁÚÉ ÚÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
(ÅÄÎÁË×Ï × ÔÒÉÔÅ ÓÌÕÞÁÑ) ÚÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ

É ÁÎÉÏÎÎÁÔÁ ÞÁÓÔÉ ÎÁÒÅÞÅÎÏðÒÁ×ÉÌÏ ÎÁþÅÔÎÏÓÔ (ðþ) (Parity Rule) [41]2. ôÏ×Á ÐÒÁ×ÉÌÏ
ÎÁÌÁÇÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ßÒÈÕ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × ÔÅÎÚÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ Ä×ÅÔÅ
ÈÉÒÁÌÎÉ ÁÌÇÅÂÒÉ, ËÏÅÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÁÎÏ ÔÁËÁ: ÈÉÒÁÌÎÉÔÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉ ÓÅ
ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ËÁÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔ ÐÏÌÅÔÁ × ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ É × ÚÁÒÅÄÅÎÁÔÁ ÞÁÓÔÉ
ÎÁ ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÐÒÉ ËÏÉÔÏ ÂÒÏÑÔ F ÎÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ (ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÉ ÎÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ
KTP) É ÂÒÏÑÔ N ÎÁ ìÁÆÌÉÎÏ×ÉÔÅ ÂÏÚÏÎÉ ÕÞÁÓÔ×ÁÝÉ × ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÔÁ ÎÁ ÄÁÄÅÎÁ ÎÁÂ-

ÌÀÄÁÅÍÁ ÉÍÁÔ ÅÄÎÁË×Á ÞÅÔÎÏÓÔ, Ô.Å. F � N mod 2 . æÉÚÉÞÅÓËÉ ÔÏ×Á ðþ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÁÎÏ ËÁÔÏ ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ÓßÓÔÁ×ÎÉÔÅ ÞÁÓÔÉÃÉ Ó ÞÅÔÅÎ ÚÁÒÑÄ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÂÏÚÏÎÉ,
Á ÔÅÚÉ Ó ÎÅÞÅÔÅÎ -- ÆÅÒÍÉÏÎÉ.
óÐÏÒÅÄ [41] ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ (ÒÅÌÁÔÉ×ÉÓÔÉÞÎÉ,

ÂÅÚÍÁÓÏ×É É ÈÉÒÁÌÎÉ) ÷ÁÊÌÏ×É ÆÅÒÍÉÏÎÉ Ψ�

(z); Ψ(z) ÓßÓ u(1)-ÔÏ×ÁÒÉ �1 É ËÏÎÆÏÒÍÎÁ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1=2, ÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÉÔÏ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÌÏËÁÌÅÎ u(1)-ÔÏË ÐÏ-

ÒÁÖÄÁÝ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1). ôÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ Å ÓßÓ ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ
ÔÏ×ÁÒ c = 1 É ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÞÒÅÚ ÔÏËÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ. èÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏ-
ÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ, ËÏÑÔÏ ÝÅ ÏÚÎÁÞÁ×ÁÍÅ ÓßÓ W1 Å ×ÓßÝÎÏÓÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÏ
ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ [A] ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Ådu(1) Ó Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ 1. ðÒÉ ÔÏ×Á ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ

ÆÕÎËÃÉÑ (1.1.3a) ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ×ÁËÕÕÍÎÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ ÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ. æÉÚÉÞÅ-
ÓËÉ ÓÍÉÓßÌ ÏÂÁÞÅ ÉÍÁ ÓÁÍÏ ÂÏÚÏÎÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÓßÄßÒÖÁÝÁ ÓÁÍÏ ÞÅÔÎÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ
ÏÔ ÷ÁÊÌÏ×É ÆÅÒÍÉÏÎÉ. èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÊÎÉÔÅ ÞÅÔÉÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÓÅ ÉÚ-
ÒÁÚÑ×ÁÔ ÞÒÅÚ θ-ÆÕÎËÃÉÉ É η-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÎÁ äÅÄÅËÉÎÄ.
èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÐßÌÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ, ÓßÇÌÁÓÎÏ ðþ, ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÔ ËÁÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÔ

2á×ÔÏÒÉÔÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÔ ÔÅÒÍÉÎÁ "projection rule" ÓßÓ ÓßÝÏÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
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ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁW1 É ÔÅÚÉ ÎÁ ÁÎÉÏÎÎÁÔÁ ÞÁÓÔ, ÔÁËÁ ÞÅ ÄÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁÔ Ô×ÉÓÔÉÒÁ-
ÎÉ É ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ËÏÍÂÉÎÉÒÁÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ (�1)N+F . úÁ ÓÌÕÞÁÑ

m= 2 ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÍÏÄÅÌÁ 331ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁÐÉÛÅËÁÔÏA331=

�

W1

[su(2)1

�

=Z2,

ËßÄÅÔÏ ÆÁËÔÏÒÉÚÉÒÁÎÅÔÏ ÐÏZ2 ÉÚÒÁÚÑ×Á ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ. ôÁÚÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ Å ×ÓßÝ-
ÎÏÓÔ ÎÁÊ-ÐÒÏÓÔÉÑÔ ×ßÚÍÏÖÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄ -- ÅÄÎÁ ÄÏÓÔÁ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ
ÎÁ òëôð ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÁ × ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÎÁ ÓÕÐÅÒÓÔÒÕÎÎÉÔÅ ÍÏÄÅÌÉ [42, 43, 16]. äÉÁÇÏÎÁÌÎÁ-
ÔÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏ ÔÏÚÉ ÎÁÞÉÎ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ
ÇÒÕÐÁÔÁ SL(2,Z) ËÁËÔÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÏÞÁË×Á ÚÁ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÁ ×ßÒÈÕ ÔÏÒÁ. ÷ ÄÏÐß-
ÌÎÅÎÉÅ ËßÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÔÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ, ÔÅÏÒÉÉÔÅ ÏÐÉÓ×ÁÝÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ
ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ Ä×Å ÎÏ×É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÁÎÉ ÚÁ ÐßÒ×É ÐßÔ
ÏÔ ëÁÐÅÌÉ É úÅÍÂÁ [30]. ôÏ×Á ÓÁ Ô.ÎÁÒ. ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ U - É V - ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁÌÁÇÁÎÉ
×ßÒÈÕ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ τ;ζ, ËÏÉÔÏ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÉÚÉÓË×ÁÎÉÑ
É ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ÓÐÅËÔÒÁÌÎÉÑ ÐÏÔÏË [8, 30] ÌÅÖÁÝ × ÏÓÎÏ×ÁÔÁ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁ ÚÁ ÐÒÏÔÉÞÁÎÅ
ÎÁ èÏÌÏ×ÉÑ ÔÏË.

óÔÒÏÇÁÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÉÔÅ, ÏÓÎÏ×ÉÔÅ ÎÁ ËÏÑÔÏ ÓÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉ
× [42], ÂÅÛÅ ÄÏÒÁÚ×ÉÔÁ ÎÁÓËÏÒÏ × ÒÁÂÏÔÁÔÁ [43] ÎÁ ëÁÃ É ôÏÄÏÒÏ×. ôÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á
ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ ÏÂÝÁÔÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÎÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÐÏ-ÐÒÅÃÉÚÎÏ
ÏÂÏÓÎÏ×Á×ÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ × ÔÁÚÉ ÏÂÌÁÓÔ.

éÚÇÌÅÖÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ ÄÁ ÓÅ ÏÞÁË×Á, ÞÅ ÐÏÄÈÏÄßÔ ËßÍ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ

ÒÅÛÅÔßÞÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ[u(1)2 Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÎÉÑ ÐÏÄÈÏÄ,
ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ðþ ÎÁ òÉÊÄ--íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ. ÷ § 4 ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ-
×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÐÏÄÈÏÄÁ. ðþ ÓÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÁ, × ÒÁÍËÉÔÅ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÎÉÑ ÐÏÄÈÏÄ,
ËÁÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÓÐÒÑÍÏ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Z2.

òÉÊÄÉíÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ [41], Á ÐÒÅÄÉ ÔÏ×ÁõÅÎÉ ÓßÁ×ÔÏÒÉ [39, 40], ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÁÔÎÅÕÔ-
ÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ Ó ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ [27, 16] Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = 1=2,
Á ÐßÌÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ËÁÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ É (ìÁÆÌÉÎÏ×ÁÔÁ) ÁÎÉÏÎÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÆÁËÔÏÒÉÚÉÒÁÎÏ

ÐÏ Z2 ÓßÇÌÁÓÎÏ ðþ, Ô.Å. A
Pf

=

�

A
Ising




[su(2)1

�

=Z2. ðÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ÓÁ ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ

É Å ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ (ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÁÔÁ) ÓÔÁÔÓÕÍÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÁ ×ÓÉÞËÉ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ
[41]. îÅ Å ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÁ ÏÂÁÞÅ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ É 331, ËÏÅÔÏ Å ÓÌÅÄ×ÁÝÁÔÁ
ÏÓÎÏ×ÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÁ×ÅÎÁ × ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ. ÷ § 5 Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ
ÓßÄßÒÖÁÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ, ÐÒÅÓÍÅÔÁÎÔÉ ÓÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÞÒÅÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ 331
ÍÏÄÅÌÁ, ×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÖÄÁÊËÉ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉÔÅ ÏÔ [41].

ðÒÅÄÎÉÔÅ Ä×Á ÍÏÄÅÌÁ ÂÑÈÁ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌÎÏ ÄÏÂÒÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÅÎÉ, Ô.Å. ÍÁËÁÒ ÞÅ × ÔÑÈ
ÉÍÁÛÅ ÎÅÕÔÏÞÎÅÎÉ ÄÅÔÁÊÌÉ ÏÂÝÁÔÁ ÉÄÅÏÌÏÇÉÑ ÂÅÛÅ ÑÓÎÁ. îÅ ÔÁËÁ ÓÔÏÉ ÏÂÁÞÅ ×ßÐÒÏÓÁ
ÐÒÉ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ. ïÝÅ ÏÔ ÓÁÍÏÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÍÏÄÅÌßÔ HR ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÄÏÓÔÁ
ÐÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÅÎ. õÅÎ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [39, 40] ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÎÅÕÔÒÁ-
ÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ. ðÒÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁ ÐßÒ×ÉÞÎÏÓÔ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ (ËÏÅÔÏ ÎÅÑ×ÎÏ
ÓÅ ÐÒÁ×É × [39, 40]) ÓÅ ÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑÔ ÔÏ×ÁÒ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ Å c = �2 ÔÁËÁ, ÞÅ
ÍÏÄÅÌßÔ (ËÏÊÔÏ ÓÅ ÏËÁÚ×Á Ó×ßÒÚÁÎ [44, 45, 46] ÓßÓ ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÏÔ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ ÄÕÈÏ×Å
ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÁ × ÓÕÐÅÒÓÔÒÕÎÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ) ÓßÄßÒÖÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ
ÎÏÒÍÁÔÁ É ÐÏÐÁÄÁ ÉÚ×ßÎ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ.
ë×ÁÎÔÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÏÂÁÞÅ ÉÚÉÓË×Á ÏÔÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × ËÏÅÔÏ
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1 õ÷ïä

ÓËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Å ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ. ðÒÉÞÉÎÁÔÁ ÚÁ ÔÁÚÉ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔ
Å ÍÎÏÇÏ ÄßÌÂÏËÁ. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÝÉ ËÁÔÏ ×ÁËÕÕÍÎÏ ÓÒÅÄÎÏ ×ßÌÎÏ×Á-
ÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÒÕÛÁ×ÁÔ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ:

Ôe ÓÁ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÉÒÁÝÉ ÐÏÌÅÔÁ ÓßÓ ÃÑÌ ÓÐÉÎ. óßÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁÔÁ ÚÁ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ
ÓÐÉÎÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓßÄßÒÖÁÝÁ ÔÁËÉ×Á ÐÏÌÅÔÁ ÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ
ÍÅÔÒÉËÁ.
òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ [41] ÐÒÅÓÍÑÔÁÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ É ÔÅ ÓÅ

ÏËÁÚ×ÁÔ ÐÏÞÔÉ ÓßÝÉÔÅ ËÁËÔÏ ÔÅÚÉ ÎÁ c = 1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁdu(1) ÒÁÚÛÉÒÅÎÁ Ó Ë×ÁÄ-
ÒÁÔ ÎÁ ÔÏ×ÁÒÁ 4, ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÉ ÎÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ. óßÝÉÔÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ ÚÁ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÒÁÚËÒÉ×ÁÝÉ ÄßÌÂÏËÁÔÁ ×ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ëôð ÓßÓ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉ ÔÏ×ÁÒÉ c =�2

É c = 1 ÓÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÉ ÐÒÅÄÉ ÔÏ×Á ÏÔ ëÁÕÛ [45]; ÔÅ ÂÑÈÁ ÐÒÅÏÔËÒÉÔÉ × [D], Á ÓÌÅÄ ÔÏ×Á É
ÏÔ ìÕÄ×ÉÇ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [47]. óÄ×ÏÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÏÔ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ É ÔÅÚÉ ÎÁ
ÚÁÒÅÄÅÎÁÔÁ, ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ HR ÓÐÏÒÅÄ [41], ÏÂÁÞÅ Å ÒÁÚÌÉÞÎÏ ÏÔ ÔÏ×Á ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331 ÍÁËÁÒ,
ÞÅ ðþ Å ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓßÝÏÔÏ. ðÒÉ ÔÏ×Á ÐÏÌÕÞÅÎÉÔÅ ÐßÌÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÚÁ HR ÍÏÄÅÌÁ
(ÐÒÏÔÉ×ÎÏ ÎÁ Ô×ßÒÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ) ÓÅ ÏËÁÚ×ÁÔ ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ ÎÅËÏ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÉ, Ô.Å. Óß×ËÕÐÎÏÓÔÔÁ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÅ Å ÚÁÔ×ÏÒÅÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ S-ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ. ôÏ×Á
Å ÓÌÅÄ×ÁÝÉÑ ÍÎÏÇÏ ÓÅÒÉÏÚÅÎ ÐÒÏÂÌÅÍ × ÍÏÄÅÌÁ HR. ó ÃÅÌ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÍÅÒÅÎÏ ÎÅÇÏ×Ï-
ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ æÌÏÒ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [48] ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÔ ÔÅÏÒÉÑÔÁ ×ËÌÀÞ×ÁÊËÉ ÌÏÇÁÒÉÔÍÉÞÎÉ
ÐÏÌÅÔÁ. úÁ ÓßÖÁÌÅÎÉÅ ÏÂÁÞÅ ÔÏ×Á ÎÅ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÍÎÏÇÏ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏ, Ô.Å. ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÅ Å ×ßÚÓÔÁÎÏ×ÅÎÁ, ÔÁËÁ ÞÅ ÐÒÏÂÌÅÍßÔ ÐÒÏÄßÌÖÁ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÏÔËÒÉÔ. ôÕË
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÔÅÚÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÑÍÁÔ ÓÍÉÓßÌ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÉ ÓÔÁÔÓÕÍÉ ÔßÊ ËÁÔÏ
ÓÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ËÁÔÏ ÓÌÅÄÉ ×ßÒÈÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÉÎÄÅÆÉÎÉÔÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÒÕÛÁ×ÁÝÉ
ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ. úÁÔÏ×Á ÎÅ Å ÞÕÄÎÏ, ÞÅ ÓÁ ÎÁÒÕÛÅÎÉ É ÄÒÕÇÉ ÏÓÎÏ×ÎÉ
ÐÒÉÎÃÉÐÉ, ÎÁÐÒ. ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ.
äÒÕÇ ÐÒÏÂÌÅÍ ÚÁÓÑÇÁÝÍÏÄÅÌÁ ÎÁ HR Å ÎÅÇÏ×ÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄßË. óÐÏÒÅÄ òÉÊÄ

É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ ÂÒÏÑÔ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ×ßÒÈÕ
ÔÏÒÁ (ÒÅÓÐ. ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ) Å 8 (ÍÁËÁÒ, ÞÅ ÐÒÉ ÔÑÈ ÎÑÍÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ
ÓÔÁÔÓÕÍÁ ÔÁËÁ, ÞÅ ÎÅ Å ÑÓÅÎ ÓÍÉÓßÌÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÑÔÁ ×ßÒÈÕ ÔÏÒÁ), Á ÓÐÏÒÅÄ õÅÎ ÔÅÈÎÉÑ ÂÒÏÊ
Å 10.
óßÝÏ ÔÁËÁ ÎÅ ÓÁ ÑÓÎÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉÔÅ ÏÐÉÓ×ÁÝÉ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖ-

ÄÁÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÁ. óÐÏÒÅÄ ×ßÚÐÒÉÅÔÏÔÏ ÍÎÅÎÉÅ ÔÅ ÎÏÓÑÔ (ËÁËÔÏ ÐÒÉ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ)
ÐÏÌÏ×ÉÎ Ë×ÁÎÔ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË É ÉÍÁÔ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÏÂÍÅÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. óÐÏÒÅÄ
òÉÊÄ É òÅÚÁÊ [49] ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ ÓßÄßÒÖÁÝÉ 2n

Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ ÓÁ 22n�3 ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ 2n�1 ÚÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ É 22n�1 ÚÁ 331, ËÏÅÔÏ ÓÅ
ÉÚÐÏÌÚ×Á ËÁÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ × ÐÏÄËÒÅÐÁ ÎÁ ÈÉÐÏÔÅÚÁÔÁ ÚÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. ðÏÄÒÏÂÅÎ
ÏÂÚÏÒ ÎÁ ÄÏÓÅÇÁÛÎÏÔÏ ÒÁÚÂÉÒÁÎÅ (ËÁËÔÏ É ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÉÔÅ ×ßÚÎÉË×ÁÝÉ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ)
ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ HR Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎ × § 6.
ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÏÄÞÅÒÔÁÅÍ, ÞÅ ÐÒÏÂÌÅÍÉÔÅ ×ßÚÎÉË×ÁÝÉ ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ-

ÔÏ HR ÏÓÔÁ×ÁÔ ÎÅÒÅÛÅÎÉ ×ÅÞÅ ÐÏ×ÅÞÅ ÏÔ 15 ÇÏÄÉÎÉ, ËÏÅÔÏ ÄÁ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×Á ÚÁ
ÔÑÈÎÁÔÁ ÓÅÒÉÏÚÎÏÓÔ, ËÁËÔÏ É ÏÂÑÓÎÅÎÉÅ ÚÁ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÁÔÁ ÎÁ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ.
÷ § 7 ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÏ ÎÏ× ÐÏÄÈÏÄ ËßÍ ÍÏÄÅÌÁ HR, ËÏÊÔÏ

ÎÁÍÉÒÁ ÒÁÄÉËÁÌÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÉÞËÉ ÐÒÏÂÌÅÍÉ. óÐÏÒÅÄ ÎÅÇÏ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ×ßÚ-
ÍÏÖÎÏÓÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ × ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ
ÔÅÏÒÉÑÔÁ, ÚÁÐÁÚ×ÁÊËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ, × ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÎÁ ËÏÅÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÔÏ×ÁÒ
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ÓÅ ÐÒÏÍÅÎÑ ÏÔ c =�2 ÄÏ c = 1. îÏ×ÉÑÔ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÄÏÐÕÓËÁ (ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ ÓÔÁ-
ÒÉÑ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÅÔÏ Å ÓßÝÅÓÔ×ÅÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏ ÏÔ
ÓÔÁÒÏÔÏ. ðÒÉ ÔÏ×Á, ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ (ÓßÓ c = �2 É c = 1) É ×ÚÁÉÍÎÏÅÄ-
ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÌÁÓ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ × Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ. ôÏ×Á Å
ÄßÌÂÏËÏÔÏ ÓßÄßÒÖÁÎÉÅ ÎÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÅÎÏÔÏ ÐÏ-ÒÁÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ
ÔÅÚÉ Ä×Å ÔÅÏÒÉÉ.
÷ ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ËßÍ ÔÏ×Á, ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ HR ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ

×ßÚÂÕÄÅÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ × ÍÏÄÅÌÁ 331 É ÓßÝÏÔÏ ×ÁÖÉ ÚÁ ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÁ
HR.
îÁÍÅÒÅÎÏ Å ÒÅÛÅÎÉÅ É ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ

ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ × Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ (ÓßÓ c = �2 É c = 1) ÂÕË×ÁÌÎÏ Óß×ÐÁÄÁÔ, Á
Ä×ÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÉ èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÁ (ÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÉ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É

ÉÍÐÕÌÓÁ) ÓÁ Ó×ßÒÚÁÎÉ ÞÒÅÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ u(1)-ÚÁÒÑÄÁ ÔÁËÁ, ÞÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ×ßÒÈÕ ÅÄÉÎ
É ÓßÝ ÓÅËÔÏÒ ÎÁ Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ Óß×ÐÁÄÁÔ ËÁÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÏ ÉÍÁ ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÉÎÄÅ-
ËÓÉÔÅ. óÌÅÄ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅ ÎÁ ðþ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÔ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ HR,
×ßÒÈÕ ÏÔÍÅÓÔÅÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ, Ô.Å. ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÐÏÄÏÂÒÅÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ,
ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÚÁ HR Óß×ÐÁÄÁÔ Ó ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331. ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ-
×Á, ÞÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÏÔ ÐÏÐÒÁ×ÅÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÝÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á
×ÓÉÞËÉ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÝÅ Óß×ÐÁÄÁ Ó ÔÁÚÉ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331. äÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏ ÂÅÛÅ
ÎÁÐÒÁ×ÅÎ ÐÏÄÒÏÂÅÎ ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉ ×ßÒÈÕ
ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔ 32 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉ ËÁÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

ÎÁ ÂÏÚÏÎÎÉÔÅ ÈÉÒÁÌÎÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÉ ÎÁ W1 É\su(2)1 ÏÔ ËÏÉÔÏ ÓÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ
ÎÁ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ ËÁËÔÏ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331 ÔÁËÁ É ÚÁ HR. òÅÚÕÌÔÁÔßÔ ÐÏËÁÚÁ, ÞÅ ×
ËÌÁÓÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔßÞÎÉÔÅ òëôð ÓÁÍÏ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ×ÓÉÞËÉ
ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÉÚÉÓË×ÁÎÉÑ É ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ.
ôÁËÁ ÓÔÉÇÁÍÅ ÄÏ ÏÓÎÏ×ÎÉÑ ÉÚ×ÏÄ -- ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÕÎÉÔÒÁÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ (Ó

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÁ ×ÓÉÞËÉ ÉÚÉÓË×Á-
ÎÉÑ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ HR Å ÔÅÏÒÉÑÔÁ 331, Ô.Å. Ä×ÅÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÏÐÉÓ×ÁÔ ÅÄÉÎ É ÓßÝÉ ËÌÁÓ ÎÁ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ. ïËÁÚ×Á ÓÅ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ × ÍÏÄÅÌÁ
331 ÐÒÉÔÅÖÁ×Á ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÁ Z2 ÓÉÍÅÔÒÉÑ, ËÏÑÔÏ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ÔÏ×ÁÒÏÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ
ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ. ôÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÏÔÄÅÌÅÎ ÍÏÄÅÌÁ HR ÏÔ 331 ËÁÔÏ ÄÏÐßÌÎÉÔÅ-
ÌÅÎ Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÔÏ×ÁÒÏÓÐÒÑÇÁÎÅÔÏ. ôÏÚÉ ÐÒÏÂÌÅÍ ÎÅ Å ÒÅÛÅÎ
× ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ -- ÐÏ ÎÅÇÏ ×ÓÅ ÏÝÅ ÓÅ ÒÁÂÏÔÉ.
îÁËÒÁÑ, × § 8 Å ÒÁÚÇÌÅÄÁÎ "ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉÑ" ÍÏÄÅÌ, ÓßÓ ÆÁËÔÏÒ ÎÁ ÚÁ-

ÐßÌ×ÁÎÅ 1=2, ÐÏÐÁÄÁÝ × ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑÔÁ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ [50]. ôÏÚÉ ÍÏÄÅÌ Å ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÏ

ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å [u(1)3 Ó ÔÒÉÍÅÒÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ É ÓßÄßÒÖÁ ÌÏËÁÌÎÁ

su(2)
su(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑ -- ÅÄÎÁÔÁ SU(2) ÏÔÞÉÔÁ ÓÐÉÎÁ, Á ÄÒÕÇÁÔÁ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÏÔ-
ÎÏÓÎÏ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÎÅÔÏ ÏÔ ÅÄÉÎÉÑ ÓÌÏÊ × ÄÒÕÇÉÑ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ Å ÄÁ ÏÔÂÌÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ É ÔÒÉÔÅ
ÐÒÅÄÉÛÎÉ ÍÏÄÅÌÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ËÁÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ ÔÏÚÉ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ ÍÏÄÅÌ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÅÄÉÎÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ×ÓÉÞËÉÔÅ
ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÐÌÁÔÏÔÏ 1=2.

îÅËÁ ÒÅÚÀÍÉÒÁÍÅ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ×ßÐÒÏÓÉ ÒÁÚÇÌÅÄÁÎÉ × ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ.
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1 õ÷ïä

ïÓÎÏ×ÎÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÓÔÁ×ÅÎÉ × ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ:

� íÏÄÅÌ 331

1. äÁ ÓÅ ÕÓÔÁÎÏ×É ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÐÏÄÈÏÄÁ (ÎÁ ÒÅÛÅÔßÞÎÁ-
ÔÁ òëôð ÎÁ èÁÌÐÅÒÉÎ É Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÎÁ
òÉÊÄ--íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ) ËßÍ ÍÏÄÅÌÁ 331.

2. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ÍÏÄÅÌÁ ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÉÔÅ, ÒÁÚÒÁ-
ÂÏÔÅÎÁ ÏÔ ëÁÃ É ôÏÄÏÒÏ× [43], Ó ÃÅÌ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÉ
ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ (×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÖÄÁÝÉ ÔÅÚÉ ÎÁ òÉÊÄ--íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ) ÚÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÔÁ
ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÅÊÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉ, ÍÏÄÕÌÁÒÎÉ ÔÒÁÎÓ-
ÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ.

3. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÏÔ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅÔÏ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÎÁÔÁ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ -- Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÒÅÄ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ.

� ðÆÁÆÏ× ÍÏÄÅÌ

1. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ËÁÔÏ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331
ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÁ ÎÁ ÎÉÓËÏ-ÂÁÒÉÅÒÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ. äÁ ÓÅ ÏÓÍÉÓÌÉ ÍÏÄÅÌÁ ËÁÔÏ

Z2-ÏÒÂÉÆÏÌÄ ÏÔ ×ÉÄÁ
�

Ising


[su(2)1

�

=Z2.

2. äÁ ÓÅ ÐÏËÁÖÅ, ÞÅ ÓÌÅÄ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ × 331 ÍÏÄÅÌÁ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ
×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÖÄÁÔ ðÆÁÆÉÁÎÁ, Á ÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÔ × ÔÅÚÉ ÚÁ
ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ.

3. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ, ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ É ÎÁÒÕÛÅÎÉÅÔÏ
ÎÁ ÄÉÎÁÍÉÞÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑW1+∞.

� MÏÄÅÌ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ

1. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ É ×ÒßÚËÁÔÁ Ó ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ ÆÅÒÍÉ-
ÏÎÎÉÔÅ ÄÕÈÏ×Å ξ-η.

2. äÁ ÓÅ ÎÁÍÅÒÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÐÒÉÓßÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÏÔÒÉ-
ÃÁÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ × ÍÏÄÅÌÁ ÂÅÚ ÄÁ ÓÅ ÎÁÒÕÛÁ×Á ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ. äÁ ÓÅ
ÎÁÍÅÒÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÉÌÉ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) Ó ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

3. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × ÍÏÄÅÌÁ É ÄÁ ÓÅ ÁÎÁÌÉÚÉÒÁ ÔÑÈÎÁÔÁ SU(2)
ÓÉÍÅÔÒÉÑ.

4. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ×ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓ-
ÔÏÑÎÉÅ É ÎÁ ×ßÚÂÕÄÅÎÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÓßÄßÒÖÁÝÉ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ.

5. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÔÁ ÚÁ ÎÅÁÂÅÌ×Á ÏÂÍÅÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÎÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓ-
ÔÉÃÉÔÅ.

6. äÁ ÓÅ ÏÔËÒÉÅ ÐÒÉÞÉÎÁÔÁ ÚÁ ÌÉÐÓÁÔÁ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ òÉÊÄ--íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ É ÄÁ ÓÅ ÐÏÓÔÒÏÉ ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ
ÓÔÁÔÓÕÍÁ. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÔÁ ÚÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅ ÎÁ ÄÒÕÇÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ
ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ Óß×ÍÅÓÔÉÍÉ Ó ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ.
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� íÏÄÅÌ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ

1. äÁ ÓÅ ÉÚÓÌÅÄ×Á ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÔÁ ÚÁ "ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏ" ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÐÌÁ-
ÔÏÔÏ ν = 1=2 ÎÁ ÂÁÚÁÔÁ ÎÁ ÌÏËÁÌÎÁ SU(2)�SU(2) ÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ.

2. äÁ ÓÅ ÎÁÍÅÒÑÔ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ËßÍ ÍÏÄÅÌÉÔÅ 331, Pf, HR.
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

2 ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

2.1 ëÌÁÓÉÞÅÓËÉ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÐÒÏ×ÏÄÑÝÁÔÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÁ ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÎÁæÉÇ. 1 ÐÏÓÔÁ×ÅÎÁ ×ß× ÈÏÍÏÇÅÎÎÏ
ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ Ó ÉÎÄÕËÃÉÑ ~B É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÏ ÐÏÌÅ Ó ÉÎÔÅÎÚÉÔÅÔ ~Å ÓßÚÄÁÄÅ-
ÎÏ ÏÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÉÑ É ÄÅÓÎÉÑ ËÒÁÊ ÎÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÁÔÁ ÏÂÕÓÌÁ×ÑÝÁ
ÐÒÏÔÉÞÎÅÔÏ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÔÏË Ó ÏÂÅÍÎÁ ÐÌßÔÎÏÓÔ ~j.

æÉÇÕÒÁ 1: ïÐÉÔÎÁ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÅÆÅËÔÁ ÎÁ èÏÌ

6

?

�

	

-

6

-

	

�

e

e

�

	

d

w

~B

~E~j

~FB =

q
c
~v�~B

~FH = q~EH

EH = j

~EH j=
VH

w����������������

VH

~FB

~FH

++++++++++++++++

6

-

�

y

x

z

çÏÌÅÍÉÎÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏÔÉÞÁÝÉÑ, ÐÒÅÚ ÎÁÐÒÅÞÎÏÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÁÔÁ, ÔÏË e I = j wd,
ËßÄÅÔÏ d Å ÄÅÂÅÌÉÎÁÔÁ Áw -- ÛÉÒÉÎÁÔÁ ÎÁ ÐÌÁÓÔÎËÁÔÁ. óßÇÌÁÓÎÏ ËÌÁÓÉÞÅÓËÁÔÁ ÅÌÅËÔÒÏÎ-
ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÇÏÌÅÍÉÎÁÔÁ ÎÁ ÐÌßÔÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÔÏËÁ ÓÅ ÐÒÅÓÍÑÔÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ j = j

~jj= nqv,
ËßÄÅÔÏ n Å ÂÒÏÑ ÎÁ ÔÏËÏÎÏÓÉÔÅÌÉÔÅ, q -- ÔÅÈÎÉÑ ÚÁÒÑÄ, Á v = j~vj -- ÇÏÌÅÍÉÎÁÔÁ ÎÁ ÓËÏ-
ÒÏÓÔÔÁ ÎÁ ÄÒÅÊÆ. ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÁÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÁ ÓÉÌÁÔÁ ÎÁ ìÏÒÅÎÃ ~FB

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉÔÅ ÎÁ ÔÏËÏÎÏÓÉÔÅÌÉÔÅ ÓÅ ÚÁËÒÉ×Ñ×ÁÔ É ÔÅ ÚÁÐÏÞ×ÁÔ ÄÁ ÓÅ ÎÁÔÒÕÐ×ÁÔ ×ßÒÈÕ
Ä×ÁÔÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÉ ÒßÂÁ ÎÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÁÔÁ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ ÓÉ. ôÏ×Á
ÐÏÒÁÖÄÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÒßÂÁ (ÎÁÒÅÞÅÎÁèÏÌÏ×Ï ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÅ), ËÏÑÔÏ
ÒÁÓÔÅ ÄÏËÁÔÏ ÓßÚÄÁÄÅÎÁÔÁ ÏÔ ÎÅÑ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÁ ÓÉÌÁ ~FH = q~EH (ÎÁÓÏÞÅÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ ~FB)
ËÏÍÐÅÎÓÉÒÁ ~FB, ÕÓÔÁÎÏ×Ñ×ÁÊËÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ
ÒßÂÁ, Ô.Å.

j

~FH j= jqjj~EHj= jqj
VH

w
=

jqjvB

c
= j

~FBj: (2.1.1)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ v = j=(nq) É j = I=(wd), × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2.1.1), ÚÁ èÏÌÏ×ÏÔÏ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÅ
ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

VH = RH
I B

d
; RH =

1

qnc
; (2.1.2)

ËßÄÅÔÏ RH ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÁ èÏÌ. ðÏÑ×ÁÔÁ ÎÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁÔÁ ÒÁÚÌÉËÁ VH , × ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÏ ÎÁ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÏ ÐÒÏÔÉÞÁÝÉÑ ÔÏË ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ
(1880).
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2.1 ëÌÁÓÉÞÅÓËÉ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ρ É ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÁÔÁ
ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ σ, ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉ ÞÒÅÚ

�

Ex

Ey

�

=

�

ρxx ρxy

ρyx ρyy

��

jx
jy

�

; σ = ρ�1
; (2.1.3)

ÅÆÅËÔÁ ÎÁèÏÌ ÏÚÎÁÞÁ×Á ÐÏÑ×ÁÔÁ ÎÁ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÎÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ (ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÁÔÁ
ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ, ÒÅÓÐ. ÎÁ ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÏÔÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ, Å ×ÉÎÁÇÉ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ -- ÔÏ×Á
ÉÚÒÁÚÑ×Á ÆÁËÔÁ, ÞÅ ÍÁÇÎÉÔÎÁÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÎÁ ÓÉÌÁÔÁ ÎÁ ìÏÒÅÎÃ ×ÏÄÉ ÄÏ ÔÏÐÌÉÎÎÉ
ÚÁÇÕÂÉ). ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ, ρxy =�ρyx =: ρH ÓÅ ÏÐÒÄÅÌÑ ÏÔ

j

~EHj= ρH j
~jj =) ρH = RH B =

B

nqc
: (2.1.4)

ôÏÇÁ×Á, ÚÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ σH := σyx = �σxy = 1=ρH ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ (ÚÁ ÕÄÏÂÓÔ×Ï
ÝÅ ÕÍÎÏÖÉÍ Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÉÑ ÆÁËÔÏÒ h=e2, ËßÄÅÔÏ h Å ËÏÎÓÔÁÎÔÁÔÁ ÎÁ ðÌÁÎË, Á e -
ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ)

h

e2
σH =

n

nB
=: ν; nB

def

=

eB

hc
=

B

(hc=e)
: (2.1.5)

÷ÅÌÉÞÉÎÁÔÁ ν ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÆÁËÔÏÒ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ Ä×Å
ÐÌßÔÎÏÓÔÉ: ÂÒÏÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ ×ßÒÈÕ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÌÏÝ n = N=S É ÂÒÏÑ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ hc=e ÎÁ
ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÌÏÝ, nB =

1
S

BS
(hc=e)

, ÏÐÒÅÄÅÌÑÝ ÂÒÏÑ ÎÁ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÉÔÅ
ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ.
úÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ÝÅ ÎÉ ÂßÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÇÒÁÆÉËÁÔÁ ÎÁ ÚÁ×É-

ÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ ÎÏÒÍÉÒÁÎÁÔÁ èÏÌÏ×Á ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ (h=e2
)σH ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν.

óßÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (2.1.5) ÇÒÁÆÉËÁÔÁ Å ÐÒÁ×Á ÌÉÎÉÑ Ó ÎÁËÌÏÎ 1, ËÏÅÔÏ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÏ ÎÁ
æÉÇ. 2.

-

6

�

1

2

3

h

e

2

�

H

0 1 2 3

1

æÉÇÕÒÁ 2: ëÌÁÓÉÞÅÓËÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ σH(ν)
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

2.2 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ É ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

ëÁËÔÏ ÓÅ ×ÉÖÄÁ ÏÔ Õ-ÎÉÅ (2.1.5) ÆÁËÔÏÒßÔ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÏÍÅÎÑÎ ÐÏ Ä×Á
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ ÎÁÞÉÎÁ: ËÁÔÏ ÉÚÍÅÎÑÍÅ ÐÌßÔÎÏÓÔÔÁ n ÎÁ ÂÒÏÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ É ÞÒÅÚ ÉÚÍÅÎÅ-
ÎÉÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ. ôÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÎÏ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ
ÎÁ ËÒÉ×ÁÔÁ ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÎÁ æÉÇ. 2.
ðÒÅÚ 1980 Ç. ëÌÁÕÓ ÆÏÎ ëÌÉÃÉÎÇ ÏÔËÒÉ×Á [1], ÞÅ × ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÔÉ É ÔßÎËÉ ÐÏÌÕÐÒÏ-

×ÏÄÎÉËÏ×É ÐÌÁÓÔÉÎËÉ, ÐÒÉ ÍÎÏÇÏ ÎÉÓËÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÉ É ÍÎÏÇÏ ÓÉÌÎÉ ÍÁÇÎÉÔÎÉ ÐÏÌÅÔÁ
ÌÉÎÅÊÎÁÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ (2.1.5) ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν ÓÅ
ÚÁÍÅÎÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÁ ÓÔßÐÁÌÏ×ÉÄÎÁ ËÒÉ×Á Ó ÑÓÎÏ ÉÚÒÁÚÅÎÉ ÐÌÁÔÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ÉÓÏÞÉÎÉ,
ËÁËÔÏ Å ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ æÉÇ. 3. ñ×ÌÅÎÉÅÔÏ Å ÎÁÒÅÞÅÎÏ (ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ) Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ
É ÚÁ ÎÅÇÏ ÆÏÎ ëÌÉÃÉÎÇ ÐÏÌÕÞÁ×Á îÏÂÅÌÏ×Á ÎÁÇÒÁÄÁ ÚÁ ÆÉÚÉËÁ ÐÒÅÚ 1985 Ç.

æÉÇÕÒÁ 3:ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁèÏÌ -- ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁèÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ
ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ

ðÒÅÚ 1982 Ç. ÓÁ ÏÔËÒÉÔÉ ÏÝÅ ÐÌÁÔÁ [51], ÞÉÉÔÏ ×ÉÓÏÞÉÎÉ ÓÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ÄÒÏÂÉ Ó ÐÒÅ-
ÏÂÌÁÄÁ×ÝÉÎÅÞÅÔÎÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ.ðÏÓÌÅÄÎÏÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁÔÏ ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ
èÏÌ. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÐÒÉ ÔÏÚÉ ÅÆÅËÔ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÎÏÓÑÔ ÄÒÏÂÎÉ
ÚÁÒÑÄÉ [8] (× ÅÄÉÎÉÃÉ -- ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ) É ÓÅ ÐÏÄÞÉÎÑ×ÁÔ ÎÁ ÄÒÏÂÎÉ ÉÚËÌÀÞ×ÁÝÉ
ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ [12, 13, 17]. ôÑÈÎÏÔÏ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅ ÐÏÌÕÞÉ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÐÏÔ×ßÒÖÄÅÎÉÅ
ÐÒÉ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏ ÒÁÚÓÅÑÎÉ ÛÕÍÏ×É ÔÏËÏ×Å × Ô. ÎÁÒ. Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÏÞËÏ×É ËÏÎ-
ÔÁËÔÉ [9]. úÁ ÏÔËÒÉ×ÁÎÅÔÏ É ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÔÅÚÉ ÎÏ×É Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ ìÁÆÌÉÎ, ãÀÉ É
ýÏÒÍÅÒ ÐÏÌÕÞÉÈÁ îÏÂÅÌÏ×ÁÔÁ ÎÁÇÒÁÄÁ ÚÁ 1998 Ç.
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2.2 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ É ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

úÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ËÌÁÓÉÞÅÓËÁÔÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ ÎÁ èÏÌÏ×ÏÔÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ρH ÏÔ ÆÁËÔÏ-
ÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ÎÁ æÉÇ. 3 Å ÐÏËÁÚÁÎÏ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÒÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÔÅ
ÐÌÁÔÁ. òÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÄÒÏÂÎÉÔÅ ÐÌÁÔÁ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÏ ÎÁ æÉÇ. 4.

æÉÇÕÒÁ 4: äÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ -- ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÏÔ
ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ

îÁ æÉÇ. 4 Å ÐÏËÁÚÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÏÔÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ρxy = ρH = 1=σH

ËÁÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÉÑ ÅÆÅËÔ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ρH

ÐÒÉ ÐÒÏÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ Å ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×Ï-
ÄÉÍÏÓÔ, Ô.Å. ËÏÇÁÔÏ B ÒÁÓÔÅ ρH ÓßÝÏ ÒÁÓÔÅ, ÄÏËÁÔÏ σH ÎÁÍÁÌÑ×Á. îÁ ÓßÝÁÔÁ ÆÉÇÕÒÁ
Å ÐÏËÁÚÁÎÏ É ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÎÁÄÌßÖÎÏÔÏ (ÏÍÉÞÎÏ) ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ, ÚÁ ÄÁ ÓÅ ÐÏÄÞÅÒ-
ÔÁÅ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ ÐßÒ×ÏÔÏ É ÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÔÏÒÏÔÏ. ÷ ÇÏÒÎÉÑ
ÌÑ× ßÇßÌ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÐÏÌÕÐÒÏ×ÏÄÎÉËÏ×ÁÔÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÁ ÓßÓ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÎÏÍÅÒÉÒÁÎÉ
ËÏÎÔÁËÔÉ. ÷ ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ËßÍ æÉÇ. 4 É ÚÁ ÓßÚÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÏ-ÑÓÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×Á ÚÁ ÂÒÏÑ É ÒÁÚ-
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ, æÉÇ. 5 ÐÏËÁÚ×Á ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ
ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉÔÅ ÐÌÁÔÁ × ÎÑËÏÌËÏ ÓÅÒÉÉ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉ3 ÎÁ

�

1

3

�

2

3

�

1

5

�

2

5

�

3

5

�

4

5

�

1

7

�

2

7

�

3

7

�

4

7

�

5

7

�

2

9

�

4

9

�

5

9

�

2

11

�

3

11

�

4

11

�

5

11

�

6

11

�

7

11

�

8

11

�

3

13

�

4

13

�

6

13

�

7

13

�

8

13

�

9

13

�

4

15

�

7

15

�

8

15

�

8

17

�

9

17

�

9

19

1

6

1

4

1

2

0 ν 1

æÉÇÕÒÁ 5: åËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉ ÐÌÁÔÁ: èÏÌÏ×Á ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ×
ÅÄÉÎÉÃÉ (e2

=h). óÉÍ×ÏÌÉÔÅ (�) ÏÚÎÁÞÁ×ÁÔ ÓÔÁÂÉÌÎÉ (Ô.Å. ÛÉÒÏËÉ) ÐÌÁÔÁ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÂÉÌÉ
ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉ × ÎÑËÏÌËÏ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ; ÓÉÍ×ÏÌÉÔÅ (�) ÏÚÎÁÞÁ×ÁÔ ÐÏ-ÓÌÁÂÏ ÉÚÒÁÚÅÎÉ
ÐÌÁÔÁ É ÔÁËÉ×Á ÏÔËÒÉÔÉ × ÓÁÍÏ × ÅÄÉÎ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÓÔÁÂÉÌ-
ÎÏÓÔÔÁ ÎÁÍÁÌÑ×Á Ó ÎÁÒÁÓÔ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÁ ÎÁ ν. æÁÚÏ×É ÐÒÅÈÏÄÉ ÍÅÖÄÕ ÆÌÕÉÄÉ
Ó ÅÄÎÁË×É ÆÁËÔÏÒÉ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ÓÁ ÂÉÌÉ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉ ÐÒÉ ν = 2=3;2=5;3=5;5=7.

2.2.1 ïÓÎÏ×ÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

èÁÒÁËÔÅÒÎÉÔÅ ÏÓÏÂÅÎÏÓÔÉ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁèÏÌ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÁÎÉ
ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [6, 18]:

3ÔÁÚÉ ÆÉÇÕÒÁ Å ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÁ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÌÀÂÅÚÎÏÔÏ ÓßÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ áÎÄÒÅÁ ëÁÐÅÌÉ
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2.2 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ É ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

� ðÌÁÔÁ: úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ (ÎÏÒÍÉÒÁÎÁÔÁ) èÏÌÏ×Á ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ h=e2 σH ÏÔ ÆÁËÔÏÒÁ
ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν Å ÓÔßÐÁÌÏ×ÉÄÎÁ ËÒÉ×Á, ÞÉÊÔÏ ÐÌÁÔÁ ÓÅ ÎÁÍÉÒÁÔ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ
×ÉÓÏÞÉÎÁ. ðÒÅÏÂÌÁÄÁ×ÁÔ ÎÅÞÅÔÎÉÔÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÔÅ ÐÌÁÔÁ ÓÁ ÏÐ-
ÒÅÄÅÌÅÎÉ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ Ó ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÁ ÔÏÞÎÏÓÔ � 10�8, ÄÏËÁÔÏ ÄÒÏÂÎÉÔÅ
ÐÌÁÔÁ ÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔ 10�5

�10�2.

� ó×ÒßÈÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ: ëÏÇÁÔÏ ÔÏÞËÁÔÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ (ν;h=e2 σH) ÓÅ ÎÁÍÉÒÁ ×ßÒÈÕ
ÎÑËÏÅ ÏÔ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁÄÌßÖÎÏÔÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ËÌÏÎÉ ËßÍ ÎÕÌÁ. ôßÊ ËÁÔÏ (ÎÅÄÉÁ-
ÇÏÎÁÌÎÏÔÏ) èÏÌÏ×Ï ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÄÏÐÒÉÎÁÓÑ ÚÁ ÓßÚÄÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ äÖÁÕÌÏ×Á
ÔÏÐÌÉÎÁ, ÌÉÐÓÁÔÁ ÎÁ ïÍÉÞÎÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÇÏ×ÏÒÉ ÚÁ ÌÉÐÓÁÔÁ ÎÁ ÚÁÇÕÂÉ (ÄÉ-
ÓÉÐÁÃÉÑ) × ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ., Ô.Å. ÎÁÂÌÀÄÁ×Á ÓÅ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ Ó×ÒßÈÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌÎÏ, ËÏÇÁÔÏ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÅ ÎÁÍÉÒÁ ×ßÒÈÕ ÐÌÁÔÏ ÎÅÊÎÉÔÅ ÔÅÎÚÏÒÉ ÎÁ
ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ É ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÐÒÉÅÍÁÔ ×ÉÄÁ

ρ =

�

0 ρH

�ρH 0

�

; σ =

�

0 �σH

σH 0

�

; σH =

1

ρH

=

e2

h
ν: (2.2.1)

� õÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ: ôÏÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ
(ËÁËÔÏ É ÓÔÏÊÎÏÓÔÉÔÅ ÉÍ) ÓÁ ÎÅÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌÎÉ ËßÍ ÄÅÔÁÊÌÉÔÅ ÐÒÉ ÉÚÒÁÂÏÔËÁÔÁ ÎÁ
ÐÒÏÂÁÔÁ, ÎÅÊÎÁÔÁ ÆÏÒÍÁ, ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ É ÎÅÇÏ×ÁÔÁ ÞÉÓÔÏÔÁ. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ èÏÌÏ-
×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ×ÓÔÒÁÎÉ ÏÔ ÐÌÁÔÁÔÁ Å ÓßÝÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏ.

� äÒÏÂÎÉ ÚÁÒÑÄÉ:ðÒÉ ÄÒÏÂÎÉÔÅ ÐÌÁÔÁ ÓÅ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÔ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ (Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ)
ÓßÓ ÄÒÏÂÅÎ ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÔÏ×ÁÒ [3, 2, 9] É ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÄÒÏÂÎÁ ÏÂÍÅÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ.

� îÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ ÏÓÎÏ×ÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ:éÚÓÌÅÄ×ÁÎÉÑÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×É ÓÉÓÔÅÍÉ × "ÎÁËÌÏ-

ÎÅÎÉÍÁÇÎÉÔÎÉÐÏÌÅÔÁ" (tiltedmagnetic fields) ÐÏËÁÚ×ÁÔ, ÞÅ ÐÒÉÐÌÁÔÁÔÁ ν= 5=2; 8=5

[4], 4=3 [3] É 2=3 [3, 4] ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÎÅÐÏÌÁ-
ÒÉÚÉÒÁÎÉ. úÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÐÌÁÔÁ ÔÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔÉ.

� æÁÚÏ×É ÐÒÅÈÏÄÉ:ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÐÌÁÔÁ ν = 2=3; 3=5; 5=7 ÓÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉ ÆÁÚÏ×É
ÐÒÅÈÏÄÉ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ ÉÌÉ ÐÌßÔÎÏÓÔÔÁ.

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ É
ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÁÎÕÌÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÁÄÌßÖÎÏÔÏ ÓßÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ÆÁËÔÁ, ÞÅ × ÎÉÓËÏÅ-

ÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÓÐÅËÔßÒ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÐÒÉÓßÓÔ×Á (ÚÁÂÒÁÎÅÎ) ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ (energy gap
[6, 8, 18]) ÎÁÄ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ. ëÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏ-ÎÁÔÁÔßË, ×ß×ÅÖ-
ÄÁÊËÉ ÈÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ, èÏÌÏ×ÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ ÉÍÁÔ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ
Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ [8, 22].

2.2.2 õÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

õÓÌÏ×ÉÑÔÁ ÚÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ
ÏÔ ÔÏ×Á ËÏÅ ÐÌÁÔÏ ÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕ×Á, × ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÄÁÌÉ Å ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÉÌÉ ÄÒÏÂÎÏ. ïÂÝÏ
ÐÏÇÌÅÄÎÁÔÏ ÔÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ËÌÁÓÉÆÉÃÉÒÁÎÉ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [6, 18]:
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

� îÉÓËÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ: íÁÌËÉÑÔ ÂÒÏÊ ÎÁ ÔÏËÏÎÏÓÉÔÅÌÉÔÅ ÉÇÒÁÅ ÏÓÎÏ×ÎÁ ÒÏÌÑ ÚÁ
×ßÚÎÉË×ÁÎÅ ÎÁ ÅÆÅËÔÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, n � 1011 cm�2). ôÏ×Á ÓÅ ÐÏÓÔÉÇÁ ÞÒÅÚ ÉÚÐÏÌÚ×Á-
ÎÅÔÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÔÉ ÐÏÌÕÐÒÏ×ÏÄÎÉÃÉ ÚÁ ÐÏÓÔÒÏÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ Ô.ÎÁÒ. ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÉ

ÓÌÏÅ×Å (inversion layers) × ÒÁÍËÉÔÅ ÎÁ MOSFET (Metal Oxide Semiconductor Field

Effect Transistor) ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉÔÅ. îÁ æÉÇ. 6 Å ÐÏËÁÚÁÎ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÅÎ
ÓÌÏÊ ÆÏÒÍÉÒÁÎ × ÓÉÌÉÃÉÅ× MOSFET ÔÒÁÎÚÉÓÔÏÒ.

æÉÇÕÒÁ 6: óÈÅÍÁÔÉÞÅÎ ÒÁÚÒÅÚ ÎÁ ÓÉÌÉÃÉÅ× MOSFET: ×ßÒÈÕ ÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÞÉÓÔÉÑ ÓÉ-
ÌÉÃÉÅ× ËÒÉÓÔÁÌ Ó ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÏÔ ÔÉÐ "p" ÓÁ ÌÅÇÉÒÁÎÉ Ä×Å ÍÁÌËÉ ÚÏÎÉ ÏÔ "n" - ÐÒÏ×ÏÄÑÝ
ÓÉÌÉÃÉÊ É Å ÐÏÓÔÁ×ÅÎÁ ÉÚÏÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÐÏÄÌÏÖËÁ ÏÔ Si02. ðÏÒÁÄÉ ÒÅËÏÍÂÉÎÁÃÉÉÔÅ ÂÒÏ-
ÑÔ ÎÁ ÔÏËÏÎÏÓÉÔÅÌÉÔÅ × ÓÉÌÉÃÉÑ Å ÍÎÏÇÏ ÍÁÌßË. óÌÅÄ ÐÏÄÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÎÁÐÒÅ-
ÖÅÎÉÅVG ÎÁ ÇÅÊÔÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÏÔ n+ ÚÏÎÉÔÅ ÓÅ ÐÒÉÌÅÐ×ÁÔ ËßÍ ÉÚÏÌÁÔÏÒÁ ÐÒÅ×ÒßÝÁÊËÉ
ÓÅ × "ÅÌÅËÔÒÏÎÎÁ ÃÉÐÁ".

÷ ÔÁËÉ×Á ÓÉÓÔÅÍÉ ÄÅÂÅÌÉÎÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏÑ ÏÔ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ Å ÏÔ ÐÏÒÑÄßËÁ ÎÁ 100
�

A

ÔÁËÁ,
ÞÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÆÏÒÍÉÒÁÔ ÅÆÅËÔÉ×ÅÎ Ä×ÕÍÅÒÅÎ ÇÁÚ [6].

� óÉÌÎÉ ÍÁÇÎÉÔÎÉ ÐÏÌÅÔÁ: ðÏÒÁÄÉ ÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÓÉÌÎÏÔÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ B� (1�

15)T ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÏÔ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ÞÁÔÉÃÉ Å ÓÉÌÎÏ ËÏÒÅÌÉÒÁÎÁ.

� îÉÓËÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÉ:ðÌÁÔÁÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÓÔÁ×ÁÔ ÚÁÂÅÌÅÖÉÍÉ ÅÄ×Á
ÐÒÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÉ T < 5K.

� óÌÁÂÉ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ: óÉÌÎÉÔÅ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÁÝÉ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ
ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉÑ ÓÌÏÊ ÒÁÚÒÕÛÁ×ÁÔ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÔÁ ÐÏÒÁÄÉ ÐÏÑ×ÁÔÁ ÎÁ
ÎÅÌÉÎÅÊÎÉ ÅÆÅËÔÉ.

éÎÔÅÒÅÓßÔ ËßÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ Å ÐÒÏÄÉËÔÕ×ÁÎ ÏÔ ÎÅÇÏ×ÉÔÅ ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÉ ÏÓÏ-
ÂÅÎÏÓÔÉ. ïÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÑÍÁ ÏÂÝÁ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÑÔÏ ÄÁ ÄÁ×Á ÚÁÄÏ×ÏÌÉÔÅÌÎÏ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÅÆÅËÔÁ. ïÔ ÄÒÕÇÁ -- ÓÉÓÔÅÍÉÔÅ, × ËÏÉÔÏ ÓÅ ÎÁÂÌÀÄÁ×Á Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ
èÏÌ ÐÏËÁÚ×ÁÔ ÎÏ×É ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÑÔÁ ÎÅÐÏÚÎÁÔÉ ÄÏ ÔÏÚÉ ÍÏÍÅÎÔ. úÁÔÏ×Á ÔÅÚÉ
ÓÉÓÔÅÍÉ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ ÞÒÅÚ ÎÏ×É ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ ÎÁ ×ßÔÒÅÛÅÎ ÐÏÒÑÄßË ÎÁÒÅÞÅÎÉ ÔÏ-

ÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÐÏÒÑÄßË (topological order) [5]. õÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÅÆÅËÔÁ ×ÏÄÉ ÄÏ ÔÏ×Á, ÞÅ
ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ ÅÄÎÁ èÏÌÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÁÔ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒ.
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2.2 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ É ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

úÁÂÅÌÅÖËÁ 2.1 ïÔ Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉÞÎÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÚÁÍÒÁÚÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ
Ó×ÏÂÏÄÁ × ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ (Ô.Å. ÐÏ ÏÓÔÁ z) Å ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÏÔ ÒÁÚÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁ

ÐÒÏÍÅÎÌÉ×ÁÔÁ z ÏÔ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×ÉÔÅ (x;y) ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏ×Á, ÞÅ ×ÅËÔÏÒÎÉÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ
~A ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉ ÏÔ z É × ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÁÝÉ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ É ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÏÎÎÁ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ . ôÏÇÁ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÔÏ ÐÏ z Å ÏÔ ×ÉÄÁ [6]

�

�

~

2

2mz

∂2

∂z2
+VT (z)

�

Zn(z) = εnZn(z); (2.2.2)

ËßÄÅÔÏ "ÔÒÉßÇßÌÎÉÑ" ÐÏÔÅÎÃÉÁÌVT , Ó ×ÉÓÏËÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÂÁÒÉÅÒÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÍÅÖÄÕ

ÉÚÏÌÁÔÏÒÁ É ÐÏÌÕÐÒÏ×ÏÄÎÉËÁ, ÓßÚÄÁÄÅÎ ÏÔ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÇÅÊÔÁ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎ ÎÁ æÉÇ. 7.

æÉÇÕÒÁ 7: ðÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ VT (z) × ÎÁÐÒÅÞÎÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ.

íÁËÁÒ É ÄÏÓÔÁ ÐÏÄÏÂÎÉ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÄÒÏÂÎÉÑ ÅÆÅËÔÉ ÎÁ èÏÌ ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ
ÓßÝÅÓÔ×ÅÎÏ. äÏËÁÔÏ ÐßÒ×ÉÑÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÂÑÓÎÅÎ ÞÒÅÚ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÆÅÒÍÉ-
ÏÎÎÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔ -- ÞÒÅÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁÎÁðÁÕÌÉÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ ÎÁæÅÒÍÉ--äÉÒÁË,
ÄÒÏÂÎÉÑÔ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ×ß×ÅÖÄÁ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÏ ÎÏ×É Ó×ÏÊÓÔ×Á -- ÅÆÅËÔÉ×ÎÉÔÅ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉ-
ÃÉ ÎÏÓÑÔ ÄÒÏÂÅÎ ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÔÏ×ÁÒ (× ÅÄÉÎÉÃÉ -- ÚÁÒÑÄÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ) [8, 9]; ÔÑÈÎÁÔÁ

ÏÂÍÅÎÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ÎÁÒÅÞÅÎÁ ÁÎÉÏÎÎÁ (anyon), ÎÅ Å ÎÉÔÏ ÏÔ ÔÉÐÁ ÎÁ æÅÒÍÉ--äÉÒÁË
ÎÉÔÏ âÏÚÅ--áÊÎÝÁÊÎ É ×ÏÄÉ ÄÏ ÐÏÑ×ÁÔÁ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ ÆÁÚÏ×É ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × Ë×ÁÎÔÏ×Ï-
ÍÅÈÁÎÉÞÎÉÔÅ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉ ÒÁÚÍÑÎÁ ÎÁ ÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ [7]. îÅÝÏ ÐÏ×ÅÞÅ
-- ×ÍÅÓÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÎÁ ðÁÕÌÉ ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×Á ÎÅÇÏ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓßÇÌÁÓÎÏ ËÏÅÔÏ × ÅÄÎÏ
Ë×ÁÎÔÏ×Ï ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÓÅ ÎÁÍÉÒÁÔ ÐÏ×ÅÞÅ ÏÔ ÅÄÎÁ, ÎÏ ËÒÁÅÎ ÂÒÏÊ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ.
ôÁËÉ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÉËÁÔÏ "èÁÌÄÅÊÎ" (ÉÌÉÏÝÅ -- "ÉÚËÌÀÞ×ÁÝÉ") ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ [12]
ÓÁ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÅËÚÏÔÉËÁ, Á ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÅÎ ÍÅÔÏÄ ÚÁ ×ß×ÅÖÄÁÎÅ ÎÁ ÐÏ-ÏÂÝÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ
×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ.
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2.2.3 êÅÒÁÒÈÉÉ ÏÔ ÐÌÁÔÁ

� óÅÒÉÑ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ: óÅÒÉÑÔÁ ÎÏÓÉ ÉÍÅÔÏ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ, ÐÏÎÅÖÅ ÔÏÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁ ÐßÒ×ÏÔÏ
ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÔÅÚÉ ÐÌÁÔÁ ÞÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ [8]

ν =

1

2p+1
; p 2 N (2.2.3)

� óÅÒÉÑ ÎÁ äÖÅÊÎ: ôÏ×Á Å ÐÏ-ÏÂÝÁ ÓÅÒÉÑ (ÓßÄßÒÖÁÝÁ ÔÁÚÉ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ), ËÏÑÔÏ ÏÂÈ-
×ÁÝÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÉÞËÉ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉ ÐÌÁÔÁ

ν =

m

2mp+1
; p 2 N ; m 2 Z (2.2.4)

� äÒÕÇÉ ÐÌÁÔÁ: ôÏ×Á ÓÁ ÐÌÁÔÁ ÏÓÔÁ×ÁÝÉ ÉÚ×ßÎ ÓÅÒÉÑÔÁ ÎÁ äÖÅÊÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 4=11,
1=2, 5=2, : : :

2.2.4 æÁËÔÏÒÉ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ Ó ÞÅÔÎÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ

ïÓÎÏ×ÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÏÔ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉÔÅ ÐÌÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÔÁ ÓÅ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ [6] Ó ÎÅÞÅÔÎÉÔÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν. úÁ ÏÂÉËÎÏ×ÅÎÉÔÅ
(ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉ) èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ ÔÏÚÉ ÆÁËÔ ÓÅ Ó×ßÒÚ×Á Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ ÄÁ ÐÒÉÓßÓÔ×Á
ÉÚÍÅÖÄÕ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓ-
ÔÉËÁ Å ×ßÚÍÏÖÎÁ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ Å ÎÅÞÅÔÎÏ ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ [6]. åÄÎÁ ÏÔ ÐÒÉÞÉÎÉÔÅ
ÚÁ ÔÏ×Á Å, ÞÅ × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉÔÅ ÐÒÏÂÉ ÓÐÉÎÏ×ÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÁ ÓÁ ÚÁÍÒÁÚÅÎÉ [7], Ô.Å.
ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÓÁ ÎÁÐßÌÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ ÐÏ ÐÏÓÏËÁ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÅÎÅÒ-
ÇÉÑÔÁ ÎÁ úÅÅÍÁÎ Å ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÁ ÎÁ B ÄÏËÁÔÏ ÔÁÚÉ ÎÁ ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ Å
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÁ ÎÁ `�1

�

p

B. ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÒÁÚÂÉÒÁ ÓÅ, ÞÅ ÔßÊ ËÁÔÏ B � h
eνn

ÔÏ ÐÒÉ ÎÉÓËÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ n Ä×ÅÔÅ ÅÎÅÒÇÉÉ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÓÔÁÎÁÔ ÓÒÁ×ÎÉÍÉ.
ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÉÔÅ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÞÅÔÎÉÑ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌ ÇÁÒÁ-

ÎÔÉÒÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ. ëÏÇÁÔÏ,
ÏÂÁÞÅ, ÓÐÉÎÏ×ÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÁ ÓÅ ÒÁÚÍÒÁÚÑÔ (Á ÔÏ×Á ÓÅ ÓÌÕÞ×Á × ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ
ÐÒÏÂÉ) ×ß× ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×Á ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÅÎ (ÓÐÉÎÏ×, ÎÅÕÔÒÁÌÅÎ) ÁÎÔÉÓÉ-
ÍÅÔÒÉÞÅÎ ÆÁËÔÏÒ, ÔÁËÁ ÞÅ ÚÁÒÅÄÅÎÁÔÁ ÞÁÓÔ (Ó×ßÒÚÁÎÁ Ó ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ) ÍÏÖÅ ÄÁ
ÂßÄÅ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ, Ô.Å. ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ Ó ÞÅÔÅÎ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌ [36].
éÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ÚÁ ÎÉÓËÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÓßÚÄÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ

ÐÒÏÂÉ × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉ ÓÉÓÔÅÍÉ Å Ó×ßÒÚÁÎÏ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.îÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×Å-
ÎÏÔÏ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÏ ÐÌÁÔÏ Ó ÎÅÞÅÔÅÎ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌ × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉ ÐÒÏÂÉ [36] Å ÚÁÇÁÄßÞÎÏÔÏ
ν = 5=2. ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁÔÁ [7] Å ÛÉÒÏËÏ ÒÁÚÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÓÈ×ÁÝÁÎÅÔÏ, ÞÅ ÔÏ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÅ
ÎÅ Å ÎÁÐßÌÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ.
éÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ èÏÌÏ×É ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÓÅ ÏÓÎÏ×Á×Á ÎÁ Ô. ÎÁÒ. ÔÅÈÎÉËÁ

ÎÁ ÎÁËÌÏÎÅÎÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ (tiltedmagnetic field) [7]. ÷ ÎÅÇÏ ÓÅ ÉÚÐÏÌÚ×Á, ÞÅ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÎÁ
úÅÅÍÁÎ Å ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÁ ÎÁ ÐßÌÎÏÔÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ Btot ÄÏËÁÔÏ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ
~ωB, ÚÁÄÁ×ÁÝÁ ÒÁÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉ×ÁÔÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ, ÚÁ×ÉÓÉ ÓÁÍÏ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌÎÁÔÁ ËÏÍ-
ÐÏÎÅÎÔÁ B

?

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÎÁ úÅÅÍÁÎ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÍÅÎÑÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ
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2.2 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎ É ÄÒÏÂÅÎ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

ÔÁÚÉ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ ËÁÔÏ ×ß×ÅÄÅÍ ßÇßÌÁ ÎÁ ÎÁËÌÏÎ θ, ÔÁËÁ ÞÅ B
?

=fixed É B
?

=B
tot

= cosθ . ôÏ-
ÇÁ×Á, ÚÁ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ, ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ
ÐÒÁÇ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÌÉÎÅÊÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐßÌÎÏÔÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ

∆ = ∆0�jgjµBB
tot

∆S; (2.2.5)

ËßÄÅÔÏ ∆0 Å ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÐÒÁÇ ÐÒÉ ÎÕÌÅ×Ï ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ, µB = 0;67 Ê=Ò Å ÍÁÇÎÅÔÏÎÁ

ÎÁ âÏÒ, jgj � 0;44 ÚÁ GaAs [7] É ∆S Å ÓÐÉÎÏ×ÉÑ ÉÚÌÉÛßË ÓÌÅÄ ÔÏÐÌÉÎÎÏ ÁËÔÉ×ÉÒÁÎÅ ÎÁ
Ä×ÏÊËÁ Ë×ÁÚÉÞÓÔÉÃÁ--Ë×ÁÚÉÄÕÐËÁ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 2.2 ðÒÉ ÓÐÉÎ-ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÉ ÏÓÎÏ×ÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÑ ÆÌÕÉÄ
(Ô.Å. ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÐÒÉ ËÏÉÔÏ ×ÓÉÞËÉ ÓÐÉÎÏ×Å ÓÁ ÔÏÞÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÁÎÉ ÐÏ ÐÏÓÏËÁÔÁ ÎÁ ÍÁ-

ÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ ÔÁËÁ ÞÅ úÅÅÍÁÎÏ×ÁÔÁ ÅÎÅÒÇÉÑ �g~S:~B ÄÁ ÂßÄÅ ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ) ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ

ÐÒÁÇ (2.2.5) Å ÎÅÎÁÍÁÌÑ×ÁÝÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ [36]. îÁÉÓÔÉÎÁ ÎÅËÁ ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÏÖÉÍ, ÞÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ Å ÏÔ ÔÉÐÁ j "" � � � "i. ôÏÇÁ×Á ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ 3 ×ßÚÍÏÖÎÉ

ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÓÐÉÎ ÓÌÅÄ ÁËÔÉ×ÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ Ä×ÏÊËÁ Ë×ÁÚÉÞÓÔÉÃÁ--Ë×ÁÚÉÄÕÐËÁ:

(Á) Ä×ÏÊËÁÔÁ Ë×ÁÚÉÞÓÔÉÃÁ--Ë×ÁÚÉÄÕÐËÁ ÉÍÁ ÓßÝÉÔÅ ÓÐÉÎÏ×Å ËÁËÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ
"" : ÔÏÇÁ×Á ÐßÌÎÉÑÔ ÓÐÉÎ ÏÓÔÁ×Á ÓßÝÉÑ, Ô.Å. ∆S = S0�S0 = 0.

(Â) ÅÄÎÁ ÏÔ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ ÉÍÁ ÏÂÒÁÔÅÎ ÓÐÉÎ, Ô.Å. "# ÉÌÉ #" : ÔÏÇÁ×Á ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ÎÁ ÓÐÉÎÁ
ÓÌÅÄ ÁËÔÉ×ÉÒÁÎÅÔÏ ÝÅ ÂßÄÅ

S0 =
N�1

2
�

1

2
= S0�1 =) ∆S =�1;

ËßÄÅÔÏ ÏÔ ÐßÒ×ÉÑÔ ÞÌÅÎ Å ÓÐÉÎßÔ ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ ", Á ×ÔÏÒÉÑÔ -- ÓÐÉÎßÔ ÎÁ #.

(×) É Ä×ÅÔÅ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÓÁ Ó ÏÂÒÁÔÅÎ ÓÐÉÎ:

S0 =
N�2

2
�2

1

2
= S0�2 =) ∆S =�2:

éÚ×ÏÄ: áËÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÑ ÆÌÕÉÄ Å ÎÁÐßÌÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÎÏ ÔÏ ÇÏÌÅÍÉÎÁ-
ÔÁ ÎÁ ÚÁÂÒÁÎÅÎÉÑ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÏÃÅÐ Å ÎÅÎÁÍÁÌÑ×ÁÝÁÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÇÏÌÅÍÉÎÁÔÁ ÎÁ ÐßÌÎÏÔÏ

ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ.

åËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÔÅ Ó ÎÁËÌÏÎÅÎÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ ÏÂÁÞÅ ÐÏËÁÚ×ÁÔ, ÞÅ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑÔ ÐÒÁÇ
∆ ÚÁ ν = 5=2 Å ÎÁÍÁÌÑ×ÁÝÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐßÌÎÏÔÏ ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ [36]. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ
ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÏ ÎÁ ÔÏ×Á ÐÌÁÔÏÔÏ ÎÅ Å ÎÁÐßÌÎÏ ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ, Ô.Å.

ÓÐÉÎÏ×ÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÁ ÎÅ ÓÁ ÎÁÐßÌÎÏ ÚÁÍÒÁÚÅÎÉ.

ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ × Ô.ÎÁÒ. Ä×ÕÓÌÏÊÎÉ ÆÌÕÉÄÉ ÓßÚÄÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Å
ÚÎÁÞÉÔÅÌÎÏ ÐÏ-ÌÅÓÎÏ. ïÓÎÏ×ÎÁÔÁ ÐÒÉÞÉÎÁ ÚÁ ÔÏ×Á Å, ÞÅ ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÎÅ Å ×ÅÞÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÚÁÉÍÎÁÔÁ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÎÁ ÓÐÉÎÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÏÔÄÅÌÎÉÔÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ
(ËÁËÔÏ × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉÔÅ ÐÒÏÂÉ) ÐÏÒÁÄÉ ËÒÁÊÎÏÔÏ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ. îÅÝÏ
ÐÏ×ÅÞÅ -- ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÔÕÎÅÌÉÒÁÎÅ, ËÏÅÔÏ ÎÁÒÕÛÁ×Á ÐßÌÎÁÔÁ ÐÏÌÁÒÉ-
ÚÁÃÉÑ, "ÈÉÂÒÉÄÉÚÉÒÁ" Ë×ÁÎÔÏ×ÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ É ÓßÚÄÁ×Á ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÅÎ
ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ (ÍÅÖÄÕ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉÔÅ É ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉÔÅ ÓßÔÏÑÎÉÑ) ËÏÊÔÏ ÌÉÐÓ×Á
× ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ. ðÏÒÁÄÉ ÔÏ×Á, ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ Ä×ÕÓÌÏÊÎÉ ÆÌÕÉÄÉ ÓÅ ÏËÁÚ×Á
ÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ.
óßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÔÅÈÎÉËÉ ÚÁ ÉÚÇÒÁÖÄÁÎÅ ÎÁ Ä×ÕÓÌÏÊÎÉ ÓÉÓÔÅÍÉ [36]:

24



2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

� ä×ÏÊÎÁ ë×ÁÎÔÏ×Á ñÍÁ (æÉÇ. 8). ä×Á ÔßÎËÉ ÓÌÏÑ ÏÔ GaAs Ó ÄÅÂÅÌÉÎÁ � 200
�

A ÓÅ

ÉÍÐÌÁÎÔÉÒÁÔ ×ß× ÓÐÌÁ× AlxGa1�xAs. âÁÒÉÅÒÁÔÁ Ó ÄÅÂÅÌÉÎÁ � 30
�

A ÓÅ ÓßÚÄÁ×Á ÏÔ

ÎÅÌÅÇÉÒÁÎÁÔÁ ÓÐÌÁ× ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ. åÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÓÅ ÐÒÅÈ×ßÒÌÑÔ × ÑÍÉÔÅ ÏÔ Si
ÌÉÓÔÞÅÔÁ ÐÏÓÔÁ×ÅÎÉ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÇÏÒÅ É ÏÔÄÏÌÕ ÎÁ ÑÍÉÔÅ. ðÒÅÄÉÍÓÔ×Á: ÔßÎËÁ
ÂÁÒÉÅÒÁ É ÐÏ-ÄÏÂßÒ ËÏÎÔÒÏÌ ×ßÒÈÕ ÔÕÎÅÌÉÒÁÎÅÔÏ É ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ.
îÅÄÏÓÔÁÔßË: ÐÏ-ÎÉÓËÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ÞÉÓÔÏÔÁ ÐÏÒÁÄÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÔÅ ÐÒÉÍÅÓÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ
ÓÌÏÑ.

æÉÇÕÒÁ 8:ðÌÁÔÏÔÏ 1/2 ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÏ × ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÉÔÅ [35]. ÷ ÇÏÒÎÉÑ ÌÑ× ßÇßÌ Å ÐÏËÁÚÁÎ
×ÉÄßÔ ÎÁ Ä×ÏÊÎÁÔÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÑÍÁ

� ûÉÒÏËÁ åÄÉÎÉÞÎÁ ë×ÁÎÔÏ×Á ñÍÁ (æÉÇ. 9) åÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÓÅ ÎÁÔÒÕÐ×ÁÔ ×ßÒÈÕ ÇÏÒ-
ÎÉÑ É ÄÏÌÎÉÑ ÒßÂ ÎÁ ÑÍÁÔÁ ÐÏÒÁÄÉ ÉÍÐÌÁÎÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÉ ÄÏÎÏÒÎÉ ÊÏÎÉ
ÒÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ Ä×ÁÔÁ ÒßÂÁ. ÷ßÔÒÅÛÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÑÍÁÔÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ-
×Á ÏÔ ÓÁÍÏÓßÇÌÁÓÕ×ÁÎÏÔÏ èÁÒÔÒÉ--æÏË ÐÏÌÅ ÎÁ ÓÁÍÉÔÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ (ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ
ÏÔ ÐÒÅÄÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËßÄÅÔÏ ÉÍÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÁ ÂÁÒÉÅÒÁ). ðÒÅÄÉÍÓÔ×Á: ÐÏ-ÞÉÓÔÉ ÐÒÏ-
ÂÉ ÐÏÒÁÄÉ ÌÉÐÓÁÔÁ ÎÁ ÐÒÉÍÅÓÎÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÉ. îÅÄÏÓÔÁÔßË: ÐÏ-ÛÉÒÏËÁ É ÒÁÚÍÉÔÁ
ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÏ-ÓÌÁÂ ËÏÎÔÒÏÌ ×ßÒÈÕ ëÕÌÏÎÏ×ÏÔÏ
×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ É ÔÕÎÅÌÉÒÁÎÅÔÏ.

èÁÒÁËÔÅÒÎÁ ÏÓÏÂÅÎÏÓÔ ÎÁ Ä×ÕÓÌÏÊÎÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ Å, ÞÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ÎÅ ÓÁ
ÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÉ, Ô.Å. ÓÔÁ×Á ×ßÐÒÏÓ ÚÁ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÓÏÒÔÁ ÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ. ôÏ×Á ÏÚ-
ÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ
ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ ÏÔ ÅÄÉÎ É ÓßÝÉ ÓÌÏÊ, ÎÏ ÎÅ É ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ
ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÓÌÏÅ×Å.
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æÉÇÕÒÁ 9: ðÌÁÔÏÔÏ 1/2 ÓßÇÌÁÓÎÏ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÎÁ óÕÅÎ [34]. ÷ ÇÏÒÎÉÑ ÌÑ× ßÇßÌ Å ÐÏ-
ËÁÚÁÎ ÐÒÏÆÉÌßÔ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÏÔÏ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÏÓÔÁ z (ÐÒÉ ÓÒÅÄÎÁ ÐÌßÔÎÏÓÔ n '

1;8�1011cm�2) ÉÚÞÉÓÌÅÎ ÐÏ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁ èÁÒÔÒÉ--æÏË. ðÏËÁÚÁÎÉ ÓÁ ÏÝÅ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ÄÅ-
ÂÅÌÉÎÁ ÎÁ ÓÌÏÑ λ (ÛÉÒÉÎÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏÑ ÎÁ ÎÉ×Ï 1=2 ÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) É ÍÁÇÎÉÔÎÁÔÁ ÅÄÉÎÉÃÁ
ÚÁ ÄßÌÖÉÎÁ ` ÐÒÉ B� 15T .

2.3 åÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ

2.3.1 úÁÄÁÞÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ

ðÒÏÓÔÁÔÁ ÎÅÒÅÌÁÔÉ×ÉÓÔÞÉÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉÞÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁ ÎÅ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÁÝÉ ÚÁÒÅ-
ÄÅÎÉ ÞÁÓÔÉÃÉ (× ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ) Ó ÍÁÓÁ m É ÚÁÒÑÄ e × (ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ) ÍÁÇÎÉÔÎÏ ÐÏÌÅ ~B
Ó ÍÁÇÎÉÔÅÎ ×ÅËÔÏÒÅÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ~A =

1
2
B(�y;x) (× "ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ËÁ")4 Å ËÒÁÊßÇ-

ßÌÅÎ ËÁÍßË ÐÒÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÎÏÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ. èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÁ ÎÁ
ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ (× ÅÄÉÎÉÃÉ ~= c = 1) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÚÁÐÉÓÁÎ

H =

~

2

2m

�1

i
~∇+

e

c~
~A
�2

�

e

2m
B =

1

2m

nh1

i

∂
∂x
�

eB

2
y
i2

+

h1

i

∂
∂y

+

eB

2
x
i2o

�

e

2m
B =

= ωB

nh

`

2

1

i

∂
∂x
�

y

2`
| {z }

πx

i2

+

h

`

2

1

i

∂
∂y

+

x

2`
| {z }

πy

i2

�

1

2

o

= ωB(π2
x +π2

y �
1

2
); (2.3.1)

ËßÄÅÔÏ ` =

p

2=eB Å ÍÁÇÎÉÔÎÁÔÁ ÅÄÉÎÉÃÁ ÚÁ ÄßÌÖÉÎÁ5, Á ωB = eB=m -- ÃÉËÌÏÔÒÏÎÎÁÔÁ
ÞÅÓÔÏÔÁ. äÁ ×ß×ÅÄÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ

z = x+ iy ) ∂ :=
∂
∂z

=

∂
∂x
� i

∂
∂y

4ÚÁ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ËÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ ×ÉÖ [6]
5ÔÕË ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÏÚÎÁÞÅÎÉÅÔÏ ` ÎÁ [20, 21], ËÏÅÔÏ Å Ó×ßÒÚÁÎÏ Ó ËÏÎ×ÎÃÉÏÎÁÌÎÁÔÁ ÅÄÉÎÉÃÁ `B =

p

1=eB

ÞÒÅÚ `=
p

2 `B
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z̄ = x� iy ) ∂̄ :=
∂
∂z̄

=

∂
∂x

+ i
∂
∂y

(2.3.2)

É ÄÁ ÏÐÉÔÁÍÅ ÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÕÍÁÔÁ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÔÅ ×ß× ÆÉÇÕÒÎÉÔÅ ÓËÏÂÉ × (2.3.1) ËÁÔÏ
ÓÂÏÒ ÐÏ ÒÁÚÌÉËÁ a:b, ËßÄÅÔÏ

a := πx + iπy
def

=

�

`

2

1

i

∂
∂x
�

y

2`

�

+ i
�

`

2

1

i

∂
∂y

+

x

2`

�

= i
� z

2`
� `∂̄

�

b := πx� iπy
def

=

�

`

2

1

i

∂
∂x
�

y

2`

�

� i
�

`

2

1

i

∂
∂y

+

x

2`

�

=�i
� z̄

2`
+ `∂

�

: (2.3.3)

óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÔÏ ÅÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÒÅÁÌÎÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ É ÉÍÐÕÌÓÉ ×ÏÄÉ ÄÏ ÓÌÅÄ-
ÎÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉÔÅ ÉÍ ÁÎÁÌÏÚÉ

z†
= z̄; (∂)†

=�∂̄
(z̄)†

= z; (∂̄)†
=�∂; (2.3.4)

ËÏÅÔÏ, ÏÔ Ó×ÏÑ ÓÔÒÁÎÁ, ×ÏÄÉ ÄÏ a†
� b. ïÞÅ×ÉÄÎÏ Å, ÞÅ

[∂;z] = [∂̄; z̄] = 1 ) [a;a†
] =�1: (2.3.5)

ôßÊ ËÁÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ a; b (= a†
) ÓÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉ, ÎÏ ÎÅ ËÏÍÕÔÉÒÁÔ ÔÑÈÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÅ ÝÅ ÓÅ ÏÔÌÉÞÁ×Á ÏÔ ÓÕÍÁÔÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÔÅ ÎÁ ÒÅÁÌÎÁÔÁ É ÉÍÁÇÉÎÅÒÎÁÔÁ ÉÍ ÞÁÓÔ.
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÏÔ (2.3.3) ÓÌÅÄ×Á, ÞÅ

πx =
a+a†

2
; πy =

a�a†

2i
) [πx;πy] =�

1

2i
[a;a†

]

(2:3:5)
=

1

2i
(2.3.6)

É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

aa†
= π2

x +π2
y � i[πx;πy] = π2

x +π2
y �

1

2
=

1

ωB

H: (2.3.7)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ËÁÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ d† def

= �ia, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

H = ωB d†d ; d
def

=

� z̄

2`
+ `∂

�

[d;d†
] = 1; d† def

=

� z

2`
� `∂̄

�

: (2.3.8)

óÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÚÁÄÁÞÁÔÁ, ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÒÏÔÁÃÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÅÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ,
ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÏÝÅ ÅÄÎÁ ÚÁÐÁÚ×ÁÝÁ ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ -- ÎÅÎÕÌÅ×ÁÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Lz ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÌÎÉÑ
ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÉÍÐÕÌÓÁ~L =

1
i
~r�~∇

Lz =
1

i

�

x
∂
∂y
� y

∂
∂x

�

= z∂� z̄∂̄: (2.3.9)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÂÉÈÍÅ ÉÓËÁÌÉ ÄÁ ÉÚÒÁÚÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Lz ÞÒÅÚ d†
; d, ÎÏ ÔÏ×Á Å ÎÅ×ßÚÍÏÖÎÏ

ÐÏÎÅÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÒÁÚÉÍ ÞÅÔÉÒÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ z; z̄;∂; ∂̄ ÓÁÍÏ ÞÒÅÚ Ä×Á. ôÏ×Á ÎÉ ÐÏÄ-
ÓËÁÚ×Á ÄÁ ÄÏÐßÌÎÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ d†

; d ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÁ ÓÍÑÎÁ ÎÁ ÐßÒ×ÉÔÅ, Ô.Å.
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ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÎÏ×É ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ c†
;c, ËÏÉÔÏ ÄÁ ÓÅ ÏÔÌÉÞÁ×ÁÔ ÏÔ d†

; d ÓÁÍÏ ÐÏ ÚÎÁÃÉÔÅ
ÍÅÖÄÕ z; z̄;∂; ∂̄, Ô.Å.

c† def

=

� z̄

2`
� `∂

�

c
def

=

� z

2`
+ `∂̄

�

: (2.3.10)

ôÏÇÁ×Á, ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ Õ-ÎÉÑ (2.3.8), (2.3.10) ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÒÁÚÉÍ

z = `(d†
+ c); z̄ = `(d+ c†

); ∂ =

1

2`
(d� c†

); ∂̄ =

1

2`
(c�d†

); (2.3.11)

ËÏÅÔÏ ÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ

Lz = d†d� c†c : (2.3.12)

ìÅÓÎÏ ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑ×ÁÔ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[c;c†
] = [d;d†

] = 1;

[c;d] = [c†
;d†

] = [c;d†
] = [c†

;d] = 0 ) [H;Lz] = 0: (2.3.13)

ôÁËÁ, ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ H É ÔÏÚÉ ÎÁ ÔÒÅÔÁÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÌÎÉÑ ÍÏÍÅÎÔ
Lz ÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ ÐßÌÅÎ ÎÁÂÏÒ ÏÔ ËÏÍÕÔÉÒÁÝÉ ×ÅÌÉÞÉÎÉ.

åÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÏ èÉÌÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï:
îÅËÁ Ó j0i ÏÚÎÁÞÉÍ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÅÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á cnj0i=

dnj0i= 0. ôÏÇÁ×Á,

jn;mi
def

=

(d†
)

n
(c†

)

m

p

n!m!
j0i; ) Hjn;mi= ωB njn;mi;

Lzjn;mi= (n�m)jn;mi; (2.3.14)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ËÏÉÔÏ ÌÅÓÎÏ ÓÅ ÄÏËÁÚ×ÁÔ ÐÏ ÉÎ-
ÄÕËÃÉÑ) [d†d;(d†

)

n
] = n(d†

)

n É [c†c;(c†
)

m
] = m (c†

)

m. ôßÊ ËÁÔÏ ÎÁÛÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ c;d ÓÁ
ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÎÉ ÞÒÅÚ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÁÌÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ Å ÄÁ ÐÏÔßÒÓÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ
ÎÁ ÈÉÌÂÅÒÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÞÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ z; z̄ (ÒÅÓÐ. x;y). ôÏÇÁ×Á ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ
ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÁÌÎÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dj0i= 0 =

� z̄

2`
+ `∂

�

f0(z; z̄) ) f0(z; z̄) =C(z̄)exp
�

�

zz̄

2`2

�

cj0i= 0 =

� z

2`
+ `∂̄

�

f0(z; z̄) ) ∂̄C(z̄) = 0) f0(z; z̄) =C0e
�

zz̄

2`2
: (2.3.15)

ôÏÇÁ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ jn;mi ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÏ ×ß× ×ÉÄÁ

fn;m(z; z̄) =Cn;m exp
� zz̄

2`2

�� ∂
∂z̄

�n� ∂
∂z

�m

exp
�

�

zz̄

`

2

�

: (2.3.16)
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úÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ËßÍ ÅÆÅËÔÁ ÎÁ èÏÌ ÏÂÉËÎÏ×ÅÎÏ ÓÁ ÏÓÏÂÅÎÏ ×ÁÖÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ j0;mi ÏÔ
ÐßÒ×ÏÔÏ ÎÉ×Ï (n = 0) ÎÁ ìÁÎÄÁÕ ÔßÊ ËÁÔÏ ÓÌÅÄ×ÁÝÏÔÏ ÎÉ×Ï Å ÏÔÄÅÌÅÎÏ Ó ËÒÁÅÎ ÅÎÅÒÇÅ-
ÔÉÞÅÎ ÐÒÏÃÅÐ � ωB. ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÝÅ ÚÁÐÉÛÅÍ ÄÁÖÅ É ÎÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ

fm(z; z̄)=
1

`

p

π
1

p

m!

� z̄

`

�m

exp

�

�

zz̄

2`2

�

=

1
p

2m+1πm!
z̄m exp

�

�

1

4
jzj2
�

(`B = 1): (2.3.17)

ë×ÁÄÒÁÔßÔ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁ ÎÁ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ (2.3.17) Å çÁÕÓÏ×Á ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÌÏ-
ËÁÌÉÚÉÒÁÎÁ ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÁÔÁ jzj= `

p

m, ËÏÑÔÏ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÎÁ æÉÇ. 10.

æÉÇÕÒÁ 10: ðÌßÔÎÏÓÔ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÔÁ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÏ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ)
j f (z; z̄)j2 ÚÁ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ fm(z; z̄) Ó ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ m = 16

ðÒÏÆÉÌÉÔÅ ÎÁ ÔÅÚÉ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁ m = 2;5;10 É 17 (ÐÒÉ `= 1), ÐÏÄÒÅÄÅÎÉ ÏÔÌÑ×Ï
ÎÁÄÑÓÎÏ, ÓÁ ÐÏËÁÚÁÎÉ ÎÁ æÉÇ. 11.
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2.4 ðÒÏÂÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÌÎÏÓÔ. çÒÁÎÉÞÎÉ ×ßÌÎÉ

0

0.02

0.04

0.06

0.08

f(r)    

1 2 3 4 5 6
r

æÉÇÕÒÁ 11: òÁÄÉÁÌÎÏ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÌßÔÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÔÁ j f (z; z̄)j2 ÚÁ ÅÄÎÏ-
ÞÁÓÔÉÞÎÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ fm(z; z̄) Ó ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ m = 2;5;10;17 ÏÔÌÑ×Ï ÎÁÄÑÓÎÏ.

2.4 ðÒÏÂÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÌÎÏÓÔ. çÒÁÎÉÞÎÉ ×ßÌÎÉ

åÄÎÏ ÏÔ ×ÁÖÎÉÔÅ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÅÎÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÔÅ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉ-
ÄÉ Å ÔÑÈÎÁÔÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÌÎÏÓÔ. ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÐÏÒÁÄÉ ÎÁÌÉÞÉÅÔÏ ÎÁ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ
× ÓÐÅËÔßÒÁ ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ, ÔÏÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÉÔÅ
ÐÌÁÔÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔ (ËÁËÔÏ É ÔÑÈÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ) Å ÕÓÔÏÊÞÉ×Á ÏÔÎÏÓÎÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌÎÉ ÐÅÒÔÕÒÂÁÃÉÉ ÎÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ, ÉÚÂÏÒÁ ÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ (ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÍÁÓÁ,
ÚÁÒÑÄ, g-ÆÁËÔÏÒ), ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÓÉÔÅ, ÒÁÚÍÅÒÉÔÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÐÒÏÂÁÔÁ.
íÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ Ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉÞÎÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÉÓ×ÁÝÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÁÔÁ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Å ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁèÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÁ, ÎÏ ÐÏÒÁÄÉ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ
ÐÒÁÇ (Ô.Å. ÐÏÒÁÄÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÔÁ ÉÌÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔÔÁ) ÅÄÎÏ É ÓßÝÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÐÌÁÔÏ
ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁ Ó ÂÅÚÂÒÏÊÍÎÏÇÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÉ ÅÎÅÒÇÉÉ, ÒÅÓÐ. èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÉ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏÎÁ ÅÄÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁ×ÁÎÏ ÐÌÁÔÏ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÔ ÂÅÚÂÒÏÊÍÎÏÇÏ ×ßÌÎÏ×ÉÆÕÎËÃÉÉ.
îÅËÁ ÓÅ ×ßÒÎÅÍ ÚÁ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÏÐÉÔÎÁÔÁ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÁæÉÇ. 1. ÷ ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ

ÎÁ ÓÉÌÁÔÁ ÎÁìÏÒÅÎÃ, ÐÒÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏ ÒÁÚÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÉÔÅ ÚÁÒÑÄÉ ÐÏ
Ä×ÁÔÁ ÒßÂÁ, ÔÏËßÔ ÐÒÏÔÉÞÁÝ ÐÏ ÐÏÓÏËÁ ÎÁ ×ßÎÛÎÏÔÏ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÏ ÐÏÌÅ ~E ÉÍÁ ÎÅÎÕÌÅ×Á
ÐÌßÔÎÏÓÔ ÓÁÍÏ ÐÏ Ä×ÁÔÁ ÒßÂÁ. åÔÏ ÚÁÝÏ ÄÅÌÏËÁÌÉÚÉÒÁÎÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

ÆÌÕÉÄ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ ÓÁÍÏ ×ßÒÈÕ ÒßÂÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÐÒÏÂÁÔÁ É ÐÏÒÁÄÉ ÔÏ×Á ÓÅ ÎÁÒÉÞÁÔ ÇÒÁÎÉÞ-

ÎÉ (ÉÌÉ ÒßÂÏ×É) ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ (edge excitations). ôÅÚÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÓÅ ÏÐÉÓ×ÁÔ ÎÁÊ-ÐÒÏÓÔÏ
× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ (×ÔÏÒÉÞÎÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ ÐÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÔÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ
ÉÍÐÕÌÓÁ, ÚÁ ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÏÎÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÉÌÉ ÎÁ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁ ÉÍÐÕÌÓÁ ÚÁ ÒÏ-
ÔÁÃÉÏÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÐÒÏÂÁÔÁ) Á ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÉ ÉÍ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ
ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ËÁÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ.
ôÁËÁ, ×ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ É ÎÅÇÏ×ÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÐÏ ÒßÂÁ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ ÎÁÐßÌÎÏ ÆÌÕÉÄÁ ÞÒÅÚ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÉÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÔÅ ÞÉÓÌÁ. ôßÊ ËÁÔÏ ÔÅÚÉ
ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÚÍÅÒ×ÁÎÉ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÉÚÍÅÒ×ÁÊËÉ ÒÅÚÏÎÁÎÓ-
ÎÉÔÅ ÞÅÓÔÏÔÉ ÐÒÉ ÔÕÎÅÌÉÒÁÎÅ × Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÏÞËÏ×É ËÏÎÔÁËÔÉ [5], ÔÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÓÅ
ÔÅÓÔ×Á ÄÏËÏÌËÏ ÅÄÎÁ ÉÌÉ ÄÒÕÇÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÉÓ×Á ÄÁÄÅÎÏ ÐÌÁÔÏ. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ
ÎÁ ÅÄÉÎ É ÓßÝ ÎÁÂÏÒ ÏÔ Ë×ÁÎÔÏ×É ÞÉÓÌÁ (ÎÁÐßÌÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÝÉ ÆÌÕÉÄÁ) ÓßÏÔ×ÅÔÓ-
Ô×ÁÔ (ÂÅÚÂÒÏÊ) ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ (Ô.Å. ÒÁÚÌÉÞÎÉ èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÉ). ôÏ×Á
ÚÁÄÁ×Á ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ×ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÓßÏÔ-
×ÅÔÎÉÔÅ ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁÔ ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÌÁÎÏÓÔ. ôÏÇÁ×Á, ×ÓÅËÉ
ËÌÁÓ ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÌÎÏÓÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÎ ÞÒÅÚ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎË-
ÃÉÑ (ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÁ ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ), ËÏÑÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÎÑÍÁ ÎÉÝÏ ÏÂÝÏ Ó ÍÉËÒÏÓËÏÐÉÞÎÁÔÁ
ÄÉÎÁÍÉËÁ (ÒÅÓÐ. ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÓÐÅËÔßÒ ÎÁ ÅÄÎÏ- É ÍÎÏÇÏ- ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ)
ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÁÔÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ. ôÁËÁ×Á ÆÕÎËÃÉÑ Å ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌ ÎÁ ÄÁÄÅÎ

ÎÁÂÏÒ ÏÔ Ë×ÁÎÔÏ×É ÞÉÓÌÁ É ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÐÒÏÂÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ (trial wave function).
÷ ÐÏ×ÅÞÅÔÏ ÓÌÕÞÁÉ ÔÅÚÉ ×ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁÔ ËÁÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ (Ó

ÎÕÌÅ×Á ÅÎÅÒÇÉÑ, ËÏÇÁÔÏ ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÄÏ ÎÁÊ-ÎÉÓËÏÔÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ìÁÎÄÁÕ) ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝ
ÍÏÄÅÌÅÎ èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎ (ÉÚÒÁÚÑ×ÁÝ ÇÌÁ×ÎÏ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÏÓÔÔÁ ÎÁ ÆÌÕÉÄÁ), ËÏÅÔÏ Å ÏÐÒÁ×-
ÄÁÎÏ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÏËÁÖÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ × ÓÐÅËÔßÒÁ.
îÉÅ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÌÔÅÒÎÁÔÉ×ÅÎ ÐÏÄÈÏÄ ÂÁÚÉÒÁÎ ÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ
ÏÐÉÓ×ÁÝÁ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ ×ßÒÈÕ ÒßÂÏ×ÅÔÅ.

2.4.1 ÷ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ. îÅÓ×É×ÁÅÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ

ðßÒ×ÉÑÔ ÕÓÐÅÛÅÎ ÏÐÉÔ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÄÒÏÂÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ× ÅÆÅËÔ (Ó ÆÁËÔÏÒ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ
ν = 1=2p+ 1) Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎ ÏÔ ìÁÆÌÉÎ [8]. ôÏÊ ÐÒÅÄÌÁÇÁ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁ Ë×ÁÎ-
ÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉÞÎÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ6 ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÏÌÏ×ÁÔÁ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁ ÐÌÁÔÏÔÏ ν = 1=2p+1

Ψ(z1; : : : ;zN) = ∏
1�i< j�N

(zi� z j)
2p+1 exp

 

�

1

4

N

∑
i=1

jzij
2

!

; (2.4.1)

ËßÄÅÔÏ zk = xk + iyk ÓÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ. úÁ ÐÏ-
ÌÕÞÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÁÚÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÆÌÉÎ ÉÚÐÏÌÚ×Á ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÅÎ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÒÉ ÓÌÅÄÎÉÔÅ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ [8]

� îÁÊ-ÎÉÓËÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ìÁÎÄÁÕ: ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅ ÓÔÒÏÉ ÏÔ ÅÄÎÏ-
ÞÁÓÔÉÞÎÉ ÏÒÂÉÔÁÌÉ ÚÁ ÎÁÊ-ÎÉÓËÏÔÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ìÁÎÄÁÕ.

6ÏÔ ÔÕË ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÐÏÌÁÇÁÍÅ `B =

p

~=eB = 1
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2.5 åÆÅËÔÉ×ÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ. ôÅÏÒÉÉ ÏÔ ÔÉÐÁ þÅÒÎ--óÁÊÍßÎÓ

� ðßÌÎÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÎÏ zi $ z j É ÎÕÌÁ ÚÁ zi ! z j.

� íÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ Å ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁ ÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÏÒÂÉÔÁ-
ÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ.

èÁÒÁËÔÅÒÎÏ ÚÁ ÐÏÄÈÏÄÁ ÎÁ ìÁÆÌÉÎ Å, ÞÅ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ,

ÎÁÒÅÞÅÎÉ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ (quasiholes), ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ËÏÉÔÏ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ËÁÔÏ ÕÍ-
ÎÏÖÉÍ ÄÑÓÎÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÎÁ Õ-ÎÉÅ (2.4.1) ÓßÓ ∏N

i=1(zi�η) (η Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÔÁ ÎÁ Ë×ÁÚÉÄÕÐ-
ËÁÔÁ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ) ÎÏÓÑÔ ÄÒÏÂÅÎ ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÔÏ×ÁÒ e=2p+1. ìÁÆÌÉÎ ÏÂÏÓÎÏ×Á×Á ÔÏ×Á ×
ÍÉÓÌÏ×ÅÎ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ ÏÝÅ ÐÒÅÚ 1983 Ç. [8]. óß×ÓÅÍ ÎÁÓËÏÒÏ ÔÅÚÉ ÄÒÏÂÎÉ ÔÏ×ÁÒÉ ÂÑÈÁ

ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌÎÏ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÁÎÉ × ÎÑËÏÌËÏ ÅËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ Ó Ô.ÎÁÒ. shot-noise [9, 10].
ïÓÎÏ×ÎÁÔÁ ÉÄÅÑ ìÁÆÌÉÎ ×ÚÁÉÍÓÔ×Á ÏÔ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÉÑÔÁ ÎÁ ÔÅÞÅÎ 3

He. ïËÁÚ×Á ÓÅ, ÞÅ
ÔÁÚÉ ÈÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÉÍÁ ÄßÌÂÏËÁ ÐÒÉÞÉÎÁ: èÏÌÏ×ÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ ÓÅ ÄßÒÖÁÔ
ËÁÔÏ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ. ðÒÉ ÔÏ×Á ÎÅÓ×É×ÁÅÍÏÓÔÔÁ Å Ó×ßÒÚÁÎÁ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÔÏ
ÎÁ ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÐÒÁÇ × ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÓÐÅËÔßÒ ÎÁ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ, ËÏÊÔÏ ×ÏÄÉ ÄÏ ÐÏÑ×ÁÔÁ
ÎÁ ÐÌÁÔÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔÔÁ. ëÌÁÓÉÞÅÓËÉÔÅ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ ÆÌÕÉÄÉ ÐÒÉÔÅÖÁ×ÁÔ ÄÉÎÁÍÉ-
ÞÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ: ÔÏ×Á Å ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ w∞ ÎÁ ×ÓÉÞËÉ ÄÉÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÉ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ ÚÁÐÁÚ×ÁÝÉ
ÐÌÏÝÔÁ (ËÁÎÏÎÉÞÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ) [22] . ë×ÁÎÔÏ×ÁÔÁ ×ÅÒÓÉÑW1+∞ [52, 53]
ÎÁ ÔÁÚÉ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÑÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ
ÎÁ w∞, Å ÏÓÎÏ×ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÓÉÓÔÅÍÉ ËÁÔÏ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕ-
ÉÄÉ [22].

2.5 åÆÅËÔÉ×ÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ. ôÅÏÒÉÉ ÏÔ ÔÉÐÁ þÅÒÎ--óÁÊÍßÎÓ

ôßÊ ËÁÔÏ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ ÓßÓ ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ ÏÔ-
ÎÏÓÎÏ ÎÉÓËÏ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔ×ÌÑ×Á ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÓÉÓÔÅ-
ÍÁÔÁ ÐÒÉ ÅÎÅÒÇÉÉ ÐÏ-ÎÉÓËÉ ÏÔ ÐÒÁÇÁ ~ωB. ðÒÉÎÏÓ ËßÍ ÎÉÓËÏÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÁÔÁ ÄÉÎÁÍÉËÁ
ÄÁ×ÁÔ ÓÁÍÏ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ, ÞÉÉÔÏ ÅÎÅÒÇÉÉ ÓÁ ÂÌÉÚËÉ ÄÏ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÎÁ æÅÒÍÉ εF . ðÏ-
ÒÁÄÉ ÔÏ×Á ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÌÉÎÅÁÒÉÚÉÒÁÍÅ ÄÉÓÐÅÒÓÉÏÎÎÏÔÏ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ε = ε(k) ËÁÔÏ ÇÏ
ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÄÏ ÌÉÎÅÅÎ ÞÌÅÎ ÐÏ k� kF (ËßÄÅÔÏ ε(kF) = εF ). ôÏÇÁ×Á ÓÐÅËÔßÒÁ ÓÔÁ×Á ÅË×É-
ÄÉÓÔÁÎÔÅÎ, ÐÏÒÁÄÉ ËÏÅÔÏ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÓÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÁÔ ËÁÔÏ ÒÁÖÄÁÎÅ ÎÁ
Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÐÏÄÏÂÎÉ ÎÁ ÆÏÎÏÎÉÔÅ. äÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÔÁÚÉ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ
Å ×ÏÄÅÝÉÑÔ ÞÌÅÎ × ÎÉÓËÏÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÏÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÏÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ
ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ.
æÒØÏÌÉÈ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [18] ÉÚÓÌÅÄ×ÁÔÐÏÄÒÏÂÎÏ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ ÎÅÒÅ-

ÌÁÔÉ×ÉÓÔÉÞÎÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕ×ÁÝÉ ÎÅÓ×É×ÁÅÍ Ë×ÁÎÔÏ× ÆÌÕÉÄ. úÁ ÃÅÌÔÁ
ÔÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÔ Ô.ÎÁÒ. ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÍÁÝÁÂÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ, ÐÒÉ ËÏÑÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÁÔÁ ÏÂ-
ÌÁÓÔΩ(θ), × ËÏÑÔÏ ÓÁ ÒÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÓÅ ÒÁÚÛÉÒÑ×Á ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ
ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ, Ô.Å.

Ω(θ)
=

n

~x j

~ξ =

~x

θ
2Ω = fixed

�

; 1� θ < ∞; n =

N

S
= const; T = const; (2.5.1)

ËßÄÅÔÏ Ω Å ÆÉËÓÉÒÁÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÁ ÏÂÌÁÓÔ É ×ßÐÒÏÓÎÁÔÁ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ
ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÎÁ θ ! ∞ É Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÁ ÎÉÓËÏÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÁÔÁ. ðÒÉ ÔÏ×Á ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ
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2 ë÷áîôï÷ åæåëô îá èïì

ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ ÓÌÅÄÎÏÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ

Seff = fâîäåùèÿ ÷ëåí â ðàçâèòèåòî íà èçõîäíîòî äåéñòâèå S̃ ïî ñòåïåíèòå íà θ�1
g;

ËßÄÅÔÏ

S̃ =

~

i
lnZ(A); Z(A) =

Z

D[Ψ�

(~x)]D[Ψ(~x)]exp

�

i

~

S(Ψ�

;Ψ;A)

�

; (2.5.2)

ûÒØÏÄÉÎÇÅÒÏ×ÏÔÏ ÎÅÒÅÌÁÔÉ×ÉÓÔÉÞÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÚÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÉÍÁ ×ÉÄÁ

S(Ψ�

;Ψ;A) =

Z

dt d~x
n

i~c Ψ�

(D0Ψ)�

~

2

2m
(DiΨ)

�

(DiΨ)�U(Ψ�

;Ψ)

o

; (2.5.3)

Á ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÉ ÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÓßÇÌÁÓÎÏ

Dµ = ∂µ + iaµ;
a0 =

q
~c

A0

ai =�

q
~c

Ai
(2.5.4)

ôÏÇÁ×Á, ÐÒÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÅ ÎÅÒÅÌÁÔÉ×ÉÓÔÉÞÎÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ Å ÎÅÓ×É×ÁÅÍÁ (ËÏÅÔÏ ÓÅ ÉÚ-
ÒÁÚÑ×Á Ó Ô.ÎÁÒ. ËÌÁÓÔÅÒÎÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁ çÒÉÊÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ [18] ) ÅÆÅËÔÉ×ÎÏÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
Å ÏÔ ÔÉÐÁ þÅÒÎ--óÁÊÍßÎÓ7

S =

σH

2

Z

a^da =

σH

2

Z

dt d2x aµ∂νaρεµνρ
: (2.5.5)

ïÔ ÔÕË ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ É ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÑ ÔÏË

jµ
=

δS

δAµ
= σH εµνρ∂νAρ )

�

j0
= σH B

ji
= σH εi j E j

; (2.5.6)

ËÏÅÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÄÒÕÇ ÚÁÐÉÓ ÎÁ ÚÁËÏÎÁ ÎÁ ïÍ--èÏÌ (2.1.3). ÷ [18] Å ÐÏËÁÚÁÎÏ ÏÝÅ, ÞÅ
ÏÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÔÁ (2.5.6) Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔ ÓÌÅÄ×Á, ÞÅ ÅÆÅËÔÉ×ÎÏÔÏ (ËÌÁÓÉÞÅÓËÏ) ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁ ×ÉÄÁ (2.5.5).

éÚ×ÏÄ:îÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ ÎÅÒÅÌÁÔÉ×ÉÓÔÉÞÎÉ ÅÌÅËÔÒÏÎÎÉ ÆÌÕÉÄÉ ×ß× Ä×ÕÍÅÒÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-
ÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ ÏÐÉÓ×ÁÔ Ó (2+1) ÍÅÒÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÏÔ
ÔÉÐÁ ÎÁ þó. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ õÉÔßÎ [19], Å ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ þó × (2+1) ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É òëôð ×ßÒÈÕ (1+1) ÍÅÒÎÁ-
ÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÏÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏ×Á ÎÉ ÄÁ×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÄÁ ÔßÒÓÉÍ ÎÁÐÒÁ×Ï
ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ òëôð ÏÐÉÓ×ÁÝÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÑ ÆÌÕÉÄ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ. æÉÚÉÞÅÓ-
ËÁÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÎÁ ÔÏ×Á ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Å, ÞÅ ÄÉÎÁÍÉËÁÔÁ ÎÁ ÅÄÉÎ ÎÅÓ×É×ÁÅÍ ÆÌÕÉÄ Å
ÌÏËÁÌÉÚÉÒÁÎÁ ×ßÒÈÕ ÎÅÇÏ×ÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ.

7× ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÓÔÁ×Á ×ßÐÒÏÓ ÚÁ u(1) ÔÅÏÒÉÑ þó, ÔÁËÁ ÞÅ a^a^a= 0
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3 åÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ

3.1 ïÂÝÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

÷ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (1.1.1),(1.1.2),(1.1.3a) ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ 331 (m = 2), ×ß×ÅÄÅÎÁ
ÏÔ èÁÌÐÅÒÉÎ [24], ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ×ÉÄ

Ψ331(zi;wi) = ∏
1�i< j�N

(zi� z j)
m+1

(wi�w j)
m+1

N

∏
i; j=1

(zi�w j)
m�1 exp

�

�

1

4

N

∑
i=1

(jzij
2
+ jwij

2
)

�

(3.1.1)
ËÁÔÏ ÓÅ ÉÚÐÏÌÚ×Á ÔßÖÄÅÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ëÏÛÉ

det

�

1

zi�w j

�

= (�1)N(N�1)=2

∏
1�i< j�N

(zi� z j)(wi�w j)

N

∏
i; j=1

(zi�w j)

: (3.1.2)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ (3.1.1) Å ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × ÅÄÉÎ É Óß-
ÝÉ ÓÌÏÊ (zi $ z j, wi $ w j ), ÎÏ ÎÅ Å ÎÉÔÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÎÉÔÏ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ
ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ × ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÓÌÏÅ×Å (zi $ w j). ðÏ-ÔÏÞÎÏ, ÓßÇ-
ÌÁÓÎÏ æÏËÏ×ÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ [37, 38] ÚÁ ÐÏÓÔÒÏÑ×ÁÎÅ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÏÔ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Ä×ÕÓÐÉÎÏ×Á ÓÉÔÅÍÁ, (3.1.1) Å ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÎÕÌÅ×Á ÔÒÅÔÁ
ÐÒÏÅËÃÉÑ (Sz = 0) × ÏÐÒÅÄÌÅÎ ÓÐÉÎ-ÔÒÉÐÌÅÔ (S = 1).
èÏÌÏÍÏÒÆÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ (3.1.1) Å ÈÏÍÏÇÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ É ÎÅÊÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ÈÏÍÏÇÅÎ-

ÎÏÓÔ Óß×ÐÁÄÁ ÓßÓ ÓÔÏÊÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ. îÁÉÓÔÉÎÁ

Ψ331(λzi;λw j) = λmN(2N�1)�NΨ331(zi;w j): (3.1.3)

÷ßÒÈÕ Ä×ÕÍÅÒÎÉÑ ÄÉÓË ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÉÍÁ ÒÏÔÁÃÉÏÎÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ. Ako ÐÏÌÏÖÉÍ λ = e

�iθ,
ËßÄÅÔÏ θ Å ßÇßÌßÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÝ ÔÏÞËÁÔÁ ×ßÒÈÕ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÎÁ ÄÉÓËÁ, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÔÁ ÎÁ ÈÏÍÏ-
ÇÅÎÎÏÓÔ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ.
âÒÏÑÔ Nφ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË, × ÚÁÄÁÞÁÔÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ ×ßÒÈÕ Ä×ÕÍÅÒ-

ÎÉÑ ÄÉÓË (ÐÒÉ ` = 1), Óß×ÐÁÄÁ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÉÑ ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ
ÍÏÍÅÎÔ (Ô.Å. ÔÏÚÉ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ ÚÁÅÔÁ ÏÒÂÉÔÁÌÁ ×ßÒÈÕ ÄÉÓËÁ) ÔßÊ ËÁÔÏ ÐßÒ×ÁÔÁ (Ë×Á-
ÚÉ)ÞÁÓÔÉÃÁ ÎÏÓÅÝÁ Nφ = 1 Ë×ÁÎÔ ÎÁ ÐÏÔÏËÁ ÓÅ ÐÏÓÔÁ×Ñ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÌÁÔÁ Ó ÍÏÍÅÎÔ m = 1,
ÓÌÅÄ×ÁÝÁÔÁ Õ×ÅÌÉÞÁ×Á Nφ Ó 1 É ÓÅ ÐÏÓÔÁ×Ñ ÎÁ ÏÒÂÉÔÁÌÁÔÁ Ó m = 2 É Ô.Î. ÷ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕ-
ÎËÃÉÑ (3.1.1) Å ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÉÒÁÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÎÉ ÏÒÂÉÔÁÌÉ (2.3.17) É
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌÎÉÑÔ ÅÄÎÏÞÁÓÔÉÞÅÎ ÍÏÍÅÎÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ËÁÔÏ ÍÁË-
ÓÉÍÁÌÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ÄÁÄÅÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ zi ÉÌÉ w j × ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ (3.1.1). ôÁÚÉ
ÓÔÅÐÅÎ Å ÅÄÎÁ É ÓßÝÁ ÚÁ ×ÓÑËÏ i É j ÐÏÒÁÄÉ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ.
íÁËÓÉÍÁÌÎÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ z É w ÏÂÁÞÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ, ÔÁËÁ ÞÅ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐ
ÝÅ ÉÍÁÍÅ Ä×Å ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÂÒÏÑ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÔÅ Ë×ÁÎÔÉ -- ÐÏ ÅÄÎÁ ÚÁ ×ÓÅËÉ ÓÌÏÊ. äÁ
ÎÁÍÅÒÉÍ ÂÒÏÑ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÚÁ ÆÕÎËÃÉÑÔÁ (3.1.1) ËÁÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ z1:

Ψ331(zi;w j)�

N

∏
j=2

(z1� z j)
3

N

∏
j=1

(z1�w j)� z
2(2N�1)�1

1 )
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3 åæåëôé÷îá ôåïòéñ îá ðïìåôï úá 331 íïäåìá

N
z;w
φ = m(2N�1)�1 (m = 2): (3.1.4)

÷ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ×ß× ×ÉÄÁ (3.1.1) ÏÂÑÓÎÑ×Á ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÔßÊ
ËÁÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ ìÁÆÌÉÎÏ×ÉÔÅ ÆÁËÔÏÒÉ ÚÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ÓÌÏÅ×Å ÓÁ ÓßÏÔ-
×ÅÔÎÏ 3, 3, 1. ÷ ÔÁÚÉ ÇÌÁ×Á ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ (3.1.1) ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ
ÒÅÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÐÏÄÈÏÄÑÝÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ
ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ.

3.2 ëÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × d-ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

îÅËÁM Å ÐÓÅ×ÄÏÒÉÍÁÎÏ×ÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÓÍÅÔÒÉËÁ g (ÂÉÌÉÎÅÅÎ, ÎÅÉÚÒÏÄÅÎ, ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ
ÔÅÎÚÏÒ ÏÔ ×ÔÏÒÉ ÒÁÎÇ) É ÎÅËÁ T M Å ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌÎÏÔÏ ÒÁÚÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁÄ M.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1 ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÔÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ φ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ, ËÏÇÁÔÏ ÐÒÏ-
ÍÅÎÑ ÍÅÔÒÉÞÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÞÒÅÚ ÍÁÝÁÂÅÎ ÆÁËÔÏÒ

gµν(φ(x))
∂φµ

(x)

∂xρ
∂φν

(x)

∂xσ = Ω2
(x)gρσ (3.2.1)

ôÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉÔÅ ÎÁ ðÏÁÎËÁÒÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ (3.2.1) Ó ËÏÎÆÏÒÍÅÎ ÆÁËÔÏÒ Ω = 1.
ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉÔÅ ÐÒÏÍÅÎÑÝÉ ÍÅÔÒÉËÁÔÁ ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.2.1)
ÚÁÐÁÚ×ÁÔ "Ó×ÅÔÌÉÎÎÉÑ ËÏÎÕÓ" (gµνxµxν

= 0) É ÔßÊ ËÁÔÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÑÔ ÆÁËÔÏÒ Å ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌÅÎ ÔÅÚÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÚÁÐÁÚ×ÁÔ É ÐÒÉÞÉÎÎÏ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÉÔÅ ×ÒßÚËÉ. ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ
ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÁ ÔÁËÉ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉÔÅ, ËÏÉÔÏ ÚÁÐÁÚ×ÁÔ
ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÚÁ ÐÒÉÞÉÎÎÏÓÔ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 3.1 ïÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÁ ÔÁËÉ×Á,
ÞÅ ÔÑÈÎÏÔÏÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌÎÏ ÐÏ×ÄÉÇÁÎÅ "ÚÁÐÁÚ×Á ßÇÌÉÔÅ" × ÔÁÎÇÅÎÃÉÁÌÎÏÔÏ ÒÁÚÓÌÏÅÎÉÅ,Ô.Å.

φ : M !M

φT : T M ! T M; g : T M�T M ! R

8X ;Y 2 T M
g(φT

(X);φT
(Y ))

p

g(φT
(X);φT

(X))g(φT
(Y);φT

(Y ))

=

g(X ;Y)

p

g(X ;X)g(Y;Y)
: (3.2.2)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÓÉÞËÉ ×ÅËÔÏÒÉ ÕÞÁÓÔ×ÁÝÉ × (3.2.2) ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁÔ ÎÅÎÕÌÅ× Ë×ÁÄÒÁÔ. ôÏ×Á

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÁÞÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁÐÉÛÅ

g(φT
(X);φT

(Y)) = Ω2
(X ;Y)g(X ;Y),

gµν(φ(x))
∂φµ

(x)

∂xρ
∂φν

(x)

∂xσ Xρ
(x)Y σ

(x) = Ω(x;X(x);Y(x))gρσXρ
(x)Y σ

(x): (3.2.3)

(ë×ÁÄÒÁÔßÔ × Ω2
(X ;Y) ÇÁÒÁÎÔÉÒÁ ÚÁÐÁÚ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÒÉÞÉÎÎÏÓÔÔÁ.) éÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ g(X ;Y) É

g(φT
(X);φT

(Y )) ÄÁ ÂßÄÁÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÉ ÐÏ ×ÅËÔÏÒÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÑÔ

ÆÁËÔÏÒΩ2 ÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÚÁ×ÉÓÉ ÏÔ X ;Y ,Ô.Å.Ω2
(x;X(x);Y(x)) = Ω2

(x). úÁ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÐßÌÎÅÎÏ

(3.2.3) ÚÁ ×ÓÉÞËÉ ×ÅËÔÏÒÎÉ ÐÏÌÅÔÁ Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔßÞÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (3.2.1).
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3.2 ëÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × d-ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

îÅ ×ÓÑËÏ ÐÓÅ×ÄÏÒÉÍÁÎÏ×ÏÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÏÐÕÓËÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÁ ÇÒÕÐÁ ÏÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ
ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ. úÁ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÔÁ ÚÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅ ÎÁ ÅÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÎÁ ÇÒÕÐÁ
ÏÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÉÎÆÉÎÅÔÉÚÉÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÅ

x0
µ
= xµ

+ εKµ
(x)+O(ε2

); (3.2.4)

ËßÄÅÔÏKµ
(x) Å ÎÅÌÉÎÅÊÎÉÑÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑÔÁ ÉÚ×ÅÓÔÅÎÏÝÅ ËÁÔÏëÉÌÉÎÇÏ-

×Ï ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÏÌÅ [54, 11]. ëÏÎÆÏÒÍÎÉÑÔ ÆÁËÔÏÒ ÚÁ×ÉÓÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔßÒÁ ε É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ
ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎ

Ω(x) = 1+ ε f (x)+O(ε2
) ) Ω2

(x) = 1+2ε f (x)+O(ε2
): (3.2.5)

úÁÍÅÓÔ×ÁÊËÉ (3.2.5) É (3.2.4) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.2.1) É ÏÔÞÉÔÁÊËÉ ÓÁÍÏ ÞÌÅÎÏ×ÅÔÅ ÌÉÎÅÊÎÉ ÐÏ
ε ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅ ÎÁ ÅÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÎÁ ÇÒÕÐÁ ÏÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ
ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÏÝÅ ËÁÔÏ ëÏÎÆÏÒÍÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ëÁÒÔÁÎ--ëÉÌÉÎÇ [54]

gµρ∂νKρ
+gρν∂µKρ

+Kρ∂ρgµν = (∇µKν +∇νKµ = LKgµν) = 2 f gµν; (3.2.6)

ËßÄÅÔÏ LX Å ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÔÁ ÎÁ ìÉ ÐÏ ÐÏÓÏËÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÔÏ ÐÏÌÅ X , Á ∇µ Å ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ-
ÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÚÁ ÐÓÅ×ÄÏÅ×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (gµν = const), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(3.2.6) ÐÒÉÅÍÁ ×ÉÄÁ

∂µKν +∂νKµ =
2

d
(∂:K)gµν; (3.2.7)

ËßÄÅÔÏ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÑÔ ÆÁËÔÏÒ f (x) Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔ ëÉÌÉÎÇÏ×ÏÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ
ÐÏÌÅ Kµ ÞÒÅÚ ËÏÎÔÒÁËÃÉÑ ÎÁ (3.2.6) Ó gµν (d Å ÐßÌÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-×ÒÅ-
ÍÅÔÏ).
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.2.7) ÎÁÌÁÇÁ ÓÉÌÎÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ßÒÈÕ Kµ. ïÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÄÉÆÅÒÅ-

ÎÃÉÒÁÊËÉ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÓßÓ ∂µ, ÏÔ ÄÒÕÇÁ -- ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÊËÉ ÓßÓ 2 = ∂µ∂µ É ÎÁËÒÁÑ
ËÏÍÂÉÎÉÒÁÊËÉ ÐßÒ×ÉÔÅ Ä×Å ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

2Kν +(1�
2

d
)∂ν(∂:K) = 0

2∂µKν +2∂νKµ =
2

d
gµν2(∂:K)

n

gµν2+(d�2)∂µ∂ν

o

(∂:K) = 0: (3.2.8)

ðÒÉ d > 2 ÔÅÚÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÚÎÁÞÁ×ÁÔ, ÞÅ ÔÒÅÔÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÉ ÎÁ Kµ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÁÎÕÌÉÒÁÔ.
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÁËÏ ÓÕÍÉÒÁÍÅ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÎÁ (3.2.8) ÓßÓ ÍÅÔÒÉÞÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ gµν ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ
2(∂:K) = 0, ËÏÅÔÏ ÚÁÍÅÓÔÅÎÏ × ÓßÝÏÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÏÄÉ ÄÏ

(d�2)∂µ∂ν(∂:K) = 0 8µ;ν: (3.2.9)

ôÏÇÁ×Á (∂:K) Å ÌÉÎÅÊÎÁ ÓËÁÌÁÒÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÎÁÊ-ÏÂÝÉÑ ×ÉÄ ÎÁ ëÉÌÉÎÇÏ-
×ÏÔÏ ÐÏÌÅ Å

Kµ(x) = aµ +aµνxν
+aµνρxνxρ

; aµνρ = aµρν: (3.2.10)
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ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÍÏÖÅ ÄÁ ÚÁÍÅÓÔÉÍ (3.2.10) × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ëÁÒÔÁÎ--ëÉÌÉÎÇ (3.2.7) É ÓÒÁ×-
ÎÉÍ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÐÏ xµ. ôÏÇÁ×Á aµ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ, Á ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ

aµν +aνµ�
2

d
gµνaσ

σ = 0 (3.2.11)

aµνρ +aνµρ�
2

d
gµνaσ

σρ = 0: (3.2.12)

äÁ ÐÏÌÏÖÉÍ aµν�αgµν = ωµν, ËßÄÅÔÏ α =

1
d

aσ
σ. ôÏÇÁ×Á (3.2.11) ÓÅ ÚÁÐÉÓ×Á ωµν +ωνµ = 0.

÷ß× ×ÔÏÒÏÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÁÇÁÍÅ aµνρ � gµνCρ = ωµνρ, ËßÄÅÔÏ Cρ =

1
d

aσ
σρ. ðÒÉ ÔÏ×Á,

(3.2.12) ÓÅ Ó×ÅÖÄÁ ÄÏ ωµνρ +ωνµρ = 0. îÁËÒÁÑ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ, ÞÅ ωµνρ =

1
2
(aµνρ�aνµρ) ÚÁ ÄÁ

ÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÐßÌÎÏ

ωµνρxνxρ
=

1

2
(ωµνρ +ωµρν)x

νxρ
=

1

2

�

aµνρ�
1

2
(aνµρ +aρνµ)

�

=

=

1

2

�

gµνCρ +ωµνρ�
1

2
(gνµCρ +ωνµρ +gρνCµ +ωρνµ)

�

xνxρ
=

=

1

4
(C:x)xµ�

1

4
x2Cµ +

3

4
ωµνρxνxρ

: (3.2.13)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ωµνρxνxρ
= (C:x)xµ�x2Cµ É ÚÁ ëÉÌÉÎÇÏ×ÏÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÏÌÅ ÏËÏÎÞÁÔÅÌÎÏ

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

Kµ(x) = aµ +αxµ +ωµνxν
+2(C:x)xµ� x2Cµ ; (3.2.14)

ËßÄÅÔÏ aµ, α ÉCρ ÓÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉ, Á ωµν =�ωνµ.
ðÏÌÕÞÅÎÉÔÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ ÚÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ëÉÌÉÎÇÏ×É ×ÅËÔÏÒÉ É ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÉÔÅ ÉÍ

(ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌÎÉ É ËÒÁÊÎÉ) ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × d > 2ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-×ÒÅÍÅ ÍÏÇÁÔ
ÄÁ ÓÅ ÏÂÏÂÝÑÔ ÔÁËÁ [54]:

� ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÉ:
x0

µ
= xµ

+ εaµ
) x0

µ
= xµ

+aµ (3.2.15)

� ÄÉÌÁÔÁÃÉÉ:
x0

µ
= xµ

(1+ εα)) x0
µ
= e

αxµ (3.2.16)

� ìÏÒÅÎÃÏ×É ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ:

x0
µ
= xµ

+ εωµ
νxν

) x0
µ
= Λµ

νxν
; (Λµ

ν) 2 SO(p;q): (3.2.17)

� ÓÐÅÃÉÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ:

x0
µ
= xµ

+ ε
�

2(C:x)xµ
� x2Cµ

�

) x0
µ
=

xµ
� x2Cµ

1�2(C:x)+ x2C2
(3.2.18)

ôÁËÁ, ÚÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÐÌÏÓËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÂÒÏÑÔ ÎÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÔÅ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÇÒÕ-
ÐÁ ÐÒÉ d > 2 Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ d +1+ 1

2
d(d�1)+d =

1
2
(d+1)(d +2). ÷ÓßÝÎÏÓÔ, ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ

ÇÒÕÐÁ × d > 2 ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓßÓ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (p;q) Å ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ [54] ÎÁ SO(p+1;q+

1).
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3.3 ëÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

÷ Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-×ÒÅÍÅ (d = 2) ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.2.9) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÔÁ (3.2.14) ×ßÒÈÕ
ëÉÌÉÎÇÏ×ÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÐÁÄÁÔ. ôÏÇÁ×Á, ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.2.7) × (Ä×Õ-
ÍÅÒÎÏ) å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (x2

= �ix0
; gµν = δµν) ÓÅ Ó×ÅÖÄÁ ÄÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÔÁ ÎÁ

ëÏÛÉ--òÉÍÁÎ ÚÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ

∂1K1 = ∂2K2; ∂1K2 =�∂2K1: (3.3.1)

ðÒÅÍÉÎÁ×ÁÊËÉ ËßÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ

z = x1
+ ix2 ∂z = ∂ =

1

2
(∂1� i∂2)

z̄ = x1
� ix2 ∂z̄ = ∂̄ =

1

2
(∂1 + i∂2) (3.3.2)

É ËÁÔÏ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÔÏ ëÉÌÉÎÇÏ×Ï ÐÏÌÅ, K = K1 + iK2; K̄ = K1� iK2, Ä×ÅÔÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3.3.1) ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÚÁÐÉÓÁÎÉ

∂K̄ = 0; ∂̄K = 0; (3.3.3)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ëÉÌÉÎÇÏ×ÏÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÏÌÅ K(z)ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌ-
ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÁ (3.3.3), Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ
ÎÁ ÅÄÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×Á.
ìÏËÁÌÎÏ ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ×ÓÉÞËÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ

z!Φ(z) è z̄! Φ̄(z̄);

ds2
= dzdz̄!

�

�

�

∂Φ
∂z

�

�

�

2

dzdz̄: (3.3.4)

îÁÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ (3.2.1) ×ß× ×ÉÄÁ

(∂1φ1
)

2
+(∂1φ2

)

2
= (∂2φ1

)

2
+(∂2φ2

)

2
(= Ω2

(x))

∂1φ1∂2φ1
+∂1φ2∂2φ2

= 0: (3.3.5)

÷ß×ÅÖÄÁÊËÉ ÐÏÌÅÔÏ Φ(z) = φ1
+ iφ2

; Φ̄(z) = φ1
� iφ2 É ËÏÍÐÌÅËÓÎÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ (3.3.2)

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ (3.3.5) ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

∂Φ∂Φ̄+ ∂̄Φ∂̄Φ̄ = 0

∂Φ∂Φ̄� ∂̄Φ∂̄Φ̄ = 0; (3.3.6)

ËÏÑÔÏ ÉÍÁ Ä×Å ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÅÄÎÏÔÏ ÏÔ ÔÑÈ (∂Φ = 0 = ∂̄Φ̄) ÐÒÏÍÅÎÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑÔÁ × ËÏ-
ÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ É ÚÁÔÏ×Á ÎÑÍÁ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅÔÏ
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ∂̄Φ = 0 = ∂Φ̄. óßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ËÏÎÆÏÒÍÅÎ ÆÁËÔÏÒ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á

Ω2
= (∂1φ1

)

2
+(∂1φ2

)

2
= ∂1Φ∂1Φ̄ = ∂Φ∂̄Φ̄ =

�

�

�

∂Φ
�

�

�

2

: (3.3.7)
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úÁÂÅÌÅÖËÁ 3.2 ôßÊ ËÁÔÏ eαz Å ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÎÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ × ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ

Z = e

�iz
= e

x2�ix1
) Z̄ = e

iz̄
= e

x2+ix1
; (3.3.8)

ÔÁËÁ, ÞÅ dZdZ̄ = ZZ̄dzdz̄. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ (Z; Z̄) ÓÁ ÕÄÏÂÎÉ Ó ÔÏ×Á, ÞÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÏÍÐÁË-

ÔÉÆÉËÁÃÉÑÔÁ ÎÁ Ó×ÅÔÌÉÎÎÉÔÅ ÌßÞÉ (ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÉÒÁÎÉ Ó ËÏÎÕÓÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É x
�

) ÏÔ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉ.

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÐÏÎÅÖÅ ëÉÌÉÎÇÏ×ÏÔÏ ÐÏÌÅ Å ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÇÅÎÅÒÁ-
ÔÏÒÁ ÎÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉÔÅ K(z) × ÒÅÄ ÎÁ ìÏÒÁÎ

K(z) =� ∑
n2Z

Knzn+1
: (3.3.9)

óÔÒÕËÔÕÒÎÉÔÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÉ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÊ-ÐÒÏÓÔÏ ×
ÎÅÊÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ
ÉÎÆÉÎÅÔÉÚÉÍÁÌÎÉÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ z! z0 = z� ε∑n2ZKnzn+1 ÁÎÁÌÉÔÉ-
ÞÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ßÒÈÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ ÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ ÓßÇÌÁÓÎÏ

f (z0) = f (z)� ε ∑
n2Z

Knzn+1∂ f (z)+O(ε2
): (3.3.10)

çÅÎÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÔÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ

ln =
∂ f (z0)

∂(εKn)

�

�

�

ε=0
=�zn+1∂; l̄n =

∂ f̄ (z̄0)

∂(εK̄n)

�

�

�

ε=0
=�z̄n+1∂̄ (3.3.11)

ÐÏÒÁÖÄÁÔ ÉÎÆÉÎÅÔÉÚÉÍÁÌÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ z ! z� εzn+1 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑ×ÁÔ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[lm; ln] = (m�n)lm+n; [l̄m; l̄n] = (m�n)l̄m+n; [lm; l̄n] = 0: (3.3.12)

÷ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÔÅÚÉ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÅ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÁÔ ÞÒÅÚ
Ô.ÎÁÒ. ÃÅÎÔÒÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÚÁÄÁÄÅÎÏ ÞÒÅÚ ÅÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÎ ËÏÃÉËßÌ [52, 27]. æÉÚÉ-
ÞÅÓËÉ ÐÏÇÌÅÄÎÁÔÏ, ÄÏÂÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÞÌÅÎ ÓÅ ÎÁÌÁÇÁ ÏÔ ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ÚÁ ÐÏÌÏ-
ÖÉÔÅÌÎÏÓÔ ÎÁ ÍÅÔÒÉËÁÔÁ.
ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÎÅ ×ÓÉÞËÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ Φ ÓÁ ÇÌÏÂÁÌÎÏ ÄÅ-

ÆÉÎÉÒÁÎÉ É ÏÂÒÁÔÉÍÉ ×ßÒÈÕ òÉÍÁÎÏ×ÁÔÁ ÓÆÅÒÁ S = C [∞ ("ÔÏÞËÁÔÁ" ∞ ÓÅ ÐÒÉÂÁ×Ñ ÐÏ
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔ, ÐÏÎÅÖÅ ÐÏÒÁÄÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ z × ÌÏÒÁÎÏ×ÏÔÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁ
Φ(z)ÝÅ ÉÍÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÚÏÂÒÁÚÑ×ÁÝÉ 0$∞). îÁÉÓÔÉÎÁ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ
×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÏÌÅ ÇÅÎÅÒÉÒÁÝÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ

V (z) = ∑
n2Z

Vnzn+1∂z (3.3.13)

ÝÅ ÂßÄÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÏ × ÔÏÞËÁÔÁ z = 0 ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ Vn = 0; n < �1. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ,
ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ z0 = 1

z
ÉÚÏÂÒÁÚÑ×Á z0 = 0$ z = ∞ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

V (z) = ∑
n2Z

Vn

� 1

z0

�n+1 ∂z0

∂z
∂z0 = ∑

n2Z

Vnz0
�n+1∂z0 ; (3.3.14)
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Ô.Å. ÔÏ×Á ÐÏÌÅ Å ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÏ × ÔÏÞËÁÔÁ z = ∞ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ Vn = 0; n > 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ,
ÐÏÌÅÔÏ V (z) Å ÇÌÏÂÁÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÏ ËÏÇÁÔÏ Vn 6= 0, ÓÁÍÏ ÚÁ n = 0;�1. çÌÏÂÁÌÎÏ ÄÅÆÉ-
ÎÉÒÁÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ
ÇÌÏÂÁÌÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÇÒÕÐÁ, ËÏÑÔÏ ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÉÔÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÑ

z!
az+b

cz+d
;

�

a b

c d

�

2 SL(2;C ): (3.3.15)

ðÒÉ ÔÏ×Á, ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÇÌÏÂÁÌÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÇÒÕÐÁ l0;�1 ÇÅÎÅÒÉÒÁÔ ÓÌÅÄÎÉÔÅ
"ËÒÁÊÎÉ" ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ

l
�1 ) z! z+a$

�

1 a

0 1

�

2 SL(2;C )

l0 ) z! λz$

�

λ
1
2 0

0 λ�
1
2

�

2 SL(2;C )

l1 ) z!
z

cz+1
$

�

1 0

c 1

�

2 SL(2;C ):

(3.3.16)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÇÌÏÂÁÌÎÁÔÁËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÇÒÕÐÁ×Ä×ÕÍÅÒÉÅ ÅÉÚÏÍÏÒÆÎÁÎÁ SO(3;1)ÉÌÉSO(2;2),
× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ ÏÔ ÔÏ×Á ÄÁÌÉ ÒÁÂÏÔÉÍ ÓßÓ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÁ å×ËÌÉÄ ÉÌÉ íÉÎËÏ×ÓËÉ, Ô.Å. ÔÑ
Óß×ÐÁÄÁ Ó SO(p+1,q+1) ËÁËÔÏ ÔÏ×Á ÂÅÛÅ × ÓÌÕÞÁÑ d > 2.

3.4 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-
×ÒÅÍÅ

3.4.1 å×ËÌÉÄÏ× ÃÉÌÉÎÄßÒ É ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ

äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ (xµ
) = (x0

;x1
) É

ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (�;+). ëÏÎÕÓÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É ÝÅ ÏÚÎÁÞÁ×ÁÍÅ ËÁÔÏ x
�

= x0
�x1. úÁ ÄÁ ÉÚÂÅÇ-

ÎÅÍ ÉÎÆÒÁÞÅÒ×ÅÎÉ ÒÁÚÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÚÁ ÄÁ ÂßÄÁÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ ÇÌÏÂÁÌÎÏ
ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉÝÅ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÒÁÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ8, Ô.Å. ÝÅ ÏÔßÖÄÅÓÔ×ÉÍ x1

� x1
+2π.

ôÏ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅ×ÒßÝÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉ × ÃÉÌÉÎÄßÒ, ÞÉÑÔÏ ÏÓ Óß×ÐÁÄÁ
Ó ÏÓÔÁ ÎÁ ×ÒÅÍÅÔÏ. íÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÃÉÌÉÎÄßÒÁ ËÁÔÏ ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÁ ×ÌÏÖÅÎÁ × ÔÒÉ-
ÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉ ÓßÓ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (�;+;+) É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ (ζ0

;ζ1
;ζ2

),
Ô.Å.

Cyl�

�

(ζ0
;ζ1

;ζ2
) j (ζ1

)

2
+(ζ2

)

2
= R2

	

= f (t;Rcosθ;Rsinθ) j t 2 R;θ 2 [0;2π) g (3.4.1)

ôßÊ ËÁÔÏ ×ÒÅÍÅÔÏ t = ζ0 ÎÅ ÕÞÁÓÔ×Á Ñ×ÎÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÔÏ ÚÁÄÁ×ÁÝÏ ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÁÔÁ (3.4.1)

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ å×ËÌÉÄÏ×Ï ×ßÒÔÅÎÅ ζ0 def

= �iξ0
; ζ1

= ξ1
; ζ2

= ξ2, ÐÒÉ ËÏÅÔÏ ÃÉÌÉÎ-
ÄßÒÁ ÓÔÁ×Á å×ËÌÉÄÏ×, Ô.Å. ×ÌÏÖÅÎ × å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ (ξ0

;ξ1
;ξ2

) É

8ëÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÑÔÁ ÎÁ ×ÒÅÍÅÔÏ ×ÏÄÉ ÄÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÚÁ ÐÒÉÞÉÎÎÏÓÔ, ÚÁÔÏ×Á ÓÅ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÁ×ÁÍÅ ÓÁÍÏ Ó ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏ×Á ÏÂÁÞÅ, ÈÉÒÁÌÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÓÅ
ÏËÁÚ×ÁÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÉ É ÐÏ ×ÒÅÍÅÔÏ, Ô.Å. ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÔÏ ×ßÒÈÕ ËÏÅÔÏ ÓÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉ Å ÔÏÒ.
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ÍÅÔÒÉËÁ ÓßÓ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ (+;+;+). ÷ ÔÏ×Á å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÕÓÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅÎ-
ÌÉ×É ÓÔÁ×ÁÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ

ξ
�

=�iξ0
�ξ1 (3.4.2)

É ÔÏÇÁ×Á ÌÑ×Ï- É ÄÑÓÎÏ- Ä×ÉÖÅÝÉÔÅ ÓÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ íÉÎËÏ×ÓËÉ ÓÅ
ÐÒÅ×ÒßÝÁÔ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ × ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÉ É ÁÎÔÉÈÏÌÏÍÏÒÆÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏ ξ

�

.
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË × å×ËÌÉÄÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒ-

ÍÁÃÉÑ
(t;Rcosθ;Rsinθ) ! e

αt
(t;Rcosθ;Rsinθ) ;

ËÏÑÔÏ ÐÒÅ×ÒßÝÁ ÃÉÌÉÎÄßÒÁ × ËÏÎÕÓ Ó ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÞËÁÔÁ t = �∞, É ÓÌÅÄ ÔÏ×Á ÄÁ ÐÒÏÅË-
ÔÉÒÁÍÅ ×ßÒÈÕ ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ ÚÁÄÁÄÅÎÁ ÓßÓ t = 0. ðÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÏÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

(t;x := Rθ)� (t;Rcosθ;Rsinθ) ! e

αt
(Rcosθ;Rsinθ) = e

αtReiθ
: (3.4.3)

(ôÕË ÍÏÖÅÍ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏ ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÄÉÌÁÔÁÃÉÑ ξa
! ξa

=R )

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.1 éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ ϕ : Cyl ! C

ϕ(t;x = Rθ) = exp

�

t + ix

R

�

(3.4.4)

Å ËÏÎÆÏÒÍÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:äÁ ÏÚÎÁÞÉÍ~r =

0

@

t

Rcosθ
Rsinθ

1

A. íÅÔÒÉÞÎÉÑÔ ÔÅÎÚÏÒ ×ßÒÈÕ å×ËÌÉÄÏ×ÉÑ ÃÉ-

ÌÉÎÄßÒ ÉÍÁ ×ÉÄÁ

∂~r
∂t

=

0

@

1

0

0

1

A

;

∂~r
∂(Rθ)

=

0

@

�sinθ
cosθ

0

1

A

) (gab) =

�

∂~r
∂ξa

�

∂~r
∂ξb

�

=

�

1 0

0 1

�

;

ËßÄÅÔÏ (ξa
) = (t;x). ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÍÅÔÒÉÞÎÉÑÔ ÔÅÎÚÏÒ ×ßÒÈÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ

Å g0ab = δab, ÔÁËÁ, ÞÅ

g0ab

∂ϕa

∂t

∂ϕb

∂t
= R2α2

e

2αt

g0ab

∂ϕa

∂t

∂ϕb

∂x
= 0 = g0ab

∂ϕa

∂x

∂ϕb

∂t

g0ab

∂ϕa

∂x

∂ϕb

∂x
= e

2αt
: (3.4.5)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

g0ab

∂ϕa

∂ξα
∂ϕb

∂ξβ = e

2αtδαβ () (Rα)2
= 1; (3.4.6)

Ô.Å. ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ (3.4.4) Å ËÏÎÆÏÒÍÎÏ, ËÏÇÁÔÏ α = 1=R.
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ôÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ (3.4.4) ÉÚÒÁÚÑ×Á ÐßÌÎÁÔÁ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÑ [54] ÎÁ ËÏÎÕÓÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅ-
ÎÌÉ×É z = exp(x

+

) É Å Ó×ßÒÚÁÎÁ Ó ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÑÔÁ ÎÁ ëÅÊÌÉ [27]. ðÏÄÒÏÂÅÎ ÏÂÚÏÒ ÎÁ
ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÉ ËÁÒÔÉÎÉ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÉ × Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÅ
ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÍÅÒÅÎ × [27, 11, 16].
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÎÉ ÂßÄÁÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÉ ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ ÎÁ ÄÅÌÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÎÁ äÉÒÁË

É ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÔßÖÄÅÓÔ×Á ÎÁ óÏÈÏÃËÉ × ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÉ ×
äÏÐßÌÎÅÎÉÅ A.

3.4.2 èÉÒÁÌÎÉ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÁÌÇÅÂÒÉ

ïÂÝÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ Å ÒÁÚÌÁÇÁÎÅÔÏ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂ-
ÌÀÄÁÅÍÉÔÅ ËÁÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ [27, 11]

ACFT = A
A (3.4.7)

ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁ É ÁÎÔÉÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÉ ËÁÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÔ ÆÁËÔÁ, ÞÅ ÏÂÝÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ
×ßÌÎÏ×ÏÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ ÓÔÒÏÉ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ

ÌÑ×Ï- É ÄÑÓÎÏ- Ä×ÉÖÅÝÉÔÅ ÓÅ ËÏÎÕÓÎÉ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É. ëÁËÔÏ ×ÅÞÅ ÏÔÂÌÑÚÁÈÍe × § 3.4.1
ÓÌÅÄ å×ËÌÉÄÏ×ÏÔÏ ×ßÒÔÅÎÅ ÎÁ ×ÒÅÍÅÔÏ ÔÅÚÉ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É ÓÅ ÐÒÅ×ÒßÝÁÔ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ É
ÁÎÔÉÁÎÁÌÉÔÉÞÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ, Á ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÉ É ÁÎÔÉÈÏÌÏÍÏÒÆÎÉ
ÆÕÎËÃÉÉ. ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ÐÏÌÅÔÁ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ-
ÚÎÁÞÎÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ.
çÅÎÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÉÔÅ ÐÏ ËÏÎÕÓÎÉÔÅ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ÞÒÅÚ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÉÍÐÕÌÓÁ Pµ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [11, 29, 27]

i [P
�

;Φ(x
�

)] = ∂
�

Φ(x
�

) =) P
�

=

1

2
(∂0�∂1) : (3.4.8)

óÐÅÃÉÁÌÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ (3.2.18) × ÔÅÒÍÉÎÉ ÎÁ ËÏÎÕÓÎÉ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×É
ÓÅ ÒÁÚÃÅÐ×ÁÔ

x
�

!

x
�

1+C
�

x
�

; C
�

=C0
�C1 (3.4.9)

É ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÉ Q
�

ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ÞÒÅÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÉÔÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÉ Qµ ÎÁ ÓÐÅÃÉ-
ÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ [11, 29]

i[Qµ;Φ(x
�

)] =

�

x2∂µ� 2xµ (∆+(x:∂))
	

Φ(x
�

); (3.4.10)

ÞÒÅÚ

Q
�

=�

1

2
(Q0�Q1) =) i[Q

�

;Φ(x
�

)] =

�

x2
�

∂
�

+2x
�

∆
�

Φ(x
�

): (3.4.11)

ðÒÉ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÎÅÔÏ × ËÏÍÐÁËÔÎÁÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ, ÞÒÅÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÅÔÏ

z =
1+ i

2
x
+

1� i
2
x
+

; z̄ =
1+ i

2
x
�

1� i
2
x
�

(3.4.12)
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ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÓÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÁÔ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [11, 29, 27]

YΦ(z; z̄) =
1

(1+ z)2∆
(1+ z̄)2∆̄

Φ(x
�

): (3.4.13)

äÁ ×ß×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ [29]

T =

1

2
(P

+

+[P
+

;Q
+

]�Q
+

);

H =

1

2
(P

+

+Q
+

);

T �

=

1

2
(P

+

� [P
+

;Q
+

]�Q
+

): (3.4.14)

ëÁËÔÏ ÐÏËÁÚÁ×Á ëÁÃ [29], ÁËÓÉÏÍÉÔÅ ÎÁ õÁÊÔÍÁÎ ÚÁ Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ
ÓÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÁ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÁËÓÉÏÍÉ ÚÁ ÈÉÒÁÌÎÉÔÅ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÁÌÇÅÂÒÉ. ÷ÅÒÔÅËÓÎÁÔÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÞÒÅÚ:

� (óÕÐÅÒ)ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ V =V0�V1 -- ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓ-
Ô×Ï

� ÷ÁËÕÕÍÅÎ ×ÅËÔÏÒ j0i 2V0

� óßÝÅÓÔ×Õ×Á ×ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ a ×ß×V É ÐÏÌÅ-
ÔÁÔÁ ×ß× ×ÅÒÔÅËÓÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Y (a;z)

÷ ÓÉÌÁ ÓÁ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÁËÓÉÏÍÉ:

(A1) ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÏÎÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ [T;Y(a;z)] = ∂zY (a;z)

(A2) ×ÁËÕÕÍ Y (j0i;z) = 1, Y (a;z = 0)j0i= a 2V

(A3) ÌÏËÁÌÎÏÓÔ (z�w)N
[Y (a;z);Y(b;w)] = 0, ÚÁ N >> 0

ËßÄÅÔÏ ÓÕÐÅÒËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÓßÇÌÁÓÎÏ

[Y (a;z);Y(b;w)]
def

= Y (a;z)Y(b;w)� (�1)p(a)p(b)Y (b;w)Y(a;z).
ôÅÚÉ ÁËÓÉÏÍÉ ÓßÄßÒÖÁÔ ÍÉÎÉÍÁÌÎÁÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÚÁ ÒÁÂÏÔÁÔÁ Ó ×ÅÒ-

ÔÅËÓÎÉ ÁÌÇÅÂÒÉ. ðÒÉ Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ ÏÂÉËÎÏ×ÅÎÏ ÉÍÁ ÄÏÓÔÁ ÐÏ-ÂÏÇÁÔÁ
ÓÔÒÕËÔÕÒÁ.
ïÂÉËÎÏ×ÅÎÏ ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ × Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ Å

ÂÅÚÓÌÅÄÏ× É ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÉÚÒÁÚÉ ÉÚÃÑÌÏ ÞÒÅÚ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ É ÁÎÔÉÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÓÉ ÞÁÓÔÉ T (z) É
T̄ (z̄) [27, 11, 16, 15, 26]. ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ln ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ T (z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ
ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ (×ÉÖ Õ-ÎÉÅ (3.4.17b)), ËßÄÅÔÏ
c Å ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑÔ ÔÏ×ÁÒ.
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3.4 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ × Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï-×ÒÅÍÅ

3.4.3 òÁÄÉÁÌÎÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × § 3.4.1 å×ËÌÉÄÏ×ÉÑÔ ÃÉÌÉÎÄßÒ Å ËÏÎÆÏÒÍÎÏ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁ ËÏÍ-
ÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ ÚÁÄÁÄÅÎÁ ÞÒÅÚ z = exp(x0

� ix1
). ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ×ÒÅÍÅÔÏ t = ln jzj

ÒÁÓÔÅ Ó Õ×ÅÌÉÞÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁ ÎÁ z, Á ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÉÔÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏ ×ÒÅÍÅ, ÉÚÐÏÌÚ-
×ÁÎÉ ÐÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÎÏÔÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ, ÓÁ ÐÒÏÓÔÏ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÉ ÏËÒßÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÁ×Á T -

ÎÁÒÅÄÅÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ T [A(t1)B(t2)]
def

=

�

A(t1)B(t2); t1 > t2

(�1)p(A)p(B) B(t2)A(t1); t1 < t2;
ÓÅ ÐÒÅ×Òß-

ÝÁ × ÒÁÄÉÁÌÎÏ ÎÁÒÅÄÅÎÏ, Á ÓßÏÔ×ÅÔÎÁÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÁ ËÁÎÏÎÉÞÎÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÁ
ËÁÔÏ ÒÁÄÉÁÌÎÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ [26, 15, 16].
úÁÐÁÚ×ÁÝÉÔÅ ÓÅ (ÓÕÐÅÒ)ÚÁÒÑÄÉ, ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÉ ÎÁ îØÏÔÅÒÏ×ÉÔÅ (ÓÕÐÅÒ)ÔÏËÏ×Å × ÔÅÏ-

ÒÉÑÔÁ, ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÁÔÏ ËÏÎÔÕÒÎÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÉ [26, 16] (ÐÏ ÏËÒßÖÎÏÓÔÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á-
ÝÉ ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÉ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ×ÒÅÍÅ)

Qi(t) = QifCg=

I

C

dz

2πi
Ji(z); (3.4.15)

Á ÓÕÐÅÒËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉ×Á ÓÕÐÅÒÚÁÒÑÄÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ ÞÒÅÚ T -ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ [Q1(t);Q2(t)] = lim

t1!t+0
T [Q1(t1)Q2(t)]� lim

t1!t�0
T [Q1(t1)Q2(t)])

[Q1fCg;Q2fCg] = lim
C1!C+0

T [Q1fC1gQ2fCg]� lim
C1!C�0

T [Q1f(C1gQ2fCg] =

=

I

C

dw

2πi
Res

z!w
R[J1(z)J2(w)]: (3.4.16)

æÏÒÍÕÌÁ (3.4.16) ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÉÔÅ ÞÌÅÎÏ×Å × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ
Ä×ÁÔÁ ÔÏËÁ Ji ÎÅ ÄÏÐÒÉÎÁÓÑÔ ËßÍ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÁ. úÁÔÏ×Á Å ÕÄÏÂÎÏ ÄÁ ×ß×ÅÄÅÍ ÐÏÎÑÔÉÅÔÏ
òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ïÐÅÒÁÔÏÒÎÏ ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ9 (òïð) ÚÁ Óß×ËÕÐÎÏÓÔÔÁ ÏÔ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÉ ÞÌÅ-
ÎÏ×Å ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÍÁÌËÉ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÑ z! w (jzj> jwj), ËÏÅÔÏ ÝÅ ÚÁÐÉÓ×ÁÍÅ ÞÒÅÚ
ÚÎÁËÁ “� ”. îÁÐÒÉÍÅÒ òïð ÚÁ ôåé ÉÍÁ ×ÉÄÁ

T (z)T(w)�
c=2

(z�w)4
+

2T (w)

(z�w)2
+

∂T (w)

z�w
; (3.4.17a)

ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ln ÎÁ ôåé ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÁÔÏ ÚÁÒÑÄÉ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ

Ln =

I

dz

2πi
zn+1T (z);

Á ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÚÁ ÒÅÚÉÄÕÕÍ ÎÁ ÐÏÌÀÓ ÏÔ ÒÅÄ k ÚÁÐÉÓ×ÁÍÅ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

Res

z!w
f (z;w) =

1

(k�1)!
lim
z!w

∂k�1

∂zk�1
(z�w)k f (z;w):

ôÏÇÁ×Á, ÓÌÅÄ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅÔÏ ÎÁ Õ-ÎÉÅ (3.4.16) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

[Ln;Lm] = (n�m)Ln+m +

c

12
n(n2

�1)δn+m;0 (3.4.17b)

9× ÁÎÇÌÏÅÚÉÞÎÁÔÁ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ ÓÅ ÉÚÐÏÌÚ×Á ÔÅÒÍÉÎÁ "Operator Product Expansion" (OPE)
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3 åæåëôé÷îá ôåïòéñ îá ðïìåôï úá 331 íïäåìá

ëÁËÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ôåé ÇÅÎÅÒÉÒÁ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉÔÅ ÎÁ ÏËÒßÖÎÏÓÔÔÁ. ÷ß× ×ÓÑËÁ ËÏÎ-
ÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ×ÁÖÅÎ ËÌÁÓ ÏÔ ÐÏÌÅÔÁ, ÎÁÒÅÞÅÎÉ ÐßÒ×ÉÞÎÉ [27, 11, 29], ËÏÉÔÏ
ÓÁ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÅÚÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2 ðÏÌÅÔÏ Φ∆(z) ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÐßÒ×ÉÞÎÏ, ÁËÏ ÎÅÇÏ×ÏÔÏ òïð Ó ôåé ÉÍÁ ×ÉÄÁ

T (z)Φ∆(w)�
∆

(z�w)2
Φ∆(w)+

1

z�w
∂wΦ∆(w); (3.4.18)

ËßÄÅÔÏ ∆ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Φ∆.

ëÁËÔÏ ÚÎÁÅÍ, ÔÏ×Á òïð ÆÉËÓÉÒÁ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ó ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ
ôåé

[Ln;Φ∆(w)] = Res

z!w

�

zn+1T (z)Φ∆(w)
�

= zn
�

z∂z +(n+1)∆
�

Φ∆(w): (3.4.19)

ëÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.4.19) ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌÎÏ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉ-
ÏÎÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Φ∆ [27, 16, 26].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3 ðÏÌÅÔÏΦ∆(z) ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ Ë×ÁÚÉÐßÒ×ÉÞÎÏ, ÁËÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á Õ-ÎÉÅ (3.4.19)
ÚÁ n = 0;�1.

(ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÓÁ É Ë×ÁÚÉÐßÒ×ÉÞÎÉ; ÏÂÒÁÔÎÏÔÏ ÎÅ Å ×ÑÒÎÏ.)
ëÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁÌÁÇÁ ÓÉÌÎÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ßÒÈÕ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÎÁ Ë×ÁÚÉÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÔÑ ÎÁÐßÌÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ 2-ÔÏÞËÏ×ÉÔÅ É 3-ÔÏ-
ÞËÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ [27, 16, 26].

äÒÕÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÔ ÒÁÄÉÁÌÎÏÔÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ Å ×ÉÄßÔ ÎÁ Ô.ÎÁÒ. "in"- É "out"-ÓßÓÔÏÑ-
ÎÉÑ [16, 26]. ðßÒ×ÉÔÅ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁÔ ÐÒÉ t =�∞, ËÏÅÔÏ ÓßÇÌÁÓÎÏ ÒÁÄÉÁÌÎÏÔÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ
ÏÚÎÁÞÁ×Á z = 0, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ ËÁÔÏ ÔÅÈÎÉ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉ. ÷ ÔÏÚÉ ÓÍÉÓßÌ ÓßÏÔ×ÅÔÓ×ÉÅÔÏ ÐÏÌÅ

$ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÎÁ ×ÓÑËÏ ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÐÏÌÅ Y (z) ÏÔÇÏ×ÁÒÑ "in"-ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÄÅ-

ÆÉÎÉÒÁÎÏ ÞÒÅÚ jini
def

= Y (jini;z)j0i

�

�

�

z=0
. ðÏÌÅÔÁ, ËÏÉÔÏ ÎÅ ÓÁ Ë×ÁÚÉÐßÒ×ÉÞÎÉ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁÔ

ÎÁÓÌÅÄÎÉÃÉ (descendants) É ÓßÝÏ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÔ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ
V .

åÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Y (z), × ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ, Å ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÏ
ÐÏÒÁÄÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔ. úÁ Ë×ÁÚÉÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÔÏ ÉÍÁ ×ÉÄÁ [27, 11, 16]

[Y(v;z)]† =

�

1

z̄

�2∆
Y

�

v̄;
1

z̄

�

: (3.4.20)

3.5 òÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÓÕÍÉ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ
ÓÌÉ×ÁÎÅ

÷ èÉÌÂÅÒÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ ÅÄÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ (3.4.7), ËÏÅÔÏ × ÏÂÝÉÑ ÓÌÕÞÁÊ Å ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ,
Ô.Å. ÐÒÑËÁ ÓÕÍÁ ÏÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ. ïÔ Ó×ÏÑ ÓÔÒÁÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅ-
ÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ Ä×Å ÁÌÇÅÂÒÉ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÁÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÏ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ Ä×ÅÔÅ ÁÌÇÅÂÒÉ. îÅËÁ ÏÚÎÁÞÉÍ Ó Vi É V̄i
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3.5 òÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÓÕÍÉ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ É ÁÎÔÉÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÉ. ôÏÇÁ×Á èÉÌÂÅÒ-
ÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÔÁ ëôð ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁÐÉÛÅ [27]

H
CFT

=

M

i; j

Ni j Vi
V j; Ni j 2 Z+; N00 = 1; (3.5.1)

ËßÄÅÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉÔÅ ÞÉÓÌÁ Ni j ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÒÁÔÎÏÓÔÉÔÅ, Ó ËÏÉÔÏ ÄÁÄÅÎÁ Ä×ÏÊËÁ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÕÞÁÓÔ×ÁÔ × ÐßÌÎÏÔÏ èÉÌÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. (N00 = 1 ÉÚÒÁÚÑ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏ-
ÓÔÔÁ ÎÁ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ.) òÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÉ Ni j, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÁÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÉÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÒÁÚÌÉÞÎÉèÉÌÂÅÒÔÏ×ÉÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÓßÏÔ×ÅÔÎÏÒÁÚÌÉÞÎÉ
ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÍÏÄÅÌÉ.
óßÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÔÅ ÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÍÅÈÁÎÉËÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ çÏÌÑÍ ëÁÎÏ-

ÎÉÞÅÎ áÎÓÁÍÂÌßÌ (çëá) ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ËÁÔÏ ÓÌÅÄÁ ×ßÒÈÕ èÉÌÂÅÒÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
[55, 27, 56]

Z(β;µ) = tr

H

e

�β(H�µN)

; (3.5.2)

ËßÄÅÔÏ H Å ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ, ÞÉÊÔÏ ÓÐÅËÔßÒ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ
ÏÔÄÏÌÕ (ÔÏ×Á Å ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ ÓÔÁÂÉÌÎÏÓÔ ÎÁ ÓÉÔÅÍÁÔÁ -- × ÐÒÏÔÉ×ÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÎÑÍÁ ËÁË×Ï ÄÁ
ÓÐÒÅ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÎÅÔÏ ËßÍ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Ó ×ÓÅ ÐÏ-ÎÉÓËÁ ÅÎÅÒÇÉÑ), N Å ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ ÂÒÏÑÔ
ÎÁ ÞÁÓÔÉÃÉÔÅ (ÒÅÓÐÅËÔÉ×ÎÏ, ÎÁ U(1)-ÚÁÒÑÄÁ10), Á β É µ ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÔÅÍÐÅ-
ÒÁÔÕÒÁ É ÈÉÍÉÞÎÉÑ (ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÑ) ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ. ïÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÚÁÒÑÄÁ ×
Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ëôð ÉÍÁÔ ×ÉÄÁ [30, 16, 27]

H = L0 +L0�
c

12
; N = J0� J0 (3.5.3)

É ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ ÓÌÅÄÁÔÁ

tr

V1�V2

= tr

V1

+ tr

V2

; tr

V1
V2

= tr

V1

: tr

V2

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ (3.5.2)

Z(β;µ) = ∑
i; j

Ni j χi(β;µ) χ j(β;µ); (3.5.4)

ËßÄÅÔÏ ×ß×ÅÄÏÈÍÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (ÈÉÒÁÌÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÓÔÁÔÓÕÍÉ) ÎÁ U(1)-ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ
ÔÏËÏ×Å É ÷ÉÒÁÓÏÒÏ [57, 27, 58]

χi(β;µ) = tr

Vi

e

2πi
(

τ(L0�
c

24 )�ζJ0))
;

2πImτ = β; 2πRe ζ = βµ; 2πImζ = βV0 (3.5.5)

(V0 Å èÏÌÏ×ÁÔÁ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÁÔÁ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÁ ÒÁÚÌÉËÁ) É ÞÅÒÔÁÔÁ ÎÁÄ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÏÚÎÁÞÁ×Á
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ.
úÁ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÔÁ ËßÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ×ÁÖÎÁ ÒÏÌÑ ÉÇÒÁÑÔ Ô.ÎÁÒ. ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉ

ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ [30]. ôÏ×Á ÓÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉ ×ßÒÈÕ ÔÏÒ

10ôßÊ ËÁÔÏ × Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ ÓÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕ×ÁÍÅ É ÏÔ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ
ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ëôð ÉÍÁ ×ÉÎÁÇÉ U(1) ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÑ ÔÏË
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S1
�S1 (òÉÍÁÎÏ×Á ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÁ ÏÔ ÒÅÄ 1). ôÏÒßÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁ ËÁÔÏ ÕÓÐÏÒÅÄÎÉË

× ÒÁ×ÎÉÎÁÔÁ, ÐÒÉ ËÏÊÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÉÔÅ ÒßÂÏ×Å ÓÁ ÓÌÅÐÅÎÉ [27, 26, 16]. íÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉ ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÍÉÓÌÉÍ ÔÏÒÁ ËÁÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ C =Λ
ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ C ÆÁËÏÔÒÉÚÉÒÁÎÁ ÐÏ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Λ = fn1ω1 + n2ω2 j ni

2 Zg,
ËßÄÅÔÏ ÂÁÚÉÓÎÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ (ÉÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉ) ωi ÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ (ÎÁÄ R), Ô.Å. ËÁ-
ÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ ÞÉÓÌÁ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÔÏ ω1=ω2 ÉÍÁ ÎÅÎÕÌÅ×Á ÉÍÁÇÉÎÅÒÎÁ ÞÁÓÔ, ËÏÑÔÏ ÂÅÚ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÝÎÏÓÔÔÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ (ÞÒÅÚ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ
ÐÅÒÉÏÄÉÔÅ). ôÏÇÁ×Á ÞÉÓÌÏÔÏ (ËÏÅÔÏ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÓßÝÏÔÏ ËÁÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔßÒÁ, ÓÐÒÅÇÎÁÔ ÎÁ
ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L0, ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÈÒÁËÔÅÒÉÔÅ É ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ)

τ def

=

ω2

ω1
; Im τ > 0 (3.5.6)

ÎÁÐßÌÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁ ÔÏÒÁ ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ Ä×ÁÔÁ ÐÅÒÉÏÄÁ, ËÏÉÔÏ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÔÒÁÎÓ-
ÆÏÒÍÉÒÁÎÉ ÓßÇÌÁÓÎÏ

�

ω1

ω2

�

!

�

ω0

1

ω0

2

��

a b

c d

��

ω1

ω2

�

;

�

a b

c d

�

2 SL(2;Z) (3.5.7)

ÔßÊ ËÁÔÏ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Λ Å Óß×ËÕÐÎÏÓÔ ÏÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÉ ÔÏÞËÉ, ÞÉÑÔÏ ÇÒÕÐÁ ÎÁ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ Å
SL(2,Z). ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ, ×ÓÉÞËÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔ -- ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ) ÎÁ
ÅÄÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÁ ×ßÒÈÕ ÔÏÒ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ-
ÔÏ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ SL(2,Z) ÐÒÉ ËÏÅÔÏ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔßÒ ÓÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÁ
ÓßÇÌÁÓÎÏ

τ! τ0 =
aτ+b

cτ+d
;

�

a b

c d

�

2 SL(2;Z) (3.5.8)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÔÁÚÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅ ÓÅ ÐÒÏÍÅÎÑ ÁËÏ ÕÍÎÏÖÉÍ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ (-1), ÔÁËÁ ÞÅ
×ÓßÝÎÏÓÔ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ SL(2;Z)=Z2.
íÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÉÍÁ Ä×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ

T : τ! τ+1 ) T =

�

1 1

0 1

�

S : τ!�

1

τ
) S =

�

0 1

�1 0

�

; (3.5.9)

ËÏÉÔÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ S2
= 1 = (ST)

3.
ëÁÐÅÌÉ É úÅÍÂÁ [30] ÐÒÁ×ÑÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÎÁ òëôð ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÉ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ

ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ, ËÏÅÔÏ ÎÁÌÁÇÁ ÓÌÅÄÎÉÔÅ
ÉÚÉÓË×ÁÎÉÑ ÚÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÓÔÁÔÓÕÍÉ:

T 2 : Z(τ+2;ζ) = Z(τ;ζ) (3.5.10a)

S : Z(�1=τ;ζ=τ) = Z(τ;ζ) (3.5.10b)

U : Z(τ;ζ+1) = Z(τ;ζ) (3.5.10c)

V : Z(τ;ζ+ τ) = Z(τ;ζ) (3.5.10d)

÷ ÔÅÒÍÉÎÉ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ Vi ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎ-
ÔÎÏÓÔ (3.5.10) ÏÚÎÁÞÁ×Á:

47



3.6 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ó du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

1. îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ Vi ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ òëôð ÓÁ
ËÒÁÅÎ ÂÒÏÊ

2. äÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ×ßÒÈÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÔÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÄÅ-
ÆÉÎÉÒÁ ËÒÁÊÎÏÍÅÒÎÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÉ T 2

; S; U; V

T 2 : χi(τ+2;ζ) = ∑
j

(T 2
)i jχ j(τ;ζ) (3.5.11a)

S : χi(�1=τ;ζ=τ) = ∑
j

Si jχ j(τ;ζ) (3.5.11b)

U : χi(τ;ζ+1) = ∑
j

Ui jχ j(τ;ζ) (3.5.11c)

V : χi(τ;ζ+ τ) = ∑
j

Vi jχ j(τ;ζ): (3.5.11d)

T 2 É S ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ËÒÁÊÎÏÍÅÒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÁ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁ-
ÒÁÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ.

3. íÁÔÒÉÃÁÔÁ N = Ni j ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó 4-ÔÅ ÍÁÔÒÉÃÉ (3.5.11), Ô.Å.

[N;T 2
] = [N;S] = [N;U ] = [N;V ] = 0:

÷ÓÑËÏ ÏÔ ÔÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ Vi ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÓÅËÔÏÒ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ É Óß-
ÏÔ×ÅÔÎÏ ÄÅÆÉÎÉÒÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÁ Φi (ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ ×
ÓÅËÔÏÒÁ) Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á. âÒÏÑÔ ÎÁ ÔÅÚÉ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ (ËÏÊÔÏ
Óß×ÐÁÄÁ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÒÅÄ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ) Å ËÒÁÅÎ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÒÉ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÔÁ ÎÁ
Ä×Å Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÉ ÅÄÎÁ ÉÌÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÏÔ ÐÏ×ÅÞÅ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ×Å-
ÞÅ ÕÞÁÓÔ×ÁÝÉ × ÔÅÏÒÉÑÔÁ. ðÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÚÁÄ×ÁÝÉ ÓÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÎÁ ÒÅÚÕÌÔÁÔÎÉÔÅ
Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ

Φi �Φ j =

dimS

∑
k=1

Nk
i jΦk; (3.5.12)

ÓÅ ÎÁÒÉÞÁÔ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ. óßÝÅÓÔ×Õ×Á ÚÁÂÅÌÅÖÉÔÅÌÎÁ ×ÒßÚËÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁÔÏ ÆÏÒ-
ÍÕÌÁ ÎÁ ÷ÅÒÌÉÎÄÅ [59], ÍÅÖÄÕ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ É S-ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ ÔÅÏÒÉÑÔÁ

Nk
i j = ∑

n

SinS jnSkn

S0n
; (3.5.13)

ËßÄÅÔÏ ÓßÓ S0k Å ÏÚÎÁÞÅÎ ×ÁËÕÕÍÎÉÑ ÒÅÄ ÎÁ S-ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ É ÞÅÒÔÁÔÁ ÏÚÎÁÞÁ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ
ÓÐÒÑÇÁÎÅ.

3.6 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ódu(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

èÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ du(1)
N
ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁ [50, 27, 31] ÏÔ ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ji

n ÎÁ N ÎÁ ÂÒÏÊ
ÔÏËÁ Ji

(z). ëÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏËÏ×ÅÔÅ, ËÏÉÔÏ ÎÁÐßÌÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÚÉÒÁÔ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ, ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÏ-ÐÒÏÓÔÏ ÉÚÒÁÚÅÎÉ ÞÒÅÚ òïð

Ji
(z)J j

(w)�
δi j

(z�w)2
() [Ji

(z);J j
(w)] =�δi jδ0(z�w); i; j = 1; : : :N: (3.6.1)
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ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÔÏ

Ji
(z) = ∑

n2Z

Ji
nz�n�1

) Jk
n =

I

dz

2πi
znJk

(z) (3.6.2)

É ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.4.16) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁ ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ
ÔÏËÏ×ÅÔÅ

[Ji
n;J

j
m] = n δi jδn+m;0: (3.6.3)

÷ÓÉÞËÉ ÏÓÔÁÎÁÌÉ ÐÏÌÅÔÁ × ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÔ ËÁÔÏ ÎÏÒÍÁÌÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅ-
ÎÉÑ ÏÔ ÔÏËÏ×ÅÔÅ É ÔÅÈÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÈÉÒÁÌÎÉÑÔ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ
T (z) ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÞÒÅÚ ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ

T (z) =
1

2

N

∑
i=1

:Ji
(z)Ji

(z):; (3.6.4)

ËßÄÅÔÏ ÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÞÒÅÚ ÉÚ×ÁÖÄÁÎÅ ÎÁ ÓÉÎÇÕ-
ÌÑÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ (Óß×ÐÁÄÁÝÁ × ÓÌÕÞÁÑ Ó ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ):

:Ji
(z)J j

(w):= Ji
(z)J j

(w)�
δi j

(z�w)2
= Ji

(z)J j
(w)�h0jJi

(z)J j
(w)j0i: (3.6.5)

ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ln ÎÁ T (z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÏÔ

T (z) = ∑
n2Z

Lnz�n�2
) Ln =

I

dz

2πi
zn+1T (z); (3.6.6)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ (Vir) (3.4.17)
Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = N [27]. ïÔÎÏÓÎÏ ÔÁÚÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÓÁ "ÐßÒ×ÉÞÎÉ" ÐÏÌÅÔÁ,Ô.Å.

T (z)Ji
(w)�

Ji
(z)

(z�w)2
+

∂Ji
(w)

z�w
()

�

Ln;J
i
m

�

=�mJi
n+m: (3.6.7)

÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ÅÄÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ
ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ. ÷ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÔÑ Å ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ
ÈÉÒÁÌÎÁ É ÁÎÔÉÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÉ. ðÏÒÁÄÉ ÔÏ×Á, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ ÚÁ ÅÄÎÁ
ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÓÅ ÓÔÒÏÉ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁ
ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ É ÁÎÔÉÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÉ. åÔÏ ÚÁÝÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ
ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÁ ÏÓÏÂÅÎÏ ×ÁÖÎÉ. óßÇÌÁÓÎÏ ÐÏÓÔÕÌÁÔÉÔÅ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÎÁÔÁ
ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ [60, 29] ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ×ÅËÔÏÒ j0i (×ÁËÕÕÍ) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ ÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÉ É Ó ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ.
÷ÓÉÞËÉ ÏÓÔÁÎÁÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ (Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ) ÓÅ ÓÔÒÏÑÔ ×ßÒÈÕ

Ô. ÎÁÒ. ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒÉ [27, 58, 16, 26], Ô.Å. ×ÅËÔÏÒÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ, ÐÏÄÏÂÎÉ ÎÁ
×ÁËÕÕÍÎÉÑ, ÎÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÝÉ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒ-
ÏÔÂÏÒ.
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3.6 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ó du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4 ÷ÅËÔÏÒßÔ j~λi ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÍÌÁÄÛÉ (ÉÌÉ ×ÅËÔÏÒ Ó ÍÌÁÄÛÅ ÔÅÇÌÏ) ÏÔÎÏÓÎÏ
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1)

N
, ËÏÇÁÔÏ

Ji
nj
~λi= 0; n > 0;

Ji
0j
~λi= λi

j

~λi: (3.6.8)

÷ÅËÔÏÒÉÔÅ
J

i1
�n1

J
i2
�n2

: : :J
ik
�nk
j

~λi; k � 0; n1 � n2 � �� �nk � 0 (3.6.9)

ÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ ÂÁÚÉÓ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ H
~λ Ó ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒ j

~λi. óËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×
ÔÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÞÒÅÚ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ ÐÏÒÏÄÅ-
ÎÁ ÏÔ ÓÐÒÑÇÁÎÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ ÔÏËÁ

(Ji
n)
�

= Ji
�n; (3.6.10)

ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.6.3) É ÎÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ h~λj~λi= 1.
äÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÓÌÅÄ×Á (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ)

ÏÔ (3.6.8)

Lnj
~λi= 0; n > 0;

L0j
~λi=

1

2

N

∑
i=1

(λi
)

2
j

~λi; ∆
~λ =

1

2

N

∑
i=1

(λi
)

2
=:

1

2
(

~λj~λ); (3.6.11)

Ô.Å. ÍÌÁÄÛÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ ÓßÓ N ÎÁ ÂÒÏÊ u(1)-ÚÁÒÑÄÉ É ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔ ( ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÄÉÌÁÔÁÃÉÉ L0).
óßÇÌÁÓÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ [29, 11, 26] ÐÏÌÅ $ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ × ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ

×ÅËÔÏÒÁ j~λi ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÌÏËÁÌÎÏÔÏ ÐÏÌÅ Y (

~λ;z) ÔÁËÏ×Á, ÞÅ

j

~λi= lim
z!0

Y (

~λ;z)j0i, Y (

~λ;z)j~λi= exp(zL
�1)j

~λi; (3.6.12)

ËßÄÅÔÏ L
�1 Å ÇÅÎÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ ÔÒÁÎÓÌÁÃÉÑ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ,Ô.Å.

e

zL
�1Y (

~λ;w)e�zL
�1

= Y (

~λ;w+ z).
óßÇÌÁÓÎÏ (3.6.8) ÐÏÌÅÔÏY (

~λ;z)ÐÒÉÔÅÖÁ×ÁN ÎÁÂÒÏÊ ÚÁÒÑÄÉλi É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÔÒÑÂ×Á
ÄÁ ÉÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÔÏËÏ×Å
É ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÐÏÌÅÔÏ Y (

~λ;z) ÔÒÑÂ×Á ÄÁ
ÂßÄÅ ÐßÒ×ÉÞÎÏ [27, 29, 16] ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1)

N
:

Ji
(z)Y(

~λ;w)�
λi

z�w
Y (

~λ;w)) [Ji
(z);Y(~λ;w)] = λiY (

~λ;w)δ(z�w); (3.6.13)

ÏÔËßÄÅÔÏ ÓÌÅÄ×Á, ÞÅ ÔÏ ÝÅ ÂßÄÅ "ÐßÒ×ÉÞÎÏ" (ÏÔÎÏ×Ï ÐÏÒÁÄÉ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ) É
ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ:

[Ln;Y (

~λ;z)] = zn
�

z
d

dz
+(n+1)∆

~λ

�

Y (

~λ;z): (3.6.14)
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ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.2 õÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁdu(1)
N
ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ (3.6.13) Å Óß×ÍÅÓÔÉÍÏ ÓßÓ ÒÅÐÁÒÁÍÅÔ-

ÒÉÚÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ (3.6.14) É ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ (3.6.4) ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ
ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ

∆
~λ =

1

2

N

∑
i=1

(λi
)

2

d

dz
Y (

~λ;z) =
N

∑
i=1

λi:Ji
(z)Y(

~λ;z): (3.6.15)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï: ôÏ×Á Å ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ôÅÏÒÅÍÁ 5.2 ÏÔ [27].
òÅÛÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÔÏ×Á ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÁÌÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔ ÄÏ ÏÂÝ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌ. ëÏÇÁÔÏ ÎÁÌÏÖÉÍ ÎÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ

h0jY(

~λ;z)Y(�

~λ;w)j0i=
1

(z�w)(
~λj~λ)

(3.6.16)

ÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÏ ×ß× ×ÉÄÁ

Y (

~λ;z) = :eiφ(~λ;z):=U
~λe

iφ
+

(

~λ;z)zJ
~λ
0
e

iφ
�

(

~λ;z)
; (3.6.17)

ËßÄÅÔÏ

iφ
�

(

~λ;z) =�

∞

∑
n=1

J
~λ
�n

z�n

n
;

J
~λ
n
def

=

N

∑
i=1

~λiJi
n =: (~λjJn); (3.6.18)

Á ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔU
~λ Å (×ßÎÛÅÎ) Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÝ ÏÔÍÅÓÔ-

×ÁÎÅ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ. ðÏÒÁÄÉ ÔÏ×Á ÔÏÊ ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÎÅÎÕÌÅ×É ÍÏÄÉ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ:

[J
~λ
n ;U~λ0

] = (

~λj~λ0)U
~λ0

δn;0: (3.6.19)

ïÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅU
~λ ÚÁÄÁ×ÁÔ ÕÎÉÔÁÒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ R

N
3

~λ, Ô.Å.

U
~λU

~λ0

=U
~λ0

U
~λ =U

~λ+~λ0

; U0 = 1: (3.6.20)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 3.3 ëÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.6.19) ÚÁÅÄÎÏ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (3.6.31) ÎÁ-
ÐßÌÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅU

~ω × èÉÌÂÅÒÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï H
~λ

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3 ëÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ×ÅÒÔÅËÓÎÉÔÅ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ (3.6.17) ÓÅ ÐÒÅÓÍÑ-
ÔÁÔ ÐÏ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

h0j
N

∏
i=1

Y (

~λi;zi)j0i= ∏
1�i< j�N

(zi� z j)
(

~λij
~λ j)δ

~λ1+
~λ2+���+

~λN ;0
;

jz1j> jz2j> � � �> jzNj: (3.6.21)
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3.6 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ó du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

ðÒÅÄÉ ÄÁ ÐÒÉÓÔßÐÉÍ ËßÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3 ÝÅ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÎÁÔÁ
ìÅÍÁ. ÷ ÓÉÌÁ Å ÏÂÍÅÎÎÏÔÏ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

�

z
J
(

~λi)

0
i e

iφ
�

(

~λi;zi)

��

U
~λ j
e

iφ
+

(

~λ j;z j)

�

= (zi� z j)
(

~λij
~λ j)

�

U
~λ j
e

iφ
+

(

~λ j;z j)

��

z
J
(

~λi)

0
i e

iφ
�

(

~λi;zi)

�

jz jj < jzij (3.6.22)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:

z
J
(

~λi)

0

i e

iφ
�

(

~λi;zi)U
~λ j
e

iφ
+

(

~λ j;z j)
= z

J
(

~λi)

0

i U
~λ j
e

iφ
�

(

~λi;zi)
e

iφ
+

(

~λ j;z j) (3.6.23)

ÐÏÎÅÖe ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.6.19)U
~λ ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÍÏÄÉ ÎÁ ÔÏËÁ ÏÓ×ÅÎ Ó ÎÕÌÅ×ÉÑ, ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌÎÏ ËÏÍÕÔÉÒÁ É Ó φ
�

(

~λ0;z).
1. óßÇÌÁÓÎÏ (3.6.20)U

~λ Å ÏÂÒÁÔÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÔßÖÄÅÓÔ×ÏÔÏU�1
e

AU =

e

U�1AU É ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (3.6.19) (× ÞÁÓÔÎÏÓÔU�1
~λ

J
~λ0

0 U
~λ = J

~λ0

0 +(

~λj~λ0)) ÍÏ-
ÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÍÅÓÔÉÍ ÐßÒ×ÉÔÅ Ä×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

z
J
~λi
0

i U
~λ j

= e

J
~λi
0 lnziU

~λ j
=: A =)

U
�

~λ j
A =U�1

~λ j

e

J
~λi
0 lnziU

~λ j
= e

U�1
~λ j

J
~λi
0 U

~λ j
lnzi

= e

(J
~λi
0 +(

~λij
~λ j)) lnzi

= z
(J

~λi
0 +(

~λij
~λ j))

i =)

z
J
~λi
0

i U
~λ j

=U
~λ j

z
(J

~λi
0 +(

~λij
~λ j))

i : (3.6.24)

2. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ,

e

A
e

B
= e

B
e

A
e

[A;B]
, [A; [A;B]] = [B; [A;B]] = 0;)

e

iφ
�

(

~λi;zi)
e

iφ
+

(

~λ j;z j)
= e

iφ
+

(

~λ j;z j)
e

iφ
�

(

~λi;zi)
e

[iφ
�

(

~λi;zi);iφ+(~λ j;z j)]
; (3.6.25)

ËÏÇÁÔÏ [iφ
�

(

~λ;z); [iφ
�

(

~λ;z); iφ
+

(

~λ0;z0)]] = 0. úÁÔÏ×Á ÉÚÞÉÓÌÑ×ÁÍÅ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÁ

[iφ
�

(

~λi;zi); iφ+

(

~λ j;z j)] =�

∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

z�n
i

n

zm
j

m
[J

(

~λi)

n ;J
(

~λ j)

�m ] =

�

[J
(

~λi)

n ;J
(

~λ j)

�m ] = n(~λij
~λ j)δn;m

�

=�(

~λij
~λ j)

∞

∑
n=1

z�n
i zn

j

n
= (

~λij
~λ j) ln

�

1�
z j

zi

�

= ln
�zi� z j

zi

�

(

~λij
~λ j)

: (3.6.26)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÒÁÄÉÕÓßÔ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔ R ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÎÉÑ ÒÅÄ
∞
∑

n=1

ζn

n
, ÕÞÁÓÔ×ÁÝ ×

(3.6.26) Å 1, Ô.Å. R�1
= lim

n!∞
n
p

n = 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÒÅÄßÔ Å ÓÈÏÄÑÝ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ jz j=zij< 1,

Ô.Å. ËÏÇÁÔÏ jz jj< jzij. ÷ ÔÁËß× ÓÌÕÞÁÊ ÒÅÄßÔ Óß×ÐÁÄÁ Ó ÇÌÁ×ÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÔßÍÁ
× ÏÔ×ÏÒÅÎÉÑ ÄÉÓË jz�1j< 1 Ó ÃÅÎÔßÒ z = 1 É ÒÁÄÉÕÓ 1.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

e

iφ
�

(

~λi;zi)
e

iφ
+

(

~λ j;z j)
=

�zi� z j

zi

�

(

~λij
~λ j)

e

iφ
+

(

~λ j;z j)
e

iφ
�

(

~λi;zi) (3.6.27)
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ôÁËÁ, × ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ, ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

z
J
(

~λi)

0

i e

iφ
�

(

~λi;zi)U
~λ j
e

iφ
�

(

~λ j;z j)
= z

(

~λij
~λ j)

i

�zi� z j

zi

�

(

~λij
~λ j)

U
~λ j
e

iφ
+

(

~λ j;z j)z
J
(

~λi)

0

i e

iφ
�

(

~λi;zi)
;

jz jj < jzij: (3.6.28)

Ó ËÏÅÔÏ ÌÅÍÁÔÁ Å ÄÏËÁÚÁÎÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï ÎÁ T×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3:
äÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ (3.6.21) ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

h

N

∏
i=1

Y (

~λi;zi)i= he

iφ1
+

e

iφ1
�

: : :e

iφN
+

e

iφN
�

i; (3.6.29)

ËßÄÅÔÏ eiφk
+

= U
~λk
e

iφ
+

(

~λk;zk) É eiφk
�

= z
J
(

~λk)

0

k e

iφ
�

(

~λk;zk), Ô.Å. eiφ j
�

e

iφk
+

= (z j� zk)
(

~λ jj
~λk)

e

iφk
+

e

iφ j
�. ôÏ-

ÇÁ×Á, ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ eiφk
�

j0i = j0i, ÐÒÅÈ×ßÒÌÉÍ ×ÓÉÞËÉ eiφk
+ ÏÔÌÑ×Ï É ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÏÝÅ

h0jeiφk
+

= h0jU
~λk
ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

h

N

∏
i=1

Y (

~λi;zi)i= h

N�1

∏
k=1

(e

iφk
+

e

iφk
�

)e

iφN
+

i

Ëåìà

=

=

N�1

∏
k=1

(zk� zN)
(

~λkj
~λN)
he

iφN
+

N�1

∏
j=1

(e

iφ j
+

e

iφ j
�

)i=

N�1

∏
k=1

(zk� zN)
(

~λkj
~λN)
hU

~λN

N�2

∏
j=1

(e

iφ j
+

e

iφ j
�

)e

iφN�1
+

i=

=

N�1

∏
k=1

(zk� zN)
(

~λkj
~λN)

N�2

∏
l=1

(zl� zN�1)
(

~λl j
~λN�1)

hU
~λN

U
~λN�1

N�2

∏
i=1

e

iφi
+

e

iφi
�

i= : : :

=

N�1

∏
i1=1

(zi1 � zN)
(

~λi1
j

~λN)

N�2

∏
i2=1

(zi2 � zN�1)
(

~λi2
j

~λN�1)
: : :�

�

N�(N�1)

∏
iN�1=1

(ziN�1
� zN�(N�1))

(

~λiN�1
j

~λN�(N�1))
hU

~λN
U
~λN�1

: : :U
~λN�(N�1)

i: (3.6.30)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, U
~λN

U
~λN�1

: : :U
~λN�(N�1)

j0i = U
~λ1+���+

~λN
j0i = j

~λ1 + � � �+
~λNi É h0j~ωi = δ

~ω;0,

ÐÏÎÅÖÅ ÔÏ×Á ÓÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ×ÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÅÒÍÉÔÏ×ÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Ji
0. ôÏ×Á ÚÁ×ßÒÛ×Á ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 3.4 õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.6.21) ÚÁÄÁ×Á ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ ÔÏÞÎÏ ÎÁÒÅÄÅÎÉ
ÐÏ ÍÏÄÕÌ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉ. îÏ ÔßÊ ËÁÔÏ ÔÑ Å ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÏÄßÌÖÅÎÁ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ ÚÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÉ ÒÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ zi × ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ×ÓÑËÏ ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÐÏÌÅ Y (

~λ;z) ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ du(1)

N
Ó ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒ

j

~λi= lim
z!0

Y (

~λ;z)j0i=U
~λj0i;

~λ 2 RN
: (3.6.31)
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3.7 òÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

ðÏÒÁÄÉ ÔÁÚÉ ÐÒÉÞÉÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ du(1)
N
ÎÅ Å ÒÁÃÉÏÎÁÌ-

ÎÁ,Ô.Å. ÔÑ ÉÍÁ ÂÅÚÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÔÁËÁ, ÞÅ ÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÒÁÊÎÏ-
ÍÅÒÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ SL(2;Z). ïÔ ÆÉÚÉÞÎÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ
Y (

~λ;z) ÉÇÒÁÑÔ ÒÏÌÑ ÎÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÓßÓ ÚÁÒÑÄÉ λi ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÏËÏ×ÅÔÅ Ji
(z). ëÁËÔÏ ×ÅÞÅ

ÓÐÏÍÅÎÁÈÍÅ ÅÆÅËÔÉ×ÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ ÆÌÕÉÄÉ ÉÍÁÔ
ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ × ÎÉÓËÏÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÓÐÅËÔßÒ ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ.

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3.6.31) ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ × ÞÉÓÔÁÔÁdu(1)
N
ÔÅÏÒÉÑ ×ÓÑËÏ~λ 6= 0 Å ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÑÎÅ Ó ÎÅÎÕÌÅ× ÚÁÒÑÄ, Ô.Å. ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ ÍÁÌËÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ
ÅÎÅÒÇÉÑ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÎÑÍÁ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÑ ËÏÇÁÔÏ N = 1 ÁÌ-

ÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1) ÏÐÉÓ×Á ÅÄÎÏÍÅÒÅÎ æÅÒÍÉ-ÆÌÕÉÄ, ÚÁ ËÏÊÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÅ ÎÅ Å
ÎÅÓ×É×ÁÅÍ (ÒÅÓÐÅËÔÉ×ÎÏ, ÎÑÍÁ ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ × ÓÐÅËÔßÒÁ ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ
×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ).
ëÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏ-ÎÁÔÁÔßË ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉÑ ÐÒÁÇ × ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ

ÔÅÏÒÉÑ ÓßÄßÒÖÁÝÑ du(1)
N
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÁ ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ÚÁ ÍÏÄÕ-

ÌÁÒÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ, Ô.Å. ÎÁÌÁÇÁ ÓÅ ÄÁ ÔßÒÓÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å.
ôÕË ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ × ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ËßÍ ÍÏÄÅÌÉÔÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×É ÁÌ-

ÇÅÂÒÉ ÎÁ ÔÏËÏ×Å, ÏÐÉÓ×ÁÝÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ É ÔÁËÁ ÎÁÒÅÞÅÎÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉ
W1+∞ ÍÏÄÅÌÉ [20, 21, 22], ËßÄÅÔÏ ÎÁÒÅÄ Ó ÌÏËÁÌÎÉÔÅ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ (Ó ÎÅÎÕÌÅ×
ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ) ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ É ÎÅÕÔÒÁÌÎÉ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ ÍÁ-
ÌËÁ ÅÎÅÒÇÉÑ. úÁÔÏ×Á ÔÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ ÆÌÕÉÄÉ ÎÅ ÉÚÉÓË×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ
ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, ÐÏÎÅÖÅ ÎÅÕÔÒÁÌÎÉÔÅ ÞÁÓÔÉÃÉ ÍÏÖÅ ÄÁ ÎÑÍÁÔ ÚÁÂÒÁÎÅÎ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ
ÐÒÁÇ.

3.7 òÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁdu(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

òÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ du(1)
N
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ËÁÔÏ ÐÒÉÂÁ×ÉÍ

ËßÍ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÏ×É ÌÏËÁÌÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ.
ôßÊ ËÁÔÏ ÐÒÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅÔÏ ÎÉÅ ÂÉÈÍÅ ÉÓËÁÌÉ ÄÁ ÚÁÐÁÚÉÍ u(1)N ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ, ËÁËÔÏ
É ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ, ÎÏ×ÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÚÂÒÁÎÉ
ÉÚÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ Y (q

i
;z); q

i
2 R

N . ôÏÇÁ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ ÐßÒ×ÉÞÎÏÓÔ ÏÔÎÏÓ-
ÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÇÁÒÁÎÔÉÒÁ,ÞÅ ÎÏ×ÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÌÏËÁÌÎÏ ËÏÍÕÔÉÒÁÔ Ó ÔÏËÏ×ÅÔÅ É
ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ. ôÒÑÂ×Á ÏÂÁÞÅ, ÄÁ ÓÅ ÏÓÉÇÕÒÉ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÔÁ É ×ÚÁÉÍÎÁÔÁ
ÌÏËÁÌÎÏÓÔ ÎÁ ÎÏ×ÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ. ìÏËÁÌÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ×ÅÒÔÅËÓÎÉÔÅ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ Y (q

i
;z) ÉÚÉÓË×Á

ËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ (ÒÅÓÐ. ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ) ÉÍ ÄÁ ÉÍÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÅÎ ÎÏÓÉÔÅÌ ÐÒÉ Óß×ÐÁÄÁÝÉ
ÁÒÇÕÍÅÎÔÉ,Ô.Å. ÄÁ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ËÁÔÏ ËÒÁÊÎÁ ÓÕÍÁ ÏÔ δ- ÆÕÎËÃÉÑÔÁ (×ÉÖ äÏÐßÌÎÅÎÉÅ A) É
ÎÅÊÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÉ

I

dz

2πi
f (z)δ(z�w) = f (w) ) δ(n)(z�w) = n!

n

(�1)n

(z�w)n+1
+

1

(w� z)n+1

o

: (3.7.1)

ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ Ñ×ÎÉÑ ×ÉÄ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ (3.6.17) ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÎÏÔÏ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÉ ÍÁÌËÁ ÒÁÚÌÉËÁ × ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ

Y (

~λ1;z1)Y (

~λ2;z2) = (z1� z2)
(

~λ1j
~λ2)Y (

~λ1 +
~λ2;z2)+O((z1� z2)

(

~λ1j
~λ2)+1

): (3.7.2)
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ïÔ ÔÕË ÓÅ ×ÉÖÄÁ, ÞÅ ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ÚÁ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔ É ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ âÏÚÅ-æÅÒÍÉ ÁÌÔÅ-
ÒÎÁÔÉ×Á ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ (3.7.2) ÓÁ ÉÚÐßÌÎÅÎÉ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ (

~λ1j
~λ2) 2 Z. óßÝÏ

ÔÁËÁ ËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ (ÒÅÓÐ. ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÔÏÒßÔ) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ ËÁÔÏ ËÒÁÊÎÁ ÓÕÍÁ ÏÔ
δ- ÆÕÎËÃÉÑÔÁ É ÎÅÊÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÉ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ (

~λ1j
~λ2) 2 Z. ôÁËÁ ÓÔÉÇÁÍÅ ÄÏ ÉÚ×Ï-

ÄÁ, ÞÅ ÚÁÒÑÄÉÔÅ ÎÁ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ (qi
jq

j
) 2 Z 8i; j.

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÄÏÂÁ×ÑÊËÉ ÐÏÌÅÔÏ Y (q

i
;z) ÎÉÅ ÓÍÅ ÄÌßÖÎÉ ÄÁ ÄÏÂÁ×ÉÍ É

ÐÏÌÅÔÏ Y (�q

i
;z) = Y (q

i
;z)�. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑÔÁ × ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÓÅ ÐÒÏ-

ÄßÌÖÁ×Á ÄÏ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ ×ßÒÈÕ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÁÔÏ ÓÅ ÉÚÐÏÌÚ×Á ÕÎÉÔÁÒÎÏÓÔÔÁ
(U

~λ)
�1

= (U
~λ)

�

= U
�

~λ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ É ÔÏÇÁ×Á ÓÐÒÑÇÁÎÅÔÏ
ÎÁ ×ÅÒÔÅËÓÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ (3.6.17) ÐÒÏÍÅÎÑ ÓÁÍÏ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÎÅÊÎÉÑ ÚÁÒÑÄ. ðÒÉ ÔÏ×Á,
ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÚÁÔ×ÏÒÅÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÅÒÍÉÔÏ×Ï ÓÐÒÑÇÁÎÅ.
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÁËÏ ÒÁÚÛÉÒÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Ó ÐÏÌÅÔÁÔÁ Y (q

i
;z); Y (q

j
;z); (q

i
jq

j
) 2 Z ÔÏ

ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.7.2) × ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÝÅ ÐÒÉÓßÓÔ×Á É ÐÏÌÅÔÏ Y (q

i
+q

j
;z). ó ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅ ÎÁ ÐÒÉÂÁ×ÅÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ, × ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ
×ÓÉÞËÉ ÐÏÌÅÔÁ Y (

~ω;z), ÓßÓ ÚÁÒÑÄ

~ω =

N

∑
i=1

niq
i
; ni 2 Z; )

~ω 2 Γ =

N
M

i=1

Zq

i
: (3.7.3)

ôÁËÁ, ÐÒÉÂÁ×ÑÊËÉ ÐÏÌÅÔÁÔÁY (q

i
;z) 8i; j (qi

jq

j
) 2Z ËßÍ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å, ÎÉÅ ÐÒÉÂÁ-

×ÑÍÅ ÂÅÚÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÞÉÊÔÏ ÚÁÒÑÄÉ ÌÅÖÁÔ ×ß× ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ

Γ. íÅÔÒÉËÁÔÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ (qi
jq

j
)

def

= G
i j
Γ (ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ [62, 50, 18, 31]

ÚÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ) ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÎÅÉÚÒÏÄÅÎÁ, Ó ÒÁÎÇN. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÎÁ-
ÍÅÒÉ ÂÁÚÉÓ, × ËÏÊÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ ÄÁ ÓßÄßÒÖÁ ÅÄÉÎ ÎÕÌÅ× ÒÅÄ. ôÏÇÁ×Á ×ÅËÔÏÒßÔ q̃i

ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝ ÎÁ ÔÏÚÉ ÒÅÄ ÝÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÏÌÅÔÏY (aq̃i
;z), ÔÁËÏ×Á, ÞÅ a(q̃i

jq̃

j
) = 0; 8 i; j, ËÏÅÔÏ

Å ÌÏËÁÌÎÏ Ó ×ÓÉÞËÉ ÐÏÌÅÔÁ É ÚÁÄÁ×Á ÂÅÚÂÒÏÊ ÍÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ a 2 R ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁ-
ÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ×ß×ÅÄÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌÎÁ ÎÏÒÍÉÒÉ×ËÁ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ É ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ
ÐÏÌÅÔÁ × ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÑÔÏ ÝÅ ÓÅ ÏËÁÖÅ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÏ-ÕÄÏÂÎÁ. ðÒÅÄÉ ×ÓÉÞ-
ËÏ, ÐÏÎÅÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ Å ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ (Ô.Å. ÒÅÁÌÎÁ) É ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ A (AT

= A�1), ËÏÑÔÏ Ñ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁ

(A�1
)

i
kGkl

Γ Al
j
= diδi j

; (3.7.4)

ËßÄÅÔÏ 8i; di
> 0, ÚÁ Ô. ÎÁÒ. "ÈÉÒÁÌÎÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ"11. ôÏÇÁ×Á ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ

Bk
i
=

Ak
i

p

di
òàêà; ÷å (3.7.5)

Bk
iBl

jGkl
Γ = δi j

, Gkl
Γ = (B�1

)i
k
(B�1

) j
lδi j

: (3.7.6)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 3.5 íÁÔÒÉÃÁÔÁ (3.7.5) ÎÅ Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ (3.7.6). ÷ÓÑËÁ ÄÒÕÇÁ
ÍÁÔÒÉÃÁ (eB�1

)i
k
= Oi

s
(B�1

)s
k, ËßÄÅÔÏ (Oi

s
) 2 O(N) Å ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÓßÝÏ ÕÄÏ×-

ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á (3.7.6). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ--ûÍÉÄÔ ÚÁ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ G.

11ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÒÁÂÏÔÉÍ ÉÚÃÑÌÏ Ó ÈÉÒÁÌÎÉ èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ. ðßÌÎÁÔÁ ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑ, ×ËÌÀÞ×ÁÝÁ
ÆÌÕÉÄÉ ÂÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÈÉÒÁÌÎÏÓÔ Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎÁ ×ß× [50].
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3.7 òÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

îÏ×ÉÔÅ ÔÏËÏ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÑÍÅ ËÁËÔÏ ÓÌÅÄ×Á:

H i
(z)

def

= (B�1
)k

iJk
(z) )

H i
(z)H j

(w)�
(B�1

)k
i
(B�1

)l
jδkl

(z�w)2
=

G
i j
Γ

(z�w)2
;

H i
(z)Y(

~λ;w)�
(B�1

)k
i
~λk

z�w
Y (

~λ;w) =
(q

i
j

~λ)
z�w

Y (

~λ;w); (3.7.7)

ËßÄÅÔÏ qi
= (B�1

)k
i
e

k
0 É fe

i
0g,
�

(e

i
0je

j
0) = δi j

�

Å äÅËÁÒÔÏ×ÉÑÔ ÂÁÚÉÓ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ

Ji
(z), ÄÏËÁÔÏ fqi

g,
�

(q

i
jq

j
) = G

i j
Γ

�

Å ÎÏ×ÉÑ ÂÁÚÉÓ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ H i
(z).

ôÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á × ÎÏ×ÉÑ ÂÁÚÉÓ ÏÔ ÔÏËÏ×Å

T (z) =
1

2

N

∑
i=1

:Ji
(z)Ji

(z):=
1

2

N

∑
i=1

:Hi(z)H
i
(z):;

Hi(z) = (G�1
Γ )i jH

i
(z); (G�1

Γ )i j = Bk
iB

l
jδkl: (3.7.8)

óÌÅÄ×ÁÝÉÔÅ Ä×Å ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÚÀÍÉÒÁÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÔÏ ÓßÄßÒÖÁÎÉÅ ÎÁ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÉÑ

ÁÎÁÌÉÚ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1)
N
.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5 îÅËÁ fqi
g

N
i=1 Å ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÉ × N- ÍÅÒÎÏ Å×ËÌÉ-

ÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓßÓ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ( j ). íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ ÔÏÞËÉ

Γ =

n

~ω = niq
i
�

�

�

ni 2 Z

o

(3.7.9)

ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÒÅÛÅÔËÁ. òÅÛÅÔËÁÔÁ Γ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ, ËÏÇÁÔÏ (qi
jq

j
) = G

i j
Γ 2 Z. òÅÛÅ-

ÔËÁÔÁ Γ� = f

~λ : Γ! Zg ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÄÕÁÌÎÁ ÎÁ Γ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6 òÁÃÉÏÎÁÌÎo ÒÁÚÛÉÒÅÎÉe ÎÁdu(1)
N
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÎÁÒÉÞÁÍÅ ÈÉÒÁÌ-

ÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁA(Γ) ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔÔÏËÏ×ÅÔÅH i
(z); i = 1; : : : ;N É 2N ÎÁ ÂÒÏÊ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ÐÏÌÅÔÁ

Y (�q

i
;z), ÞÉÊÔÏ ÚÁÒÑÄÉ ÏÂÒÁÚÕ×ÁÔ ÂÁÚÉÓ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ =

N
L

i=1

Zq

i Ó (ÎÅÉÚÒÏ-

ÄÅÎÁ) ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍG
i j
Γ = (q

i
jq

j
) 2 Z. ëÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ × ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ

ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÏÔ ÓÌÅÄÎÉÔÅ òïð:

H i
(z)H j

(w)�
G

i j
Γ

(z�w)2
; (3.7.10a)

H i
(z)Y(

~λ;w)�
(q

i
j

~λ)
z�w

Y (

~λ;w); (3.7.10b)

Y (

~λ1;z1)Y (

~λ2;z2)� (z1� z2)
(

~λ1j
~λ2)Y (

~λ1 +
~λ2;z2)+ � � � ; (3.7.10c)

[H i
n;U~λ] = (q

i
j

~λ)U
~λδn;0: (3.7.10d)
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ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ËßÍ ÅÆÅËÔÁ ÎÁ èÏÌ ÉÚÉÓË×Á ×ß×ÅÖÄÁÎÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÑ
ÚÁÒÑÄ, ÞÉÑÔÏ ÁÎÏÍÁÌÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑ èÏÌÏ×ÏÔÏ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÅ, Ô.Å,

Jel(z)Jel(w)�
ν

(z�w)2
: (3.7.11)

ôÏÚÉ U(1) ÔÏË Å ÌÉÎÅÊÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ [50] ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÉÔÅ ÔÏËÏ×Å H i
(z) × ÒÅÛÅÔËÁÔÁ

Jel(z)
def

= (QjH(z)) =
N

∑
i=1

QiG�1
i j H j

(z); (3.7.12)

ËßÄÅÔÏ ×ÅËÔÏÒßÔ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁQ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ [50, 18, 20, 21]:

Q1: Q= Qi
q

�

i Å ÐÒÉÍÉÔÉ×ÅÎ ×ÅËÔÏÒ × ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ�, Ô.Å. gcd(Q1
; � � �QN

) = 1.

Q2: ë×ÁÄÒÁÔßÔ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ (QjQ) = ν .

Q3: ÷ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ÚÁÒÑÄÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ: 8q 2 Γ (Qjq)� (qjq) mod 2 .

ðÏÄÒÏÂÎÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÁÐÁÒÁÔÁ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ, ÔÅÈÎÉÔÅ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÉ É ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÉÔÅ ÉÍ ÆÉÚÉÞÎÉ ×ÅÌÉÞÉÎÉ, ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÍÅÒÅÎÏ × [50].

3.8 îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ A(Γ) ÎÁ
d

u(1)

N

ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ A(Γ) ÎÁ du(1)
N
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ

ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓßÄßÒÖÁÔ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÔÑ
ÓÅ ÓßÄßÒÖÁ × ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅÔÏ. ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÐßÒ×ÉÔÅ ÝÅ ÂßÄÁÔ ÐÒÅËÉ ÓÕÍÉ ÏÔ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÑÎÉÑ Ó ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒÉ j~λi ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÉ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ (ÏÔÎÏÓÎÏ du(1)
N
) ÐÏÌÅÔÁ

Y (

~λ;z). ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ, ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÊËÉ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁÍÁÌÑ×ÁÍÅ ÂÒÏÑ ÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ÐÒÅ-
ÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, ÎÏ ×ÓÉÞËÉ ÔÅ ÓÅ ÓÔÒÏÑÔ ÞÒÅÚ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ÎÅÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.
ðßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÝÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÌÏËÁÌ-

ÎÉ Ó ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÏÔ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÎÏ ÎÅ ÚÁÄßÌÖÉÔÅÌÎÏ ÌÏËÁÌÎÉ ÐÏÍÅÖÄÕ ÓÉ). ôÏ×Á
ÎÁÌÁÇÁ ÓÉÌÎÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ßÒÈÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÄÁÄÅÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ É ×
ÎÑËÏÉ ÓÌÕÞÁÉ ÇÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÎÁÐßÌÎÏ. ÷ÓÉÞËÉ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÁ ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÌÏËÁÌÎÉ Ó ÔÏËÏ×ÅÔÅ ÐÏÒÁÖÄÁÝÉ du(1)
N
). ïÓÔÁ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ ÌÏËÁÌÎÏÓÔ Ó ÐÏÌÅÔÁÔÁ

Y (

~ω;z); ~ω 2 Γ. ëÁËÔÏ ×ÅÞÅ ÓÐÏÍÅÎÁÈÍÅ, ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.7.2), Ä×Á ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÁ
×ÚÁÉÍÎÏ ÌÏËÁÌÎÉ ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ ÓËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÔÅÈÎÉÔÅ
ÚÁÒÑÄÉ Å ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ. ÷ ÎÁÛÉÑ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÅÔÏ Y (

~λ;z) ÚÁÄÁ×ÁÝÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÒÁÚÛÉ-
ÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Å ÌÏËÁÌÎÏ ÓY (

~ω;z); ~ω2 Γ ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ 8~ω2 Γ (

~λj~ω)2Z.
ôÏ×Á, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ~λ 2 Γ�, ËßÄÅÔÏ Γ� Å ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ [50, 31].
ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÁËÏ~λ 2 Γ� ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ É ~ω 2 Γ ÔÏ~λ+

~ω ÓßÝÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ
ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ A(Γ) ÐÏÎÅÖÅ 8~ω0

2 Γ (

~λ+

~ωj~ω0

) 2 Z. ôÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÏÂÁ-
ÞÅ Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÁ ÐßÒ×ÏÔÏ, ÐÏÎÅÖÅ j~λ+

~ωi = U
~ωj
~λi, ËßÄÅÔÏ U

~ω 2 A(Γ) Å ×ßÔÒÅÛÅÎ
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3.8 îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ A(Γ) ÎÁ du(1)
N

ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ô.Å.

8A 2 A(Γ) π
~λ+~ω(A) =U�1

~ω π
~λ(A)U~ω:

ôÁÚÉ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(Γ) ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁ ÏÔ
ÒÅÌÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ × ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ� ÏÔÎÏÓÎÏ Γ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7 òÅÌÁÃÉÑ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ × Γ� ÏÔÎÏÓÎÏ Γ

8

~λ1;
~λ2 2 Γ� ~λ1 �

~λ2 ()

~λ1�
~λ2 2 Γ: (3.8.1)

ôÁËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁÔÁ ÒÅÌÁÃÉÑ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔ ~λ�~λ
îÁÉÓÔÉÎÁ,~λ�~λ = 0 2 Γ.

ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔ ~λ1 �
~λ2 )

~λ2 �
~λ1

îÁÉÓÔÉÎÁ,~λ1�
~λ2 =~ω 2 Γ)~λ2�

~λ1 =�

~ω 2 Γ.

ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔ ~λ1 �
~λ2;

~λ2 �
~λ3 )

~λ1 �
~λ3

îÁÉÓÔÉÎÁ,~λ1�
~λ2 =~ω 2 Γ; ~λ2�

~λ3 =~ω0

2 Γ)~λ1�
~λ3 =~ω+

~ω0

2 Γ.

òÅÌÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ (3.7) ÒÁÚÂÉ×Á ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ� ÎÁ ÎÅÐÒÅÓÉÞÁÝÉ ÓÅ ËÌÁÓÏ×Å
ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÓÐÒÑÍÏ Γ. ôÏÇÁ×Á, ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ
A(Γ) ÝÅ ÂßÄÁÔ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ Γ�=Γ ÏÔ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔ

[

~λi] =

n

~λ 2 Γ�
�

�

�

~λ�~λi

o

; Γ�=Γ =

n

[

~λi]

�

�

�

~λi 6�
~λ j

o

: (3.8.2)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.4 íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ (3.8.2) ÏÔ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á

ËÒÁÊÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1) çÒÕÐÏ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8 ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÔÏ × ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=Γ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ:

8 [

~λ1]; [
~λ2] 2 Γ�=Γ

[

~λ1]+ [

~λ2]� [

~λ1 +
~λ2] 2 Γ�=Γ (3.8.3)

äÅÆÉÎÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Å ËÏÒÅËÔÎÏ, ÐÏÎÅÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉ ÏÔ ÉÚÂÏÒÁ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×É-
ÔÅÌÉ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÁËÏ ~λ01 �~λ1 É ~λ02 �~λ2 =)

~λ01 =

~λ1 +~ω1;
~λ02 =

~λ2 +~ω2 (~ω;~ω1;~ω2 2 Γ).
ôÏÇÁ×Á

[

~λ01]+ [

~λ02] = [

~λ01 +~λ
0

2] = [

~λ1+
~λ2 +~ω1 +~ω2

| {z }

2Γ

] = [

~λ1 +
~λ2] = [

~λ1]+ [

~λ2] (3.8.4)

äÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÇÒÕÐÏ×ÉÔÅ ÁËÓÉÏÍÉ:
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(i) ([

~λ1]+ [

~λ2])+ [

~λ3] = [

~λ1+
~λ2]+ [

~λ3] = [

~λ1+
~λ2 +

~λ3] = [

~λ1]+ ([

~λ2]+ [

~λ3])

(ii) 9 [1]� Γ : [1]+ [

~λ] = [

~λ]+ [1] = [

~λ+

~ω] = [

~λ]

(iii) 8[~λ] 2 Γ�=Γ 9 [

~λ�1
] = [�

~λ] 2 Γ�=Γ
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ (3.8.2) Å ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ. äÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÂÒÏÑ ÎÁ ÎÅÊÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ.

2) ôßÊ ËÁÔÏ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ Å ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ Γ� ×ßÚÌÉÔÅ ÏÔ ÐßÒ×ÁÔÁ ÝÅ ÂßÄÁÔ ×ßÚÌÉ É
ÎÁ ×ÔÏÒÁÔÁ. ðÒÉ ÔÏ×Á, ÒÅÌÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÐÒÅÈ×ßÒÌÑ ÏÔ ×ßÔÒÅÛÎÏÓÔÔÁ ÎÁ
ÅÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÎÁ Γ × ÄÒÕÇÁ ÚÁÐÁÚ×ÁÊËÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌÎÏÔÏ ÒÁÚÐÏÌÏÖÅÎÉÅ × ËÌÅÔËÁÔÁ. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌÎÏ, ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ Γ�=Γ ÝÅ ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÏÔ ÔÅÚÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ Γ�, ËÏÉÔÏ ÐÏÐÁÄÁÔ ×ß×
×ßÔÒÅÛÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ ÎÁ Γ. îÁæÉÇ. 12 Å ÐÏËÁÚÁÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ
ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ (3.9.1) É ÔÏÞËÉÔÅ ÏÔ ÄÕÁÌÎÁÔÁ É ÒÅÛÅÔËÁ ÐÏÐÁÄÁÝÉ
×ßÔÒÅ12.

�

�

�

�

�

�

�

�

�1

�

�

�

�

�

�

�

�

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�1

�

�

�

�

�

�

�

�

��

u u

u u

u

1 2 3 4

1

u u u2

3

4

æÉÇÕÒÁ 12: åÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ (3.9.1) É ÔÏÞËÉÔÅ
ÏÔ Γ� ÐÏÐÁÄÁÝÉ × ÎÅÑ.

âÒÏÑÔ ÎÁ ÔÅÚÉ ÔÏÞËÉ ÝÅ ÂßÄÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÏÂÅÍÉÔÅ ÎÁ Ä×ÅÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÉ ËÌÅÔËÉ [62]. úÁ ÐÏ-ÏÂÝÉÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÁÔÏ Γ Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÁ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ L

jL=Γj=
Vol(Γ)
Vol(L)

=

jq

1
^�� �^q

N
j

je

1
^�� �^ e

N
j

=

p

(q

1
^�� �^q

N
jq

1
^�� �^q

N
)

p

(e

1
^�� �^ e

N
je

1
^�� �^ e

N
=

r

det GΓ
det GL

: (3.8.5)

ôÏÇÁ×Á, × ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÚÁ ÂÒÏÑ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=Γ, ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

jΓ�=Γj=
r

det GΓ
det GΓ�

= det GΓ: (3.8.6)

12ôÁÚÉ ÆÉÇÕÒÁ Å ×ÚÅÔÁ ÏÔ [61]. ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÔÏÞËÉÔÅ ÏÔ Γ� É ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ ÎÁ Γ ÓÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ × ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ Γ�.
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3.9 òÁÃÉÏÎÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ du(1)
2

Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ G
331

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=Γ Å ËÒÁÊÎÁ.
ôÁËÁ, ÓÌÅÄ ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÂÒÏÑÔ ÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ÎÅÅË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÓÅ ÒÅÄÕÃÉÒÁ ÄÏ det GL. îÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ Å ×ÅÞÅ
ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÎÅÖÅ, ËÁËÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÉ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔÏÔÏ ÎÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÒÁÊÎÏÍÅÒÎÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ SL(2,Z).
ïÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÁ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ ÚÁ ÓßÚÄÁ×Á-

ÎÅÔÏ ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ, ËÏÅÔÏ Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ
ÆÌÕÉÄÉ.

3.9 òÁÃÉÏÎÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁdu(1)
2

Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ G

331

÷ ÔÏÚÉ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌ ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á
ÆÕÎËÃÉÑ (3.1.1), ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÁ × § 3.1 ÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ Ä×ÕÓÌÏÅÎ ÎÅÓ×É×ÁÅÍ

ÆÌÕÉÄ Ó ÆÁËÔÏÒ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν = 1=2, ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×du(1)
2

ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ

G331 =

�

3 1

1 3

�

: (3.9.1)

íÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (3.1.1) Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÓßÓÔÏÑ-
ÎÉÅÔÏ ÎÁ 2N ÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ. ë×ÁÎÔÏ×Ï-ÍÅÈÁÎÉÞÎÁÔÁ ×ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÔÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ Å

jΦNi=
1

p

N!

Z

d

3x1 : : :d
3xNΦ�

(x1; : : : ;xN)Ψ�

(x1) : : :Ψ�

(x1)j0i ()

Φ(x1; : : : ;xN) =
1

p

N!
hΦNjΨ�

(x1) : : :Ψ�

(x1)j0i; (3.9.2)

ËßÄÅÔÏ Ψ(x) = ∑n φn(x)an ÓÁ ÐÏÌÅ×ÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ ËÁÎÏÎÉÞÎÉÔÅ (ÁÎ-
ÔÉ)ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[Ψ(x);Ψ�

(x0)]
�

= δ(x� x0)1 , [an;a
�

m]� = δn;m1; (3.9.3)

Á fφn(x)g ÓÁ ÐßÌÅÎ ÎÁÂÏÒ ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÑËÁË×Á ÆÉÚÉÞÅÓËÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÁ
×ÅÌÉÞÉÎÁ (Ó ÄÉÓËÒÅÔÅÎ ÓÐÅËÔßÒ).
÷ ÎÁÛÉÑ ÓÌÕÞÁÊ (ÓÒ×. [39, 40]) Y (q

i
;z) ÉÇÒÁÑÔ ÒÏÌÑÔÁ ÎÁ ÐÏÌÅ×ÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ, Á 2N

ÞÁÓÔÉÞÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ÓÅ ÚÁÄÁ×Á ÓßÓ
jΦ2Ni= lim

z0!0
Y (N(q

1
+q

2
);z0)j0i. óÐÒÅÇÎÁÔÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ, ÓßÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÚÁ ÓÐÒÑ-

ÇÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ (Ô.Å. ËÏÇÁÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ ÓÅ ÓÐÒÑÇÁÔ ÓßÝÏ), ÝÅ
ÂßÄÅ

hΦ2N j= lim
z0!∞

z
2∆2N

0 h0jY(�N(q

1
+q

2
);z0); (3.9.4)

ËßÄÅÔÏ∆2N =

N2

2

�

(q

1
jq

1
)+2(q1

jq

2
)+(q

2
jq

2
)

�

=

N2

2
(∑i j G

i j
Γ ) e ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÁ

"out"-ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ. ôÏÇÁ×Á, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3, ÚÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ
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ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

hΦ2N j

N

∏
i=1

Y (q

1
;zi)

N

∏
j=1

Y (q

2
;w j)j0i= lim

z0!∞

z
N2

(G11
Γ +2G12

Γ +G22
Γ )

0

N

∏
i=1

(z0� zi)
N(G11

Γ +G21
Γ )

(z0�wi)
N(G12

Γ +G22
Γ )

�

�∏
i< j

(zi� z j)
G11

Γ
(wi�w j)

G22
Γ ∏

i; j

(zi�w j)
G12

Γ
=

= ∏
1�i< j�N

(zi� z j)
G11

Γ
(wi�w j)

G22
Γ

N

∏
i; j=1

(zi�w j)
G12

Γ
; (3.9.5)

ËÏÅÔÏ Óß×ÐÁÄÁ ÓßÓ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (3.1.1), ËÏÇÁÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ
çÒÁÍ GΓ ÉÍÁ ×ÉÄÁ (3.9.1) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔ ÄÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ). ôÁËÁ, ÓÔÉÇÁÍÅ ÄÏ
ÉÚ×ÏÄÁ, ÞÅ ×ÅÒÔÅËÓÎÉÔÅ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ Y (q

1
;z) É Y (q

2
;w) ÓÁ ÐÏÌÅ×ÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÑÝÉ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ (z;w).
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ÏÒÂÉÆÏÌÄ ÎÁ W
1




\

su(2)

1

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÒÅÄÉÛÎÉÔÅ ÒÁÚÄÅÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉ-

ÒÁ × ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÎÁ ÂÁÚÁÔÁ ÎÁ du(1)
2
ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å

ÒÁÚÛÉÒÅÎÁ ÓßÓ ÚÁÒÑÄÏ×Á ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ G331 (3.9.1). ðßÌÎÏÔÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ
ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÉÚÉÓË×Á ÐÏÚÎÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ×ßÚÂÕÖ-
ÄÁÎÉÑ (Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ), ÔÅÈÎÉÔÅ ÚÁÒÑÄÉ, ÅÎÅÒÇÉÑ, ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ É Ô.Î.
úÁËÌÀÞÉÔÅÌÎÁÔÁ ÓÔßÐËÁ Å ÎÁÐÉÓ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÓÕÍÁ ÚÁ çÏÌÑÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÎ
ÁÎÓÁÍÂßÌ, ËÏÑÔÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÁÔÁ
ÇÒÕÐÁ SL(2;Z)=Z2, ËÁËÔÏ ÓÅ ÏÞÁË×Á ÏÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ×ßÒÈÕ ÔÏÒ.
ëÏÌËÏÔÏ ÐÏ-ÂÏÇÁÔÁ Å ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ × ÅÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ, ÔÏÌËÏ×Á ÐÏ×ÅÞÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ËÁÖÅ ÚÁ

ÎÅÊÎÉÔÅ ÒÅÛÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÍ. úÁ ÔÏ×Á Å ÃÅÌÅÓßÏÂÒÁÚÎÏ ÄÁ ÐÏÔßÒÓÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏÔÏ
ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ ÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉ. ÷ ÐÏ×ÅÞÅÔÏ ÓÌÕÞÁÉ
(× ÎÁÛÉÑ -- ÓßÝÏ) ÐÏ-×ÉÓÏËÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ ×ÏÄÉ É ÄÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏ ÕÐÒÏÓÔÑ×ÁÎÅ ÎÁ ÁÎÁÌÉÚÁ.
÷ ÎÁÛÉÑ ÓÌÕÞÁÊ, ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÏÚÎÁÞÁ×Á ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÎÅ ÎÁ ÈÉÒÁÌ-

ÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔßÊ ËÁÔÏ ÔÑ ÓÁÍÁÔÁ Å ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ du(1)
2
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÓßÓ

ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÚÁÒÑÄÏ×Á ÒÅÛÅÔËÁ ×ßÐÒÏÓÁ ÓÅ Ó×ÅÖÄÁ ÄÏ ÎÁÍÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏÔÏ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ.

4.1 ìÏËÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÄÏ W
1




\

su(2)

1

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.1 òÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁΓ ÓßÓ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁL ÓÁÍÏ

ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁdetGΓ ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÓßÄßÒÖÁÔÏÞÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ
× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÔÏ ÓÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:

îÅËÁ Γ e ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ GΓ. ôßÒÓÉÍ ÔÁËÁ×Á ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ
ÒÅÛÅÔËÁ L, ÞÅ Γ� L.

1. áËÏ Γ � L ÔÏ ÚÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÄÕÁÌÎÉÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ Å × ÓÉÌÁ ÏÂÒÁÔÎÏÔÏ ×ËÌÀÞ×ÁÎÅ
Γ� � L� .
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÝÏÍ Γ � L ÔÏ ÐÏÒÑÄßËÁ (ÂÒÏÑ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ) ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ L=Γ ÝÅ
ÂßÄÅ ÐÏ-ÇÏÌÑÍ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÁ. ôßÊ ËÁÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÒÅÛÅÔËÁÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ
ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÅÌÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ

8

~ω;~ω0

2 L ~ω�~ω0

$

~ω�~ω0

2 Γ (4.1.1)

ÔÏ ÐÏÒÑÄßËÁ ÎÁ L=Γ ÝÅ ÂßÄÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÏÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÅÍÉÔÅ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒ-
ÎÉÔÅ ËÌÅÔËÉ ÏÐßÎÁÔÉ ÐÏ ÂÁÚÉÓÎÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ (ÔßÊ ËÁÔÏ ÅÄÎÁ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ Å "ÐÏ-ÅÄÒÁ" ÏÔ
ÓÁÍÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ), Ô.Å.

�

�

�

L=Γ
�

�

�

=

r

det GΓ
det GL

> 1: (4.1.2)

(îÁÐÏÍÎÑÍÅ, ÞÅ ÏÂÅÍÁ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ ÏÐßÎÁÔÁ ÐÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-
ÍÉ ×ÅËÔÏÒÉ Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅÎ ËÏÒÅÎ ÏÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÏÔ ÓËÁÌÁÒÎÉÔÅ
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1




d

SU(2)

1

ÉÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ -- ÓÒ×. (3.8.5).) ôÏÇÁ×Á, ËÁÔÏ ÓÅ ÉÍÁ ÐÒÅÄ×ÉÄ, ÞÅ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ
× ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Å ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ × ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ (É ÄÅ-
ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ Å ÒÅÃÉÐÒÏÞÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÎÁ
ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ), ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

�

�

�

Γ�=L�
�

�

�

=

r

det GL�

det GΓ�

=

r

det GΓ
det GL

> 1 ) Γ� � L�: (4.1.3)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÚÁ ×ÓÑËÁ ÒÅÛÅÔËÁ L e ÉÚÐßÌÎÅÎÏ L � L�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÔßÒÓÉÍ ÓÌÅÄ-
ÎÏÔÏ ×ÌÁÇÁÎÅ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÉ

Γ� L� L� � Γ�: (4.1.4)

2. ÷ ÓÉÌÁ Å ÓÌÅÄÎÏÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
�

�

�

Γ�=Γ
�

�

�

=

�

�

�

Γ�=L�
�

�

�

:

�

�

�

L�=L

�

�

�

:

�

�

�

L=Γ
�

�

�

îÁÉÓÔÉÎÁ,

�

�

�

Γ�=L�
�

�

�

:

�

�

�

L�=L

�

�

�

:

�

�

�

L=Γ
�

�

�

=

r

det GL�

det GΓ�

r

det GL

det GL�

r

det GΓ
det GL

=

r

det GΓ
det GΓ�

=

�

�

�

Γ�=Γ
�

�

�

:

ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á
�

�

�

Γ�=L�
�

�

�

=

q

det GL�

det GΓ�
=

q

det GΓ
det GL

=

�

�

�

L=Γ
�

�

�

. ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ ÔÏ×Á ×ß× 2. ÏËÏÎÞÁÔÅ-
ÌÎÏ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

Γ� L� L� � Γ� )

�

�

�

Γ�=Γ
�

�

�

=

�

�

�

L�=L

�

�

�

:

�

�

�

L=Γ
�

�

�

2

: (4.1.5)

÷ ËÏÎËÒÅÔÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ (3.9.1) ÉÍÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ det G331 = 8 = 2:22.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L, ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÝÁ Γ331 ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á

L� Γ )

�

�

�

L�=L

�

�

�

= det GL = 2;

�

�

�

L=Γ
�

�

�

= 2: (4.1.6)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.1 ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.1 ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔßÞÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ ÓßÝÅ-

ÓÔ×Õ×ÁÎÅ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅËÁ G =

�

3 0

0 3

�

, ÔÁËÁ ÞÅ det G = 32

ÓßÄßÒÖÁ ÔÏÞÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ. ïËÁÚ×Á ÓÅ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ ÉÚÍÅÖÄÕ 9-ÔÅ ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒÉ
�

�1

�1

�

;

�

�1

0

�

;

�

�1

1

�

;

�

0

�1

�

;

�

0

0

�

;

�

0

1

�

;

�

1

�1

�

;

�

1

0

�

;

�

1

1

�

(× ÂÁÚÉÓÁ fq�i g ÎÁ Γ�) ÎÑÍÁ ÎÉÔÏ ÅÄÉÎ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ É ÓßÇÌÁÓÎÏ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.1 ÎÅ
ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÎÉÔÏ ÅÄÎÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ.

åÄÉÎ ÏÔ ÎÁÞÉÎÉÔÅ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ×ßÚÍÏÖÎÉÔÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÒÅÛÅÔËÉ (4.1.6) Å ÄÁ ÎÁÌÏ-
ÖÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ det GL = 2 ×ßÒÈÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ É ÄÁ ÏÔÞÅÔÅÍ ÆÁËÔÁ,
ÞÅ ÍÁÔÒÉÃÉÔÅ ÎÁ çÒÁÍ Ó×ßÒÚÁÎÉ ÞÒÅÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÏÂÉÅ Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔ ÇÒÕ-
ÐÁÔÁ SL(2;Z) ÚÁÄÁ×ÁÔ ÅÄÎÁ É ÓßÝÁ ÒÅÛÅÔËÁ. ôÁËÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÓÅ ÕÂÅÄÉÍ, ÞÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ Γ331.
óßÝÅÓÔ×Õ×Á, ÏÂÁÞÅ, ÐÏ-ÅÌÅÇÁÎÔÅÎ ÍÅÔÏÄ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ×ÓÉÞËÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÒÁÚ-

ÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ ÅÄÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁÔÏ ÍÅÔÏÄ ÎÁ ÓÌÅÐ×ÁÎÅÔÏ [62, 31].
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4.2 íÅÔÏÄ ÎÁ ÓÌÅÐ×ÁÎÅÔÏ

îÅËÁ L e n-ÍÅÒÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÓßÄßÒÖÁÝÁ ËÁÔÏ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ� L

ÓßÓ ÓßÝÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ. îÅËÁ Ó (j) ÏÚÎÁÞÉÍ ÓËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × L. äÁ ×ÉÄÉÍ
ËÁË×É ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ~λ 2 L ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÐÏÄÒÅ-
ÛÅÔËÁÔÁ Γ, Ô.Å. ËÁË×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×ÁÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ Γ.

1. 8x 2 Γ;8~λ 2 L (

~λjx) 2 Z.
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ x 2 Γ� L É L Å ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÓËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ
×ÓÅËÉ Ä×Á ÅÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔ L Å ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ. ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ ÏÂÁÞÅ, ÔÏ×Á
ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ~λ 2 Γ� () L� Γ�).
2. ôßÊ ËÁÔÏ Γ Å ÓßÝÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÔÏ
8

~ω 2 Γ;8x 2 Γ;8~λ 2 L (

~λ+

~ωj~x)� (

~λj~x) mod Z,
Ô.Å. ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ~λ É ~λ+

~ω ÄÅÊÓÔ×ÁÔ ×ßÒÈÕ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ ÐÏ ÅÄÉÎ É ÓßÝÉ ÎÁÞÉÎ ÏÔ
ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏÓÔÔÁ, Ô.Å. ÔÅ ÓÁ "ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ". íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏ×Á ÏÚ-
ÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÒÅÌÁÃÉÑ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ (3.7) ÍÅÖÄÕ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ
ÎÁ L ÏÔÎÏÓÎÏ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ.
òÅÌÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ (3.8.1) ÒÁÚÂÉ×Á ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L ÎÁ ÎÅÐÒÅÓÉÞÁÝÉ ÓÅ ËÌÁ-

ÓÏ×Å ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ, ËÏÉÔÏ ÎÁÐßÌÎÏ Ñ ÐÏËÒÉ×ÁÔ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ L=Γ ÏÔ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ
ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ

[

~λi] =

n

~λ 2 L

�

�

�

~λ�~λi

o

; L=Γ =

n

[

~λi]

�

�

�

~λi 6�
~λ j

o

(4.2.1)

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ËÒÁÊÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ. ôÏÇÁ×Á ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×É

L = L=Γ+Γ )8

~λ 2 L 9

~λ0 2 L=Γ; 9

~ω 2 Γ ~λ =

~λ0 +~ω: (4.2.2)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×É É ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ�

Γ� = Γ�=Γ+Γ )8

~λ 2 Γ� 9

~λ0 2 Γ�=Γ 9

~ω 2 Γ ~λ =

~λ0 +~ω: (4.2.3)

ôÏÇÁ×Á ×ËÌÀÞ×ÁÎÅÔÏ L � Γ� ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÚÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÁ Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÎÓÔ-
×ÏÔÏ

L=Γ� Γ�=Γ:

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÝÅ ÎÉ ÂßÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÌÅÄÎÏÔÏ

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.2 óËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Γ� Å "ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï" ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ
ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ� Γ�, Ô.Å.

8

~λ1;
~λ2 2 Γ� 8

~ω1;~ω2 2 Γ (

~λ1+~ω1j
~λ2 +~ω2) = (

~λ1j
~λ2) mod Z: (4.2.4)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
ìÑ×ÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÎÁ (4.2.4) ÉÍÁ ×ÉÄÁ

(

~λ1 +~ω1j
~λ2 +~ω2) = (

~λ1j
~λ2)+(

~ω1j
~λ2)+(

~λ1j~ω2)+(

~ω1j~ω2): (4.2.5)

îÏ~λi 2 Γ�, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ (~λij~ω j) 2 Z; i; j = 1;2. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, (~ω1j~ω2) 2 Z ÐÏÎÅÖÅ Γ Å
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ.
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ôÏÇÁ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÚÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏÓÔ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L ÓÅ Ó×ÅÖÄÁ ÄÏ ÓÌÅÄÎÏÔÏ:
8

~λ1;
~λ2 2 L ) ([

~λ1]j[
~λ2]) 2 Z, Ô.Å. ÔÏ ÓÅ ÐÒÅÎÁÓÑ ×ßÒÈÕ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÏÔ

L=Γ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÐÏÒÁÄÉ (4.2.2) É ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏÓÔÔÁ ÎÁ L ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ L=Γ ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ
ÔÅÚÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ Γ�=Γ ËÏÉÔÏ ÉÍÁÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÓËÁÌÁÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÍÅÖÄÕ ÓÉ,
Ô.Å.

L=Γ =

n

~λi 2 Γ�=Γ
�

�

�

(

~λij
~λ j) 2 Z

o

: (4.2.6)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.3 íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ ËÌÁÓÏ×Å ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ (4.2.6) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ËÒÁÊ-
ÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:

1. Ako~λ1;
~λ2 2 L=Γ)~λ1;

~λ2 2 Γ�=Γ è çà 8

~λi 2 L=Γ (

~λ1j
~λi) 2 Z; (

~λ2j
~λi) 2 Z. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

8

~λi 2 L=Γ (

~λ1 +
~λ2j

~λi) 2 Z, Ô.Å.~λ1 +
~λ2 2 L=Γ .

2. 0 2 Γ�=Γ É (0j0) 2 Z) 0 2 L=Γ.

3. Ako ~λ 2 L=Γ )

~λ 2 Γ�=Γ; 8~λi 2 L=Γ (

~λj~λi) 2 Z. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ �~λ 2 Γ�=Γ; 8~λi 2

L=Γ (�

~λj~λi) 2 Z)�

~λ 2 L=Γ. ôÏÇÁ×Á L=Γ Å ÁÂÅÌÅ×Á ÐÏÄÇÒÕÐÁ ÎÁ Γ�=Γ.

ðÒÉ ÔÏ×Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ L=Γ ÓßÄßÒÖÁ ÃÉËÌÉÞÎÉÔÅ ÇÒÕÐÉ ÎÁ ×ÓÉÞËÉÔÅ ÓÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ, ÐÏÎÅÖÅ
ÁËÏ~λ 2 L=Γ )

~λ 2 Γ�=Γ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, n~λ 2 Γ�=Γ É 8~λi 2 L=Γ (n~λj~λi) 2 Z) n~λ 2 L=Γ.
ôÏÇÁ×Á ÐÏÄÇÒÕÐÁÔÁ L=Γ � Γ�=Γ ÝÅ ÂßÄÅ ÐÒÑËÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÃÉËÌÉÞÎÉÔÅ ÐÏÄÇÒÕÐÉ
ÎÁ Γ�=Γ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ÔÅÚÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ~λi 2 Γ�=Γ, ÚÁ ËÏÉÔÏ (

~λij
~λ j) 2 Z. ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ

L=Γ =

[

i

Zni
~λi; f

~λig � Γ�=Γ (

~λij
~λ j) 2 Z; (4.2.7)

É ÏÔÄÅÌÎÉÔÅ~λi ÎÅ ÓÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÏÔ ÅÄÎÁ É ÓßÝÁ ÃÉËÌÉÞÎÁ ÇÒÕÐÁ, Á ni Å ÒÅÄßÔ ÎÁ ÃÉËÌÉ-
ÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ~λi. ôÁËÁ, ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÁ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ
ÎÁÞÉÎ

L = Γ+Zn1
~λ1 + � � �+Znk

~λk )

8

~λ 2 L 9!~ω 2 Γ 9!(l1
; : : : ; lk

) 2 Zn1
��� ��Znk

~λ =

~ω+

k

∑
i=1

li
~λi: (4.2.8)

ëÁÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔ ÔÏÞËÉ, ÏÂÁÞÅ, ÓßÝÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×É ÏÝÅ ËÁÔÏ

L = Γ+Z

~λ1+ � � �+Z
~λk; (4.2.9)

ËßÄÅÔÏ 8~λ 2 L ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ ÎÅÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô.Å. ÔÏ×Á Å ÏÐÉÓÁÎÉÅ "Ó ÉÚÌÉÛßË", ÎÏ Å ÕÄÏÂ-
ÎÏ ÐÏÎÅÖÅ ÎÅ ÉÚÉÓË×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁ ÒÅÄÁ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÎÉÔÅ ÇÒÕÐÉ. ðÒÉ ÔÏ×Á, ÎÁ ×ÓÅËÉ
ÎÁÂÏÒ "ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ" ÅÌÅÍÅÎÔÉ f~λig � Γ�=Γ (ÎÁÒÅÞÅÎÉ ÇÌÕ-×ÅËÔÏÒÉ) ÔÁËÉ×Á, ÞÅ (~λij

~λ j) 2Z

ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÅÄÎÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ L ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ.
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4.3 ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ L ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ G
331

ïÔ ÔÕË ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÏÚÎÁÞÁ×ÁÍÅ Γ331 =: Γ.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.4 áÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=Γ Å ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Z8, Ô.Å.

Γ�=Γ' Z8 (4.3.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
îÅËÁ fqi

g

2
i=1 � Γ ÂßÄÅ ÂÁÚÉÓ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ331. ôÏÇÁ×Á, ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ

fq

�

i g
2
i=1 � Γ�331 ÝÅ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ ÞÒÅÚ ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ

q

�

i = (G�1
Γ )i jq

j
() q

i
= G

i j
Γq

�

j

q

�

1 =
3q1

�q

2

8
() q

1
= 3q�1 +q

�

2

q

�

2 =
3q2

�q

1

8
() q

2
= q

�

1 +3q�2: (4.3.2)

äÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÃÉËÌÉÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÅÌÅÍÅÎÔÁ q�2. úÁ ÃÅÌÔÁ ÒÁÚÇÅÖÄÁÍÅ nq�2,
2� n� 8 ÐÏÎÅÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÅ det GΓ = 8. ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ×ÒßÚËÉÔÅ ÍÅÖÄÕ ÂÁÚÉÓÉÔÅ (4.3.2)
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÄÅÌÉÍ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ331 ÔßÊ ËÁÔÏ ÐÏ ÎÅÑ ÓÅ
ÆÁËÔÏÒÉÚÉÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

2q�2 =

�q

1
+3q2

4
=

4q2
�q

2
�q

1

4
= q

2
�

q

1
+q

2

4
=

= q

2
�

3q�1 +q

�

2 +q

�

1 +3q�2
4

= q

2
� (q

�

1 +q

�

2); (4.3.3)

ÎÏ q2
2 Γ331 ÔÁËÁ, ÞÅ 2 q�2 ��(q

�

1 +q

�

2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, 3 q�2 = 2q�2 +q

�

2 ��q
�

1. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË,

4q�2 =
�q

1
+3q2

2
= q

2
+

�q

1
+q

2

2
= q

2
+q

�

2�q

�

1 � q

�

2�q

�

1;

5q�2 =
�5q1

+15q2

8
= 2q2

�q

1
+q

�

1 � q

�

1;

6q�2 = 5q�2 +q

�

2 � q

�

1 +q

�

2; 7q�2 = 5q�2 +2q�2 ��q
�

2:

÷ ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ, ÚÁ ÏÓÅÍÔÅ ËÌÁÓÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ, ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ [B]

q

�

2; q

�

2 ��(q
�

1 +q

�

2); 3q�2 ��q
�

1; 4q�2 ��q
�

1 +q

�

2

5q�2 � q

�

1; 6q�2 � q

�

1 +q

�

2; 7q�2 ��q
�

2; 8q�2 � 0

Γ�=Γ� Z8q
�

2 ) Γ�=Γ� Z8q
�

2: (4.3.4)

úÁ ÕÄÏÂÓÔ×Ï ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ (ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ) ÚÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
(m+1)(m+1)(m�1) ÍÏÄÅÌ ÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÉ × TÁÂÌÉÃÁ 1 (ÓÒ×. [B])
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ôÁÂÌÉÃÁ 1: óÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ × (m+1)(m+1)(m�1) ÍÏÄÅÌÁ

ËÏÓÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌ ÚÁÒÑÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ
(λ) = λq�1 +L q

�

(Qjq

�

) ∆ =

1
2
jq

�

j

2

(0) 0 0 0

(�1) �q

�

1 �

1
2m

m+1
8m

�(2m�1) �q

�

2 �

1
2m

m+1
8m

� � � � � � � � � � � �

(�m) �(�1)m=2 1
2
e

1
�(�1)m=2 1

2
m
8

(m�1) 1
2

n

�(m�1)Q��(�1)m=2 1
2
e

2
o

�

m�1
4

m2
�m+1
8m

� � � � � � � � � � � �

(2m) e

2 0 1
2

çÌÕ-×ÅËÔÏÒÉ:
ïÔÔÅÚÉ8 ÅÌÅÍÅÎÔÁ ÔÒÑÂ×ÁÄÁÉÚÂÅÒÅÍÔÅÚÉ, ËÏÉÔÏÉÍÁÔÄ×ÁÐÏÄ×ÁÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÓËÁÌÁÒÎÉ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÔÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉ. éÚÍÅÖÄÕ ÅÌÅÍÅ-
ÎÔÉÔÅ (4.3.4) ÉÍÁ ÓÁÍÏ ÅÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ g= q

�

2�q

�

1 , ÞÉÊÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ Å ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ (gjg) = 1.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ

L = Γ+Zg =) 8

~λ 2 L 9

~ω = niq
i
2 Γ; 9n(2 Z8)

~λ =

~ω+ng: (4.3.5)

úÁ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ L ÎÁ ÔÏ×Á ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ
ÅÌÅÍÅÎÔ~λ 2 L

~λ = niq
i
+n(q�2�q

�

2)
(4:3:2)
= niq

i
+n

q

1
�q

2

2
=

�

n1 +
n

2

�

q

1
+

�

n2�
n

2

�

q

2
: (4.3.6)

÷ ÔßÒÓÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓ ÎÁ L ÐÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ ÅÌÅÍÅÎÔ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÉ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉ~λ = n0ie

i. ïÔ (4.3.6) ÓÅ ×ÉÖÄÁ, ÞÅ ÁËÏ ÐÏÌÏÖÉÍ

q

1
= e

1
� e

2
() e

1
=

q

1
+q

2

2

q

2
= e

1
+ e

2
() e

2
=

q

2
�q

1

2
(4.3.7)

ÔÏ ~λ = (n1 + n2)e
1
+ (�n1 + n2 � n)e2 ÔÁËÁ, ÞÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ × ÎÏ×ÉÑ ÂÁÚÉÓ fei

g

2
i=1 ÓÁ

ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ13. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ,

L = Ze

1
+Ze

2
=) G

i j
L = (e

i
je

j
) =

�

2 0

0 1

�

: (4.3.8)

îÁËÒÁÑ ÄÁ ÒÅÚÀÍÉÒÁÍÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÁ:
åÄÉÎÓÔ×ÅÎÏÔÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ L ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ331 Ó ÍÁÔÒÉÃÁ

13ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ n1�n2 ÉÍÁÔ ÅÄÎÁË×Á ÞÅÔÎÏÓÔ, ÔÁËÁ ÞÅÍÁËÁÒÉÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉÎÅ ÓÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ;
ÐÒÉÓßÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ n ÇÉ ÐÒÁ×É ÔÁËÉ×Á.
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4.4 ëÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=L�

ÎÁ çÒÁÍ (3.9.1) Å ÒÅÛÅÔËÁÔÁ (4.3.8) ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÁ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÉÑ ÇÌÕ-×ÅËÔÏÒ g = q

�

2�q

�

1.
óßÏÔÎÏÛÅÎÉÅÔÏ ÎÁ Ä×ÅÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÏ ÎÁ æÉÇ. 13.

æÉÇÕÒÁ 13: ðßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ , ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÞÒÅÚ (�) , ËÁÔÏ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L, ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÁ ÞÒÅÚ (�) .
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4.4 ëÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�

=L

�

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÒÅÄÉÛÎÁÔÁ ÇÌÁ×Á ÚÁÒÑÄÏ×ÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ (3.9.1) ÏÐÒÅÄÅÌÑÝÁ ÍÏÄÅÌÁ
331 ÓÅ ÓßÄßÒÖÁ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ (4.3.8) L � Γ. ôßÊ ËÁÔÏ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑ ÚÁÒÑÄÉÔÅ ÎÁ ÌÏËÁÌÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÝÉ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅÔÏ ÎÁ
ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Å ×ÓßÝÎÏÓÔ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ.
óßÝÅÓÔ×Õ×Á ËÁÎÏÎÉÞÎÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÚÁ ÏÔÄÅÌÑÎÅ Γ ËÁÔÏ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ L (ÒÅÓÐÅËÔÉ×-

ÎÏ A(Γ)� A(L)). îÁÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ×ÉÄÉÍ ÐÏ ËÁË×Ï ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ Γ ÏÔ ÔÅÚÉ
ÎÁ L. äÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÅ ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ

L� =
n

~λ
�

�

�

~λ : L! Z
o

(4.4.1)

ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ×ÓÉÞËÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ÌÉÎÅÊÎÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉ ×ßÒÈÕ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L.
ôÏÇÁ×Á, ÐÏÒÁÄÉ ×ËÌÀÞ×ÁÎÅÔÏ Γ� LÝÅ ÂßÄÅ ÉÚÐßÌÎÅÎÏ 8~γ2 Γ; 8~λ2 L� ~λ(~γ)2Z. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌÎÏ, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉÔÅ ÏÔ L� "ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ" ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÏÔ Γ É ÔÑÈÎÏÔÏ ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ
× L. îÅ ÔÁËÁ ÓÔÏÉ ÏÂÁÞÅ ×ßÐÒÏÓÁ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉÔÅ × Γ�. ôßÊ ËÁÔÏ L� � Γ� É L� ÐÏ ÏÐ-
ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓßÄßÒÖÁ ×ÓÉÞËÉ Z-ÌÉÎÅÊÎÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ßÒÈÕ L

ÔÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅÔÏ Γ� (ÎÁ L�) ÝÅ ÓßÄßÒÖÁ É ÔÁËÉ×Á Z-ÌÉÎÅÊÎÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉ, ËÏÉÔÏ ÎÅ
ÓÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ßÒÈÕ L. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÐßË, ×ÓÉÞËÉ ÌÉÎÅÊÎÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÉ ÏÔ Γ� ÓÁ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ßÒÈÕ Γ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ Γ�, ËÏÉÔÏ ÎÅ ÓÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ L� ÝÅ
ÂßÄÁÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ßÒÈÕ Γ É ÚÁÄßÌÖÉÔÅÌÎÏ ÎÅÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÉ ×ßÒÈÕ L. ôÁËÁ, ÒÅÛÅÔËÁÔÁ
Γ� ÓßÄßÒÖÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉ, ËÏÉÔÏ ÒÁÚÌÉÞÁ×ÁÔ Γ ÏÔ L. ïÔÎÏ×Ï, ÔßÊ ËÁÔÏ ÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕ×Á ÃÅÌÏ-
ÞÉÓÌÅÎÏÓÔ, ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ × Γ� � L� ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ L�, ÓßÇÌÁÓÎÏ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7,
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4 331 íïäåìÿô ëáôï Z
N

ïòâéæïìä îáW
1




d

SU(2)

1

ÝÅ ÉÍÁÔ ÎÁÐßÌÎÏ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÔÁËÁ ÞÅ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÏÔÄÅÌÑ-
ÝÉ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ ÏÔ L ÓÁ ÔÅÚÉ ÏÔ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=L�. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ
ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ� L ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [A]

Γ =

n

~ω 2 L

�

�

�

8

~γ 2 Γ�=L� ~γ(~ω)� (

~γj~ω) 2 Z

o

: (4.4.2)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏÓÔÔÁ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ Γ ËÁÔÏ ÔÁÚÉ ÐÏÄÒÅ-
ÛÅÔËÁ ÎÁ L, ÚÁ ËÏÑÔÏ e2πi(~γj~ω)

= 1, 8~γ 2 Γ�=L�.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1 äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=L� ×ßÒÈÕ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L

G� exp
�

2πi(Γ�=L�)
�

) 8

~γ 2 Γ�=L� ) g = e

2πi~γ
2G;

8

~ω 2 L g(~ω) := e

2πi(~γj~ω)

~ω: (4.4.3)

ôÁËÁ ÄÏËÁÚÁÈÍÅ ÓÌÅÄÎÏÔÏ

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.5 òÅÛÅÔËÁÔÁ Γ Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×É-

ÅÔÏ (4.4.3) ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G

Γ =

n

~ω 2 L

�

�

�

G:

~ω =

~ω
o

� Inv

G

(L): (4.4.4)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.2 äÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ (4.4.3) ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Å ÄÏÂÒÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÏ, ËÏÇÁÔÏ
(ËÁËÔÏ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331) Γ�=L� ' Z2, ÐÏÎÅÖÅ (~γj~ω) 2

1
2
Z ) e

2πi(~γj~ω)

=�1, Ô.Å. ËÁËÔÏ~ω 2 L

ÔÁËÁ É g(~ω) 2 L. ëÏÇÁÔÏ ÏÂÁÞÅ ÔÁÚÉ ÇÒÕÐÁ Å ÐÏ-ÏÂÝÁ ÓÅ ÎÁÌÁÇÁ ÄÁ ÒÁÚÛÉÒÉÍ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ

L ÐÏÎÅÖÅ e2πi(~γj~ω)

2 C É ÔÏÇÁ×Á g(~ω) 62 L.

ôßÊ ËÁÔÏ Γ�=L� Å ËÒÁÊÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ ÔÑ ×ÉÎÁÇÉ Å ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÃÉËÌÉÞÎÉ ÇÒÕÐÉ,

ÚÁÔÏ×Á ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÝÎÏÓÔÔÁ ÍÏÖÅÎ ÄÁ ÓÍÑÔÁÍÅ, ÞÅ ÎÁÊ-ÏÂÝÉÑÔ ×ÉÄ ÎÁ ËÁÌÉ-

ÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Å Γ�=L� ' ZM. ôÏÇÁ×Á ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÒÁÚÛÉÒÉÍ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L, ÔÁËÁ ÞÅ ÄÁ

ÂßÄÅ ÚÁÔ×ÏÒÅÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ (4.4.3). úÁ ÃÅÌÔÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÛÉÒÉÍ ÐÒßÓÔÅÎÁ Z
ÎÁ ÃÅÌÉÔÅ ÞÉÓÌÁ ÄÏ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÎÉÑ ÐÒßÓÔÅÎ

b

Z

def

=

n

n̂ =

M�1

∑
i=0

niζi
�

�

�

ni 2 Z; ζM
+1 = 0

o

; (4.4.5)

ËßÄÅÔÏ ζ Å ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÔÏ ζM
+ 1 = 0. ôÏÇÁ×Á ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑÔÁ bL ÎÁ L É bΓ ÎÁ Γ ÓÅ

ÄÅÆÉÎÉÒÁÔ ÓßÇÌÁÓÎÏ

bL
def

=

b

Ze

1
+

b

Ze

2
� L = Ze

1
+Ze

2
;

bΓ def

=

b

Zq

1
+

b

Zq

2
� Γ = Zq

1
+Zq

2
: (4.4.6)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ (4.5.3) ×ÅÞÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÖÄÁ ÉÚ×ßÎ bL É ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅÔÏ bΓ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ

ÒÁÚÇÌÅÖÄÁ ËÁÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ bL ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ (4.4.3).
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4.5 îÁÍÉÒÁÎÅ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ

óÌÅÄ ËÁÔÏ ×ÅÞÅ ÚÎÁÅÍ ËÁË ÄÅÊÓÔ×Á ÇÒÕÐÁÔÁ (4.4.3) ×ßÒÈÕ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ LÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÏÔßÒÓÉÍ
ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÁÝÉ × ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(L). úÁ ÃÅÌÔÁ ÐÒÉÐÏÍ-

ÎÑÍÅ, ÞÅ ÐÏÎÅÖÅ H
~λ
0 ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÏÓ×ÅÎ U

~ω (Ô.Å. e2πiH
~λ
0 U

~ωe
�2πiH

~λ
0
=

e

2πi(~λj~ω)U
~ω)

e

2πiH
~λ
0 H

~ω
0 e

�2πiH
~λ
0
= H

~ω
0 ;

e

2πiH
~λ
0 Y (

~ω;z)e�2πiH
~λ
0
= e

2πi(~λj~ω)Y (

~ω;z):
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ (4.4.3) × ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁA(L) ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ
ÞÒÅÚ ×ßÔÒÅÛÎÉÔÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.2 äÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G ×ßÒÈÕ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(L)

8 g = e

2πi~γ
2G (

~γ 2 Γ�=L�) ) bg = e

2πiH
~γ
0
2 Aut(A(L)): (4.4.7)

îÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÔÏ "ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ" ÇÒÕÐÁ ÓÔÁ×Á Óß×ÓÅÍ ÏÐÒÁ×ÄÁÎÏ, ËÏÇÁÔÏ ÕÔÏÞÎÉÍ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ G ×ßÒÈÕ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ

bgH i
(z)bg�1

= H i
(z)

bgY (

~ω;z)bg�1
= e

2πi(~γj~ω)Y (

~ω;z) (4.4.8)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(Γ) ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ×ÓÉÞËÉ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ-
ÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ×ß× ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L) ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G

A(Γ) def=
n

A 2 A(L)

�

�

�

ĝA ĝ�1
= A; 8g = e

2πi~γ
2G (

~γ 2 Γ�=L�)
o

=: Inv
G

(A(L)): (4.4.9)

éÚ×ÏÄ: 331 ÍÏÄÅÌßÔ Å ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó ËÒÁÊÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÇÒÕÐÁ.
ëÏÇÁÔÏ ÐÏ-ÛÉÒÏËÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ Å ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÔÁÚÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Å ÉÚ-
×ÅÓÔÎÁ ÏÝÅ ËÁÔÏ "ÏÒÂÉÆÏÌÄ" [42, 43].

4.5 îÁÍÉÒÁÎÅ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ

äÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÐßÒ×Ï ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=L�, ËÏÑÔÏ Å ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÅË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÅÌÁÃÉÑÔÁ 8α;β 2 Γ� α � β , α�β 2 L�. úÁÐÉÓÁÎÏ × ÂÁÚÉÓÁ fq�i g
ÎÁ Γ� É × ÂÁÚÉÓÁ fe�i g ÎÁ L� ÔÏ×Á ÉÚÇÌÅÖÄÁ ÔÁËÁ α�β =

~γ = γi
q

�

i = ni
e

�

i , ËßÄÅÔÏ ÂÁÚÉÓÁ fe
�

i g

ÎÁ L� ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ ÞÒÅÚ fq�i g. úÁ ÃÅÌÔÁ ÚÁÐÉÓ×ÁÍÅ (4.3.7) ×ß× ×ÉÄÁ q
i
= Ai

je
j,

ËßÄÅÔÏ (Ai
j) =

�

1 �1

1 1

�

. ôÏÇÁ×Á

e

�

i = (L�1
)i je

j
= (L�1

:A�1
:Γ)i

j
q

�

j = (AT
)i

j
q

�

j ) γi
= Ai

jn
j
; (4.5.1)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÅÔÏ A:L:AT
= Γ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉÃÉÔÅ ÎÁ çÒÁÍ ÚÁ ÓßÏÔ×ÅÔ-

ÎÉÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ni
= (A�1

)

i
jγ j,

n1
=

γ1
+ γ2

2
2 Z

n2
=

γ2
� γ1

2
2 Z: (4.5.2)
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d

SU(2)

1

ïÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (4.5.2) Å ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÅ n1
;n2

2 Z ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ
γ1

= γ2
mod 2. ôÁËÁ, ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ Ä×Á ËÌÁÓÁ ÎÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ

Γ�=L� = f0;1g; 8

~γ 2 Γ�)
~γ 2 0, γ1

� γ2
= 0 mod 2

~γ 2 1, γ1
� γ2

= 1 mod 2: (4.5.3)

íÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÂÅÒÅÍ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ÏÔ Ä×ÁÔÁ ËÌÁÓÁ: 02 0 É q�2 2 0 (ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ
ÎÁ 1 ÉÍÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÉ (γ1

;γ2
) = (0;1) × ÂÁÚÉÓÁ fq�i g). ôÁËÁ, ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ × Ñ×ÅÎ

×ÉÄ ÓÅ ÚÁÄÁ×Á Ó G =

n

1;e2πiq�2

o

. äÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÉÑ ÅÌÅÍÅÎÔ,

Ô.Å. ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ q�2 =
1
2
(e

�

1 + e

�

2) ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ

8

~ω = ωie
i
2 L (q

�

2j~ω) = ωi(q
�

2je
i
) = ωi

1

2
(e

�

1 + e

�

2je
i
) =

ω1 +ω2

2
: (4.5.4)

ôÏ×Á ×ÓßÝÎÏÓÔ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ e2πi(q�2j~ω)

= e

iπ(ω1+ω2)
= 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÚÁ ÄÁ ÂßÄÅ ÅÌÅÍÅ-

ÎÔßÔ ~ω ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L ÅÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ � L

ÎÅÇÏ×ÉÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÉ ωi 2 Z ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁÔ ÅÄÎÁË×Á ÞÅÔÎÏÓÔ, Ô.Å. ÐÏÑ×Ñ×Á ÓÅ14

Ïðàâèëî íà ×åòíîñò ω1 = ω2 mod 2

(4.5.5)
îÁËÒÁÑ ÄÁ ÏÂÏÂÝÉÍ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉÔÅ:

ëÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G = exp
�

2πi(Γ�=L�)
�

= f1;e2πiq�2
g ' Z2 ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÏÔÄÅÌÑ

ÒÅÛÅÔËÁÔÁ Γ ËÁÔÏ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ L ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ:

Γ = Inv

G

(L) =
n

~ω 2 L

�

�

�

G:

~ω =

~ω
o

=

n

~ω 2 L

�

�

�

e

2πi(q�2j~ω)

= 1
o

)

Γ =

n

~ω = ωi e
i
2 L

�

�

�

ω1 = ω2 mod 2
o

: (4.5.6)

4.6 ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÉ

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÒÅÄÉÛÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÝÁ ÍÏÄÅÌÁ 331 ÍÏÖÅ
ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎÁ ËÁÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(L) ÏÔÎÏÓÎÏ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ËÒÁÊÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ (4.4.3).
ôÏÇÁ×Á ×ÓÉÞËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ A(L) ÝÅ ÂßÄÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ A(Γ) = A(331). ÷

ÒÁÚÄÅÌ § 3.8 ×ÉÄÑÈÍÅ, ÞÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔßÞÎÉÔÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉ

ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁ du(1)
N
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÔÁ ÚÁ ÌÏËÁÌÎÏÓÔ: ÔÅ

ÓÅ ÓÔÒÏÑÈÁ ÏÔ ÔÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÉÑ ÎÁ du(1)
N
(ÚÁÄÁÄÅÎÉ ÞÒÅÚ ×ßÎÛÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ U

~λ),

14ÔÏ×Á ÐÒÁ×ÉÌÏ Å ÆÏÒÍÕÌÉÒÁÎÏ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÏ × [41] ÐÏÄ ÉÍÅÔÏ "projection rule" ÐÏÎÅÖÅ ÉÚÈ×ßÒÌÑ ÏÔ
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ, ÞÉÉÔÏ ÚÁÒÑÄÉ ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ (4.5.5)
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4.6 ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÉ

ËÏÉÔÏ ÓÁ ÌÏËÁÌÎÉ ÓßÓ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ô.Å. ÔÅÚÉ~λ ÚÁ ËÏÉÔÏ 8 ~ω 2 L (

~ωj~λ) 2 Z, ËßÄÅÔÏ
L Å ÚÁÒÑÄÏ×ÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ "ÒÁÚÛÉÒÑ×ÁÝÁ" du(1)

N
.

÷ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ ÏÔÄÅÌÉÍ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ËÁÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÅÄÎÁ ÐÏ-
ÇÏÌÑÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G, ÔÏÇÁ×Á ÓÔÅÓÎÑ×ÁÎÅÔÏ
ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ Õ×ÅÌÉÞÁ×Á ÂÒÏÑ ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ, Ô.Å. ÐÏÑ×Ñ×ÁÔ ÓÅ ÎÏ×É ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÉÑ, ËÏÉÔÏ ÎÅ ÓÁ ÉÓÔÉÎÓËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÚÁ ÐÏ-ÛÉÒÏËÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÎÏ ÓÁ ÔÁËÉ×Á
ÚÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ É ÐÏÄÌÇÅÂÒÁ. ôÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ïôîï÷ï ÓÅ ÚÁÄÁ×ÁÔ
ÞÒÅÚ ×ßÎÛÎÉÔÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÉ U

~β (ÚÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉ ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ
~β) ÔßÊ ËÁÔÏ U

~λ;
~λ 2 RN

ÓÁ ×ÓÉÞËÉ ×ßÚÍÏÖÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ du(1)
N
É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉÔÅ ÒÁÚÛÉ-

ÒÅÎÉÑ ÓÁ ÐÒÅËÉ ÓÕÍÉ ÏÔ ÔÁËÉ×Á.
ôÁËÁ, Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑU

~β ÓÁ ÎÏ×ÉÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÏÔ
~β2Zn�G

ËßÄÅÔÏ n Å ÒÅÄßÔ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÅÌÅÍÅÎÔÁ~β. íÌÁÄÛÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ ÎÁ
Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÉÑ ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔ [43], [A] ËÁËÔÏ ÓÌÅÄ×Á

jΛ�~βi �U
�

~βjΛi=UΛ�~βj0i (4.6.1)

4.6.1 ôÏËÏ×Å É ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ × Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

óßÇÌÁÓÎÏ Õ-ÎÉÅ (4.6.1), ÏÐÒÅÄÅÌÑÝÏ ÍÌÁÄÛÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ, ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÏ ÐÏÌÅ A 2 A ÏÔ ÈÉ-
ÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ [A],[43]

π
~β(A) =U

~β AU
�

~β: (4.6.2)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.6 ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ, ÔÏËÏ×ÅÔÅ É ÔÅÎÚÏÒÁ
ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ ÓÁ Ó×ßÒÚÁÎÉ Ó ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÓßÇÌÁÓÎÏ [43]

π
~β(Y (

~ω;z)) = z�(

~ωj~β)Y (

~ω;z) (4.6.3)

π
~β(H

~ω
(z)) = H

~ω
(z)�

(

~ωj~β)
z

(4.6.4)

π
~β(T (z)) = T (z)�

1

z
(

~βjH(z))+
1

2z2
(

~βj~β): (4.6.5)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1. éÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ (3.6.17) ÎÁ ×ÅÒÔÅËÓÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÔßÖÄÅÓÔ×ÏÔÏ
BeAB�1

= e

BAB�1
É ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ×ßÎÛÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ U

~ω Ó ÍÏ-
ÄÉÔÅ H i

n ÎÁ ÔÏËÁ (3.7.10)

π
~β(Y (

~ω;z)) = U
~βU

~ωe
iΦ

+

(

~ω;z)zH~ω
0
e

iΦ
�

(

~ω;z)U
�

~β =U
~ωe

iΦ
+

(

~ω;z)U
~βzH~ω

0 U
�

~βe
iΦ

�

(

~ω;z)
=

= U
~ωe

iΦ
+

(

~ω;z)z
U
~βH~ω

0 U
�

~β
e

iΦ
�

(

~ω;z)
=U

~ωe
iΦ

+

(

~ω;z)zH~ω
0 �(

~ωj~β)
e

iΦ
�

(

~ω;z)
=

= z�(

~ωj~β)Y (

~ω;z) (4.6.6)
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d

SU(2)

1

2. òÁÚÐÉÓ×ÁÍÅ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÔÏË π
~β(H

~ω
(z)) ÐÏ ÍÏÄÉ:

π
~β(H

~ω
(z)) = U

~βH
~ω
(z)U

�

~β = ∑
n2Z

U
~βH

~ω
n U

�

~βz�n�1
= ∑

n2Z

(H
~ω
n � (e

i
j

~β)δn;0)z
�n�1

=

= H
~ω
(z)�

(

~ωj~β)
z

: (4.6.7)

3) ôÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÍÅ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ (3.7.8)

π
~β(T (z)) =

1

2

N

∑
i; j=1

:π
~β(H

i
(z))(G�1

i j )π
~β(H

j
(z)):=

=

1

2

N

∑
i; j=1

:H i
(z)(G�1

i j )H j
(z):�

1

z

N

∑
i; j=1

(

~βjei
)(G�1

i j )H j
(z)+

1

2z2

N

∑
i; j=1

(

~βjei
)(G�1

i j )(e

j
j

~β) =

= T (z)�
1

z
(

~βjH(z))+
1

2z2
(

~βj~β); (4.6.8)

ËßÄÅÔÏ (G = GL Å ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÎÁ çÒÁÍ ÚÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L) ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁÔÁ ∑N

i=1 je
i
)(e

�

i j= 1 = ∑N
i=1 je

�

i )(e
i
j É ÏÚÎÁÞÅÎÉÅÔÏ jH(z)) = H i

(z)je�i ).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÚÁ ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ É ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ [43]

π
~β(H

~ω
n ) = H

~ω
n � (

~ωj~β)δn;0

π
~β(Ln) = Ln� (

~βjHn)+
1

2
(

~βj~β)δn;0: (4.6.9)

óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ËÁÖÅÍ ËÁË×Ï ÏÚÎÁÞÁ×Á "Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉ" ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ: ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ
ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ "ÕÎÉ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔ" exp(2πiL0), ËßÄÅÔÏ L0 Å ÎÕÌÅ×ÉÑÔ ÍÏÄ ÎÁ
ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z), ×ßÒÈÕ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ

e

2πiL0π
~β(Y (

~ω;z))e�2πiL0
= e

2πiL0U
~βY (

~ω;z)U
�

~βe
�2πiL0

=

= e

2πiL0U
~βe

�2πiL0
e

2πiL0Y (

~ω;z)e�2πiL0
e

2πiL0U
�

~βe
�2πiL0

=

= e

2πiL0U
~βe

�2πiL0Y (

~ω;z)e2πiL0U
�

~βe
�2πiL0

; (4.6.10)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ×ÅÒÔÅËÓÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ Y (

~ω;z) ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ-
×ÉÅÔÏ ÎÁ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ×ßÒÔÅÎÅ L0, Ô.Å. e2πiL0Y (

~ω;z)e�2πiL0
= Y (

~ω;z). ïÔ
ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ, ÞÅ

e

2πiH~ω
0 U

~λ =U
~λe

2πi(H~ω
0 +(

~ωj~λ))

e

2πiL0U
~λ =U

~λe
2πi(L0+H

~λ
0 +

1
2 (
~λj~λ)) (4.6.11)

(ÇÏÒÎÉÔÅ Ä×Å ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÅÄ×ÁÔ ÏÔ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ U
~λ ÓßÓ L0, H~ω

0 É

ÔßÖÄÅÓÔ×ÏÔÏU�1
e

AU = e

U�1AU ). ôÁËÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

e

2πiL0π
~β(Y (

~ω;z))e�2πiL0
=
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4.7 ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÏÅËÔÉÒÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔe
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

=U
~βe

2πif(~βjH0)+
1
2 (
~βj~β)gY (

~ω;z)U
�

~βe
2πif(�~βjH0)+

1
2 (
~βj~β)g

=

=U
~βe

2πif(~βjH0)+
1
2 (
~βj~β)gY (

~ω;z)e2πif(�~βjH0)+
1
2 (
~βj~β)�(�

~βj�~β)gU
�

~β =

=U
~βe

2πi(~βjH0)Y (

~ω;z)e2πi(�~βjH0)U
�

~β =U
~βe

2πi(~ωj~β)Y (

~ω;z)U
�

~β =

= e

2πi(~ωj~β)π
~β(Y (

~ω;z)): (4.6.12)

úÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÏÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ, ÞÅ e2πi(~βjH0) ËÏÍÕÔÉÒÁ ÓßÓ ÎÏÒ-
ÍÁÌÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ ×ß×Y (

~ω;z)=U
~ω:e

iΦ(

~ω;z):, Á ËÏÍÕÔÁÃÉÑÔÁ ÓU
~ω ÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÏÔ (4.6.11).

ôÏÚÉ ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ËÏÇÁÔÏ (~ωj~β) 62ZÐÏÌÅÔÏ π
~β(Y (

~ω;z)) ÐÒÅÓÔÁ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÅÄÎÏ-
ÚÎÁÞÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ z ÏÔÎÏÓÎÏ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ L0 ÎÁ ×ßÒÔÅÎÅ ÏËÏÌÏ ÎÁÞÁÌÏÔÏ

(z = 0). ïÔ ÔÕË ÉÄ×Á É ÔÅÒÍÉÎßÔ "Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏ" (twisted), Ô.Å. ÕÓÕËÁÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ. îÅÝÏ
ÐÏ×ÅÞÅ -- × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ (Ô.Å. ËÏÇÁÔÏ ~ω 2 L, ~β 62 L�) Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ
π
~β(Y(

~λ;z)) ×ÅÞÅ ÎÅ ÓÁ ÌÏËÁÌÎÉ ÓßÓ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Y (

~ω;z) ÏÔ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ
ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ. ïËÁÚ×Á ÓÅ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ ÏÔÎÏÓÎÏ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ

π
~β(L0) = L0�H

~β
0 +

1
2
(

~βj~β) ÐÏÌÅÔÏ π
~β(Y (

~λ;z)) ÏÓÔÁ×Á ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Ô.Å. ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÏ, ÐÒÉ
ÔÏ×Á ÓßÓ ÓßÝÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ∆ =

1
2
(

~ωj~ω), ÏÔÎÏÓÎÏ π
~β(T (z)), ÎÏ ìÏÒÁÎÏ×ÏÔÏ ÍÕ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ

×ÅÞÅ ÎÅ Å ÐÏ ÃÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ z É ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ ÝÅ ÂßÄÁÔ ÏÔÍÅÓÔÅÎÉ ÓßÓ
(

~ωj~β). ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ ÔÏ×Á Å ÅÄÎÏ ÎÏ×Ï ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÈÉÒÁ-
ÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ÷ÓßÝÎÏÓÔ~β ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ËÒÁÊÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÁ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ ÎÁ
×ßÔÒÅÛÎÉÔÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å [43].

4.7 ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÏÅËÔÉÒÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÎÅÐÒÉ-

×ÏÄÉÍÉÔe ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

ëÁËÔÏ ×ÅÞÅ ×ÉÄÑÈÍÅ, ×ÓÉÞËÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁA ÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÑÎÉÑ É ÎÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ É ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁAG. ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á ÏÂÁÞÅ, ÐÏÒÁÄÉ ÓÔÅÓÎÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ
ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÓÅ ÐÏÑ×ÉÈÁ ÎÏ×É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ (Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉ) ÎÁ AG, ËÏÉÔÏ ÎÅ ÓÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ A . ôÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ π

~β ÓÅ ÚÁÄÁ×ÁÔ ÞÒÅÚ ×ßÎÛÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍU
�

~β

ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å\u(1)N , Ô.Å. 8 A 2 AG : π
~β(A) =U

~β A U
�

~β.

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ~β ÚÁÄÁ×ÁÝÉ Ô×ÉÓÔÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÁ ËÒÁÊ-
ÎÁ ÇÒÕÐÁ ÚÁÄÁ×ÁÝÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÎÉÑ ÏÔ ÐßÒ×É ÒÏÄ. óÌÅÄ×ÁÊËÉ [43] ÎÉÅ
ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÓÁÍÏ ÔÁËÉ×Á ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÇÒÕÐÉ, ËÏÉÔÏ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ÞÒÅÚ ×ßÔÒÅÛÎÉ Á×-
ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å. ÷ ÎÁÛÉÑ ÓÌÕÞÁÊ ×ÓÉÞËÉ ×ßÔÒÅÛÎÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÉ
ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÁ ÏÔ ×ÉÄÁ

exp
�

I

dz

2πi
aiH

i
(z)
�

; exp
�

I

dz

2πi
z

1
2 (
~ωj~ω)Y (

~ω;z)
�

;

~ω 2 L: (4.7.1)

òÁÚÇÌÅÖÄÁÊËÉ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ π
~β ÎÁ AG ÝÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÍÅ, ÞÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉ-

ÚÍßÔ ËÏÊÔÏ ÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ ÄÅÊÓÔ×Á ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÏ, Ô.Å. ÉÚÂÉÒÁÍÅ ËÁÒÔÁÎÏ×ÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ
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1

ÔÁËÁ, ÞÅ ÄÁ ÓßÄßÒÖÁ ÔÏËÁ H
~β
0 = (

~βjH0) =
~βi
(G�1

Γ )i jH
j

0

8 b = e

2πi~β
2G b̂ = e

2πiH
~β
0
: (4.7.2)

ôÏÇÁ×Á ×ÓÉÞËÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ g = e

2πi~α, ËÏÉÔÏ ËÏÍÕÔÉÒÁÔ Ó~β ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÉ ÅÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓßÓ~β, Ô.Å. ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÉ × ÅÄÎÁ É ÓßÝÁËÁÒÔÁÎÏ×Á ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ.
ôÁËÁ ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×Á ÐÏÎÑÔÉÅÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÁ~β [43].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.3 íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ G
~β = fg 2G j g�1

~βg =

~βg ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÎÁ

ÅÌÅÍÅÎÔÁ~β 2G.

ìÅÓÎÏ ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑ×Á, ÞÅ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒßÔ ÎÁ ×ÓÅËÉ ÅÌÅÍÅÎÔ ÏÔ ÇÒÕÐÁÔÁ G Å ÎÅÊÎÁ ÐÏÄÇ-
ÒÕÐÁ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÁËÏ g1;g2 2G

~β Ô.Å. g�1
1
~βg1 =

~β, g�1
2
~βg2 =

~β ÔÏÇÁ×Á
1. ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒßÔ Gβ �G Å ÚÁÔ×ÏÒÅÎ ÏÔÎÏÓÎÏ ÇÒÕÐÏ×ÏÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ

(g1:g2)
�1
~β(g1:g2) = g�1

2 :g�1
1
~βg1:g2 = g�1

2
~βg2 =

~β

2. ÅÄÉÎÉÞÎÉÑÔ ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ 1 2G ÝÅ ÂßÄÅ ÅÄÉÎÉÞÅÎ ÅÌÅÍÅÎÔ É ÎÁ G
~β.

3. ÚÁ ×ÓÑËÏ g 2G
~β ) g�1

2G

~β . îÁÉÓÔÉÎÁ,

~β = 1�1
~β1 = (g:g�1

)

�1
~β(g:g�1

) = (g�1
)

�1g�1
~βg:g�1

= (g�1
)

�1
~βg�1

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, G
~β �G Å ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÐÏÄÇÒÕÐÁ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.3 ÷ßÐÒÅËÉ, ÞÅ ×ÓÉÞËÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁG
~β ËÏÍÕÔÉÒÁÔ Ó

~βÔÁÚÉ
ÐÏÄÇÒÕÐÁ ÍÏÖÅ É ÄÁ ÎÅ ÂßÄÅ ÁÂÅÌÅ×Á, ËÏÇÁÔÏ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Å ÐÏÎÁÞÁÌÏ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á.

óßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ ÎÁ ÄÁÄÅÎ ÅÌÅÍÅÎÔ~β ×ÏÄÉ ÄÏ ÎÅÉÚ-
ÂÅÖÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ π

~β.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.7 ðÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ π
~β ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ AG

Å ÓÉÇÕÒÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ËÏÇÁÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒßÔ G
~β ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÝÉÑ ÅÌÅÍÅÎÔ

~β 2 G Óß-
ÄßÒÖÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ [43].

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
îÅËÁ A 2 AG Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ ÅÌÅÍÅÎÔ ÏÔ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂ-
ÒÁ ÚÁÄÁÄÅÎ × ÎÑËÏÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÐßÌÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A . ëÁËÔÏ
×ÅÞÅ ÓÐÏÍÅÎÁÈÍÅ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÓßÇÌÁÓÎÏ Õ-
ÎÉÅ (4.6.2), Á ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ G

~β ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÔ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÅ×ÉÔÅ
ÍÏÄÉ ÎÁ ËÁÒÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÔÏËÏ×Å, Ô.Å.

8g = e

2πi~α
2G

~β �G ) ĝ = e

2πiH~α
0
:

75



4.7 ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÏÅËÔÉÒÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔe
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

ôÏÇÁ×Á ĝ ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ π
~β(A) × Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ AG. îÁ-

ÉÓÔÉÎÁ,

e

2πiH~α
0 π

~β(A)e
�2πiH~α

0
= e

2πiH~α
0 U

~β
| {z }

A U
�

~βe
�2πiH~α

0

| {z }

=

=U
~βe

2πifH~α
0 +(

~αj~β)gAe�2πifH~α
0 �(

~αj�~β)gU
�

~β =U
~βe

2πiH~α
0 Ae�2πiH~α

0 U
�

~β: (4.7.3)

îÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A 2 AG Å ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÚÁ ×ÓÅËÉ ÅÌÅÍÅÎÔ g 2 G Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ gAg�1

= A. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

ÔÏ×Á ÝÅ ÂßÄÅ ×ÑÒÎÏ É ÚÁ g = e

2πiH~α
0
2G

~β. ôÁËÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

e

2πiH~α
0 π

~β(A)e
�2πiH~α

0
=U

~βAU
�

~β = π
~β(A) =)

e

2πiH~α
0 π

~β(A) = π
~β(A)e

2πiH~α
0
: (4.7.4)

ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ĝ = e

2πiH~α
0
;

~α 2 G
~β ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ × ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ π
~β É ÓßÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÁÔÁ ÎÁ ûÕÒ, × ÅÄÎÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ, ÔÒÑÂ×Á ÄÁ

ÂßÄÅ ËÒÁÔÅÎ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑ. ôÕË e2πiH~α
0 Å ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÏ ÎÅ Å ËÒÁÔÅÎ ÎÁ ÅÄÉÎÉ-

ÞÎÉÑ (ÁËÏ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ G
~β Å ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ). ôÏÇÁ×Á, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ π

~β Å ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

äÁ ÏÚÎÁÞÉÍ Ó H
~β
~λ

= AG
+

j

~λ�~βi ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ AG

ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ H
~λ = A

+

j

~λi ÎÁ ÐßÌÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôßÊ ËÁÔÏ ×ßÒÈÕ

ÍÏÄÕÌÁ H
~β
~λ
ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ ÎÁ ~β ËÏÍÕÔÉÒÁÔ Ó ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ × Óß-

ÝÉÑ ÍÏÄÕÌ ÝÅ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁG
~β. îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ Å ËÒÁÊÎÁ ÇÒÕÐÁ

É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÉÍÁ ËÒÁÅÎ ÂÒÏÊ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÄÏËÁÔÏ H
~β
~λ
Å ÂÅÚËÒÁÊÎÏ

ÍÅÒÅÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. úÁÔÏ×Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ G
~β × ÍÏÄÕÌÁ H

~β
~λ
ÝÅ ÂßÄÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ

H
~β
~λ

=

M

i

H
~β;σi

~λ
; σi 2 Ĝ

~β; (4.7.5)

ËßÄÅÔÏ Ó Ĝ
~β ÓÍÅ ÏÚÎÁÞÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ (ËÏÅÔÏ ÓßÝÅ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÇÒÕÐÁ) ÏÔ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎ-

ÔÎÉÔÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ G
~β. ôßÊ ËÁÔÏ × ÂÅÚËÒÁÊÎÁÔÁ ÓÕÍÁ (4.7.5)

ÉÍÁ ÓÁÍÏ ËÒÁÅÎ ÂÒÏÊ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ σ 2 Ĝ
~β ÍÏÖÅÍ ÄÁ

ÏÔÄÅÌÉÍ × ÏÔÄÅÌÎÉ ÓÕÍÉ ×ÓÉÞËÉ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÐÏÍÅÖÄÕ ÓÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, Ô.Å.

H
~β
~λ

=

M

σ2Ĝ
~β

�

M

σi'σ
H

~β;σi

~λ

�

=

M

σ2Ĝ
~β

H
~β
~λ;σ

; (4.7.6)

ËßÄÅÔÏH
~β
~λ;σ

=

L

σi'σ
H

~β;σi

~λ
Å ÂÅÚËÒÁÊÎÏÍÅÒÎÏÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁG

~β ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ËÁÔÏÂÅÚËÒÁÊÎÁ

ÐÒÑËÁ ÓÕÍÁ ÏÔ ÅÄÎÉ É ÓßÝÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ σ 2 Ĝ
~β É ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÏ
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SU(2)

1

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ [43]. óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ H
~β
~λ
ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ:

ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ ĝ = e

2πiH~α
0 ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ËÒÁÔÅÎ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑ ×ß× ×ÓÑËÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ H
~βσi

~λ
ÎÁ G

~β. ôÏÇÁ×Á ×ß× H
~β
~λ
ÔÏÊ ÝÅ ÉÍÁ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ×ÉÄ ËßÄÅÔÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ÂÌÏËÏ×Å ÝÅ ÂßÄÁÔ ËÒÁÔÎÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÎÏ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÉ ËÏÅÆÉ-

ÃÉÅÎÔÉ ÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÏÓÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ H
~β
~λ
ÔÁËß× ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ

Å ËÒÁÔÅÎ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑ. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÁËÏ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÉÚÏÐÔÉÐÉÞÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ

H
~β
~λ;σ
, ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ ĝ = e

2πiH~α
0 ÝÅ ÉÍÁÔ ÏÔÎÏ×Ï ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ×ÉÄ, ÎÏ ÔÏÚÉ ÐßÔ ×ÓÉÞ-

ËÉ ÆÁËÔÏÒÉ ÎÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÏÓÔ × ÏÔÄÅÌÎÉÔÅ ÂÌÏËÏ×Å ÝÅ ÂßÄÁÔ ÅÄÎÉ É ÓßÝÉ ÔßÊ ËÁÔÏ
×ÓÅËÉ ÂÌÏË ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÎÁ ÅÄÎÏ É ÓßÝÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ
ĝ; g 2 G

~β ( Á ÔÏ×Á ÓÁ ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ËÏÍÕÔÉÒÁÝÉ Ó ÃÑÌÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ AG) ÝÅ

ÂßÄÁÔ ËÒÁÔÎÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑ É ÔÏÇÁ×Á (ÏÔÎÏ×Ï ÓßÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÁÔÁ ÎÁûÕÒ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ

H
~β
~λ;σ

Å ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ.

éÚ×ÏÄ:íÏÖÅÍ ÄÁ ÏÔÄÅÌÉÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÉ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ

H
~β
~λ
ËÁÔÏ ÐÒÏÅËÔÉÒÁÍÅ ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÉÔÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÉH

~β
~λ;σ
ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÏÔÎÏÓÎÏ

ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ σ ÎÁ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁ G
~β ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÝÉÑ ÅÌÅÍÅÎÔ.

óÌÅÄ×ÁÝÏÔÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚ×Á ÅËÓÐÌÉÃÉÔÎÏ ËÁË ÓÅ ÓÔÒÏÉ ÐÒÏÅËÔÏÒßÔ ×ßÒÈÕ ÉÚÏ-
ÔÉÐÉÞÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ (ÓÒ×. Õ-ÎÉÅ (4.3) × [43]).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.8 îÅËÁG
~β Å ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒÁÎÁÔ×ÉÓÉÔÉÒÁÝÉÑ ÅÌÅÍÅÎÔÉÎÅËÁσ(g) Å ÈÁÒÁË-

ÔÅÒÁ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅVσ ÎÁG
~β. ôÏÇÁ×Á ÐÒÏÅËÔÏÒßÔ ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÏÔÏ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ G
~β ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÞÒÅÚ

Pσ =

σ(1)
jG

~βj
∑

g2G
~β

σ�(g)ĝ (4.7.7)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1. P�σ = Pσ îÁÉÓÔÉÎÁ,

P�σ =

σ�(1)
jG

~βj
∑

g2G
~β

σ(g)ĝ�:

îÏ σ(1) = dim Vσ = σ�(1); ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÎÁ ËÒÁÊÎÉÔÅ ÇÒÕÐÉ ÓÁ ×É-
ÎÁÇÉ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÉ [38, 37], ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ g� = g�1 É σ(g�1

) = tr

Vσ
g� =

( tr

Vσ
g)� = σ�(g). ïÚÎÁÞÁ×ÁÍÅ g�1

= h É

P�σ =

σ(1)
jG

~βj
∑

h�1
2G

~β

σ�(h)h =

σ(1)
jG

~βj
∑

h2G
~β

σ�(h)h = Pσ;

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ, ÞÅ ËÏÇÁÔÏ h�1 ÐÒÏÂÑÇ×Á G
~β ÔÏ h ÓßÝÏ ÐÒÏÂÑÇ×Á G

~β.
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4.7 ðÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ ÎÁ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ. ðÒÏÅËÔÉÒÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔe
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

2. P2
σ = Pσ

P2
σ =

σ2
(1)

jG

~βj
2 ∑

g2G
~β

∑
h2G

~β

σ�(g)σ�(h)gh:

ðÏÌÁÇÁÍÅ gh = f ) σ�(h) = σ(h�1
) = σ( f�1g) É ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÎÅÐ-

ÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ
1

jG

~βj
∑

g2G
~β

σ�(g)σ0(hg) =
σ(h)
σ(1)

δσσ0 (4.7.8)

ÚÁ ÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕ×ÁÍÅ P2
σ

P2
σ =

σ2
(1)

jG

~βj
2 ∑

g2G
~β

∑
f2G

~β

σ�(g)σ( f�1g) f =
σ(1)
jG

~βj
∑

f2G
~β

σ( f�1
) f = Pσ:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ Pσ ÎÁÉÓÔÉÎÁ Å ÐÒÏÅËÔÏÒ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.4 æÏÒÍÕÌÁÔÁ (4.7.8) ÚÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÏÓÔ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÓÌÅÄ-
×Á ÏÔ ÐÏ-ÏÂÝÁÔÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÏÓÔ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ-

×ÑÎÉÑ [38, 37]
1

jGj

∑
g2G

D
(i)
µνD

( j)

ρλ =

1

dimD(i)
δi jδµλδνρ: (4.7.9)

îÁÉÓÔÉÎÁ, ËÁÔÏ ÕÍÎÏÖÉÍ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÎÁD
( j)

λ~α(g
0

), ÓÕÍÉÒÁÍÅ ÐÏ λ, ÚÁÍÅÓÔÉÍ dimD(i)
=

σi(1) É ×ÚÅÍÅÍ ÓÌÅÄÁ ÏÔ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ( ÏÔÞÉÔÁÊËÉ σi(g) = tr

Vσ
D(i)

(g)) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

ÔÏÞÎÏ (4.7.8).

3. úÁ ÄÁ ×ÉÄÉÍ ×ßÒÈÕ ËÁË×Ï ÐÒÏÅËÔÉÒÁ Pσ ÝÅ ÇÏ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ×ßÒÈÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÅÎ ÅÌÅ-
ÍÅÎÔ g 2 G

~β É ÝÅ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ. ÷ÓÅËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÎÁ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ G
~β ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎ

χ(g) =
r

∑
j=1

n jσ j(g); (4.7.10)

ËßÄÅÔÏσ j(g) ÓÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, Á n j - ËÒÁÔÎÏÓÔÉÔÅ Ó ËÏÉÔÏ
ÓÅ ÓÒÅÝÁÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ σ j(g) × χ(g). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÒÁÄÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÈÁÒÁË-
ÔÅÒÉÔÅ, ÔÏ×Á ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÏ ÁËÏ ÐÏÚÎÁ×ÁÍÅ ÓÁÍÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ χ(g) ÐÏ
ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

ni =
1

jG

~βj
∑

g2G
~β

σ�i (g)χ(g): (4.7.11)

äÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉÒÁÎÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ (4.7.10)

χ(Pσi
(g)) =

r

∑
j=1

n j
σi(1)

jG

~βj
∑

h2G
~β

σ�i (h)σ j(hg) =
r

∑
j=1

n jσi(1)
σ j(g)

σi(1)
δσi;σ j

= niσi(g):

óÅÇÁ ×ÅÞÅ Å ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÅ ÓÌÅÄ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅÔÏ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ (4.7.7) ÈÁÒÁËÔÅÒÁ (4.7.10) Óß-
ÄßÒÖÁ ÓÁÍÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÁ σi. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ (4.7.7) Å
ÐÒÏÅËÔÏÒ ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ σi ÎÁ G

~β.

78



4 331 íïäåìÿô ëáôï Z
N

ïòâéæïìä îáW
1




d

SU(2)

1

4.8 îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁÁÌÇÅÂ-
ÒÁ É ÔÅÈÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÒÅÄÉÛÎÉÑ ÐÁÒÁÇÒÁÆ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ H
~β
~λ
ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A(L)G ÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ. úÁ ÄÁ ÏÔÄÅÌÉÍ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÉÍ ËÏ-
ÍÐÏÎÅÎÔÉ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÐÒÏÅËÔÏÒÉÔÅ (4.7.7) ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÃÅÎÔ-
ÒÁÌÉÚÁÔÏÒÉÔÅ G

~β ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ Ô×ÉÓÔÉÒÁÝÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ
~β, Ô.Å.

H
~β
~λ;σ

def

= Pσ H
~β
~λ

= PσU
�

~β H
~λ: (4.8.1)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.5 ôßÊ ËÁÔÏU
�

~β ËÏÍÕÔÉÒÁ ÓßÓ J
�n, n > 0 ÓÍÅ ÚÁÐÉÓÁÌÉ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÍÏÄÕÌ

H
~β
~λ

= A
G

+

j

~λ�~βi= AG
+

U
�

~βj
~λi=U

�

~βAG
+

j

~λi=U
�

~βH
~λ:

èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ A(L)G ÝÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÁÔÏ ÐÒÅÓÍÅ-

ÔÎÅÍ ÓÌÅÄÁÔÁ ÎÁ "ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÑ" ÏÐÅÒÁÔÏÒ qL0�
c

24
e

2πiζH
Q

0 × ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÑ ÍÏÄÕÌ H
~β
~λ;σ
,

ËßÄÅÔÏ q = e

2πiτ, Imτ > 0 Å ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÎÏ ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ Á ζ ÎÁ ÈÉÍÉÞÎÉÑ
ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ:

χ
~β
~λσ

(τ;ζ) = tr

H
~β
~λ;σ

�

qL0�
c

24
e

2πiζH
Q

0

�

: (4.8.2)

óÌÅÄ×ÁÝÏÔÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚ×Á ËÁË ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉ ÔÅÚÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ËÁÔÏ
ÚÎÁÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ

ÇÒÕÐÁ (ÓÒ×. Proposition 3.2 × [A]).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.9 èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ H
~β
~λ;σ

ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ-

×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÂÒÁ A(L)G � A(L) ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁG

ÓÅ ÐÒÅÓÍÑÔÁÔ ÐÏ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ [A]:

χ
~β
~λσ

(τ;ζ) = q
(

~βj~β)
2
e

�2πiζ(Qj~β) σ(1)
jG

~βj
∑

g=e2πi~α
2G

~β

σ�(g)χ
~λ(τ;ζQ+

~α�~βτ): (4.8.3)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1. ýÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ ÁËÏ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ P = P� = P2 ÄÅÊÓÔ×Á × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ V ÓÌÅÄÉÔÅ
×ßÒÈÕ ÎÅÇÏ É ÎÅÇÏ×ÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï PV � V ÓÁ Ó×ßÒÚÁÎÉ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ:

tr

PV

(A) = tr

V

(P�AP)
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4.8 îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÔÅÈÎÉÔÅ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉ

îÁÉÓÔÉÎÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ P = P� Å ÅÒÍÉÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ V ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÂÁÚÉÓ
fjeaig ÓÏÂÓÔ×ÅÎ ÚÁP, Ô.Å. Pjeai= pajeai. õÓÌÏ×ÉÅÔÏ P2

= P ×ÏÄÉ ÄÏ (pa)
2
= pa; ) pa = 0;1:

ôÏÇÁ×Á ÂÁÚÉÓßÔ ÏÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ×ÅËÔÏÒÉ ÎÁ P ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎ
n

jeai

o

=

n

jeii

�

�

�

Pjeii= jeii

o

[

n

jeαi
�

�

�

Pjeαi= 0:
o

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

tr

V

(P�AP) = ∑
a

heajP
�APjeai= ∑

i

heijP
�

| {z }

heij

APjeii
|{z}

jeii

+∑
~α
he
~αjP

�APjeαi
| {z }

0

= ∑
i

heijAjeii=

= tr

PV

(A);

(4.8.4)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ, ÞÅ fjeiig ÏÂÒÁÚÕ×Á ÂÁÚÉÓ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ PV .
2. âÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÃÉËÌÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÓÌÅÄÁÔÁ É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÏÒÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

tr

V

(P�AP) = tr

V

(APP�) = tr

V

(AP2
) = tr

V

(AP):

3. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÓÌÅÄÁÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ
ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒU

�

~β,

tr

�

U
�

~βV

�

(A) = tr

V

(U�

�

~β
AU

�

~β) = tr

V

(AU
�

~βU�

�

~β
| {z }

1

) = tr

V

(A):

ÚÁ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ

χ
~β
~λσ

(τ;ζ) = tr

PσU
�

~βH
~λ

�

q
π
~β(L0�

c
24 )
e

2πiζπ
~β(H

Q

0 )

�

= tr

H
~λ

�

(PσU
�

~β)
�q

π
~β(L0�

c
24 )
e

2πiζπ
~β(H

Q

0 )

PσU
�

~β

�

=

= tr

H
~λ

�

U�

�

~β
P�σq

π
~β(L0�

c
24 )
e

2πiζπ
~β(H

Q

0 )

PσU
�

~β

�

= tr

H
~λ

�

q
π
~β(L0�

c
24 )
e

2πiζπ
~β(H

Q

0 )

PσU
�

~βU�

�

~β
P�σ

| {z }

Pσ

�

=

= tr

H
~λ

�

q
π
~β(L0�

c
24 )
e

2πiζπ
~β(H

Q

0 )

Pσ

�

; (4.8.5)

ËßÄÅÔÏÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ, ÞÅU
�

~βU�

�

~β
= 1ÉPσP�σ =P2

σ =Pσ.ðÒÉÐÏÍÎÑÍÅ, ÞÅπ
~β(L0)=U�

�

~β
L0U

�

~β =

L0�H
~β
0 +

1
2
(

~βj~β) É π
~β(H

Q

0 ) = U�

�

~β
H
Q

0 U
�

~β = H
Q

0 � (Qj

~β) ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ É ÅÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÑ ÔÏË. ðÏ-ÎÁ-

ÔÁÔßË, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ Ñ×ÎÉÑ ×ÉÄ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ bg = e

2πiH~α
0 , ÕÞÁÓÔ×ÁÝ × ÐÒÏÅËÔÏÒÁ (4.7.7),

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

χ
~β
~λσ

(τ;ζ) = tr

H
~λ

�

qL0�H
~β
0 +

1
2 (
~βj~β)� c

24
e

2πiζ(HQ

0 �(Qj

~β))Pσ

�

=

= tr

H
~λ

�

qL0�H
~β
0 +

1
2 (
~βj~β)� c

24
e

2πiζ(HQ

0 �(Qj

~β))σ(1)
jG

~βj
∑

g=e2πi~α
2G

~β

σ�(g)e2πiH~α
0

�

=

= q
1
2 (
~βj~β)

e

�2πiζ(Qj~β)σ(1)
jG

~βj
∑

g=e2πi~α
2G

~β

σ�(g) tr

H
~λ

�

qL0�
c

24
e

2πiH
ζQ+

~α�τ~β
0

�

: (4.8.6)
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äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÓÅ ÚÁ×ßÒÛ×Á ËÁÔÏ ÏÔÞÅÔÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÚÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

χ
~λ(τ;z) = tr

H
~λ

�

qL0�
c

24
e

2πiHz
0

�

ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L), ËßÄÅ-

ÔÏ z Å ÅÌÅÍÅÎÔ ÏÔ ËÁÒÔÁÎÏ×ÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ.
ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.9 Å ÏÓÎÏ×ÅÎ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÚÁ ÐÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄ-

ÎÉÔÅ ÁÌÇÅÂÒÉ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎ × [43] (×ÉÖ, ÐÏ-ÓÐÅÃÉÁÌÎÏ, ÔÅÈÎÉÔÅ Õ-ÎÉÑ (3.18), (4.4), ËÏÉÔÏ ÓÅ
ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ÏÔ ô×ßÒÄÅÎÉÅ (4.9) ÐÒÉ ζ = 0).

4.9 ðÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ Z
M

ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L)

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÁÒÁÇÒÁÆ § 4.5 ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÂÅÛÅ Γ�=L� ' Z2. ôÕË ÝÅ ÒÁÚÇ-
ÌÅÄÁÍÅ ÅÄÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ ÄÒÏÂÎÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁèÏÌ, ËÏÊÔÏ ÐßË ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á
ËÁÔÏ ÞÁÓÔÅÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÁÔÏ M = 2.
1. èÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ
óßÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÉÛÎÉÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÏÚÎÁ×ÁÍÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ A(L). îÅÐÒÉ×Ï-
ÄÉÍÉÔÅ ÍÏÄÕÌÉ H

~λ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(L) Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ

GL =

�

(e

i
je

j
)

�

=

�

m 0

0 1

�

(4.9.1)

ÓÅ ÎÏÍÅÒÉÒÁÔ ÞÒÅÚ ÔÅÇÌÁÔÁ~λ ÎÁ ÍÌÁÄÛÉÔÅ ÉÍ ×ÅËÔÏÒÉ j~λi

~λ 2 L�=L =

n

le�1

�

�

�

�

m

2
+1� l �

m

2

o

; (4.9.2)

ËßÄÅÔÏ fe�i g Å ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L�, Á ×ÅËÔÏÒßÔ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ Å Q= e

�

1 .

ôßÊ ËÁÔÏ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(L) = A(Lm)
A(L1) Å ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ËÏÍÕ-
ÔÉÒÁÝÉ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÉ, ËßÄÅÔÏ Lm = Ze

1 É L1 = Ze
2 ÓÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉ ÒÅÛÅÔËÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒßÔ ÎÁ

ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅH
~λ ÎÁ A(L) ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ ËÁÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ K-ÆÕÎËÃÉÉ

[63]

Kl(τ;ζ;m) =

1

η(τ) ∑
n2Z

q
m
2 (n+

l
m
)

2

e

2πiζ(n+ l
m
)

; η(τ) = q1=24
∞

∏
n=1

(1�qn
); q

def

= e

2πiτ (4.9.3)

(Im τ > 0), ËÏÉÔÏ ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ A(Lm) É A(L1), Ô.Å.

χ
~λ(τ;ζ) = Kl(τ;ζ;m)K0(τ;1) =

1

η2
(τ) ∑

n12Z

q
m
2 (n1+

l
m
)

2

e

2πiζ(n1+
l
m
) ∑

n22Z

q
1
2 n2

2
: (4.9.4)

2. ô×ÉÓÔÉÒÁÎÅ
äÁ ×ÚÅÍÅÍ ÅÄÉÎ Ô×ÉÓÔÉÒÁÝ ÅÌÅÍÅÎÔ~β2ZM. óßÇÌÁÓÎÏ § 4.5 (× ÞÁÓÔÎÏÓÔ ×ÉÖ Õ-ÎÉÅ (4.5.4))

~β = βi
e

�

i ; β1
= a

ν
M
2 ZM; (a 2 ZM) β2

=

ν
M
2 ZM; (4.9.5)

Ô.Å. ×ÅËÔÏÒßÔ~β = (β1
;β2

) ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ (×ÓÉÞËÉ ÎÅÐÒÉ-
×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÅÄÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ ÓÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉ, ×Ö. äÏÐßÌÎÅÎÉÅ B) ÎÁ ZM.
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4.9 ðÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ Z
M

ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÓßÇÌÁÓÎÏ Õ-ÎÉÅ (4.5.4) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ, ËÏÅÔÏ ÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÕ×Á
(× ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331) Å ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ (Ô.Å. a = 1). ôÕË ÝÅ ÒÁÚÇ-
ÌÅÄÁÍÅ ÍÁÌËÏ ÐÏ-ÏÂÝÉÑ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁ ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ, Á
ÓÌÕÞÁÑ (4.5.4) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ËÏÇÁÔÏ a = 1.
3. ðÒÏÅËÔÉÒÁÎÅ
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁ Ô×ÉÓÔÁ ÅÌÅÍÅÎÔßÔ ĝ ÕÞÁÓÔ×ÁÝ × ÐÒÏÅËÔÏÒÁ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ

ĝ = e

2πiH~α
0
;

~α = αi
e

�

i ; α1
= a

µ

M
2 ZM; (a 2 ZM) α2

=

µ

M
2 ZM: (4.9.6)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ G ×ßÒÈÕ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌ-

ÇÅÂÒÁ A(L) ÞÒÅÚ e2πiH~α
0 ÂÅÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=L� ×ßÒÈÕ

ÒÅÛÅÔËÁÔÁ L. úÁ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÐÒÏÅËÔÏÒ ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ
G, ÏÂÁÞÅ, ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÚÎÁÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ G ×ßÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ, Ô.Å.
×ßÒÈÕ ÍÌÁÄÛÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ j~λi Ó ÔÅÇÌÁ~λ 2 L�. äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

e

2πiH~α
0 Y (

~λ;z)e2πiH~α
0
= e

2πi(~αj~λ)Y (

~λ;z);

~λ = le�1 ) (

~αj~λ) =
lµ

mM
; (4.9.7)

Ô.Å. ×ßÒÈÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁG Å ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁZmM. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÒÏÅËÔÉÒÁÍÅ ×ßÒÈÕ ÉÚÏÔÉÐÉÞÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÔÏÞÎÏ ÎÁ ÔÁÚÉ ÇÒÕÐÁ.
óßÇÌÁÓÎÏ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.9 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ

A(L)ZM ÓÅ ÐÒÅÓÍÑÔÁÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ15

χ
~β
~λ;σ

(τ;ζ) = χν
l;σ(τ;ζ) =

1

mM
∑

µ mod mM

e

�2πi
µσ
mM q

1
2 (
~βj~β)

e

�2πiζ(Qj~β)χl(τ;ζQ+

~α� τ~β); (4.9.8)

ËßÄÅÔÏ Q= (Q1
;Q2

) = (1;0) × ÂÁÚÉÓÁ fe�i g ÎÁ ÄÕÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ L�, Á~λ,~α É~β ÓÁ ÄÅÆÉÎÉ-

ÒÁÎÉ Ó (4.9.2), (4.9.6) É (4.9.5) ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ. äÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ χ~α;
~β

l

χl(τ;ζQ+

~α� τ~β) =
1

η2
(τ) ∑

n1;n22Z

q
m
2 (n1+

l
m )

2

e

2πi(ζQ1
+α1

�τβ1
)(n1+

l
m )q

1
2 n2

2
e

2πi(ζQ2
+α2

�τβ2
)n2

=

=

1

η2
(τ) ∑

n1;n22Z

q
m
2 (n1+

l
m
)

2

e

2πiζ(n1+
l
m
)

e

2πia(
µ
M
�τ ν

M
)(n1+

l
m
)q

1
2 n2

2
e

2πi(
µ
M
�τ ν

M
)n2

:

(4.9.9)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ, ÓßÇÌÁÓÎÏ äÏÐßÌÎÅÎÉÅ B, ÈÁÒÁËÔÅÒÁ σ�(e2πiα
) = e

�2πi
σµ
mM ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ZmM ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

χν
lσ(τ;ζ) =

1

η2
(τ) ∑

n1;n22Z

q
m
2 (n1+

l
m
�

aν
mM

)

2

e

2πiζ(n1+
l
m
�

aν
mM

)q
1
2 (n2�

ν
M
)

2

�

� δσ
m[a(n1+

l
m
)+n2]

( mod mM); (4.9.10)

15èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁZM ÓÁ ÎÁÍÅÒÅÎÉ × äÏÐßÌÎÅÎÉÅ B.
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1

ËßÄÅÔÏ δ-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ, ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÁ ÓßÓ

1

mM
∑

µ mod mM

e

2πi
µ

mM

�

m[a(n1+
l
m
)+n2]�σ

�

= δσ
m[a(n1+

l
m
)+n2]

( mod mM); (4.9.11)

Å ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÁ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ

σ = a:l +m(�k:M+a:n1 +n2
| {z }

2Z

)� al mod m , χν
lσ 6= 0; (4.9.12)

õÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.12) Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ "ÓßÇÌÁÓÕ×ÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÃÅÎÔßÒÁ" (×Ö. ôÅÏÒÅ-
ÍÁ 4.1 × [43]).
ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ δ-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÄÁ×Á ÎÅÎÕÌÅ× ÐÒÉÎÏÓ ËÏÇÁÔÏ Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ

(4.9.12) É

an1 +n2 =
σ�al

m
+ kM: (4.9.13)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.10 ïÂÝÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (n1;n2) ÎÁ (4.9.13) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÉÒÁÎÏ [A]
ËÁËÔÏ ÓÌÅÄ×Á

n1 =
σ�al

m
+ r+ k1M; 0� r �M�1

n2 =
σ�al

m
(1�a)�ar+ k2M; k1;k2 2 Z; (4.9.14)

ËßÄÅÔÏ a0 = gcd(a;M), Ô.Å. a = a0a, M = a0M, gcd(a;M) = 1.

ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.10, Ô.Å. ÚÁÍÅÓÔÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÔÁ (4.9.14) ×ß× ÆÏÒÍÕÌÁ
(4.9.10)

χν
lσ(τ;ζ) =

1

η2
(τ)

M�1

∑
r=0

∑
k1;k22Z

q
m
2 (

σ�a:l
m +

l
m+r+k1:M�

aν
mM

)

2

e

2πiζ(σ�a:l
m +

l
m+r+k1:M�

aν
mM

)

�

�q
1
2 (

σ�a:l
m

(1�a)�a:r+k2:M�

ν
M
)

2

=

=

1

η2
(τ)

M�1

∑
r=0

∑
k1;k22Z

q
mM

2

2 (k1+
M[σ�(a�1):l+m:r]�aν

mM
2 )

2

e

2πiζ(k1+
M[σ�(a�1):l+m:r]�aν

mM
2 )

�

�q
M2

2 (k2+
M[

σ�a:l
m (1�a)�a:r]�ν

M2 )

(4.9.15)

ïËÏÎÞÁÔÅÌÎÏ ÚÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÏ ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

χν
lσ(τ;ζ) =

M�1

∑
r=0

K
[M(σ�(a�1)l+m:r)�aν](τ;Mζ;mM

2
)K

[M(

σ�a:l
m

(1�a)�a:r)�ν](τ;0;M2
): (4.9.16)
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4.9 ðÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ Z
M

ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï ÎÁ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.10:
ðÏÒÁÄÉ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.12) σ = al + s:m ) s = σ�al

m
2 Z Å ÆÉËÓÉÒÁÎÏ ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ. óÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌÎÏ ÔßÒÓÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅÔÏ (n1;n2) 2 Z�Z ÎÁ

a:n1 +n2 = s+ k:M (4.9.17)

1. íÏÖÅÍ ÄÁ ÁÄÓÏÒÂÉÒÁÍÅ s × Ä×ÏÊËÁÔÁ n1;n2 ËÁÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ s = s(a+ (1� a)) É
ÐÏÌÏÖÉÍ

n01 = n1� s

n02 = n2 +(a�1)s; ò:å: òúðñèì òàêèâà(n01;n
0

2);÷å

an01 +n02 = k:M (4.9.18)

2. ðÒÉ ÒÅÛÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.18) Å ÓßÝÅÓÔ×ÅÎÏ ÄÁ ÓÅ ÏÔÄÅÌÉ ÏÂÝÉÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌ
×ß× a ÉM ÐÏÎÅÖÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÅÄÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ äÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á, ËÏÇÁÔÏ
ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅ ÐÒÅÄ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÉÔÅ ÓÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÉ. îÅËÁ

a0 = gcd(a;M) ) a = a0:a; M = a0:M; gcd(a;M) = 1 (a0;a;M 2 Z); (4.9.19)

ËßÄÅÔÏ gcd ÏÚÎÁÞÁ×Á ÎÁÊ-ÇÏÌÅÍÉÑ ÏÂÝ ÄÅÌÉÔÅÌ. ôÏÇÁ×Á, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ n02 = �a0(an01� k:M)

ÓßÝÏ ÓÅ ÄÅÌÉ ÎÁ a0. äÁ ÐÏÌÏÖÉÍ

n001 = n01

n002 =

n02
a0
2 Z: (4.9.20)

ôÏÇÁ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.18) ÓÅ Ó×ÅÖÄÁ ÄÏ

an001 +n002 = kM: (4.9.21)

ôßÒÓÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁ (n001;n
00

2), ËÏÑÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÎÏ ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á (4.9.21). ôßÊ
ËÁÔÏ (4.9.21) Å ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÔ ÔÉÐÁ an001 +n002 = 0 mod M É ×ÓÑËÏ ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ ÉÍÁ ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌ ÄÒÕÇÏ ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ ÝÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ n001;n

00

2 ÐÏ ÍÏÄÕÌM

n001 = k1M+ r1 0� r1;r2 �M�1

n002 = k2M+ r2 k1;k2 2 Z: (4.9.22)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÔÁ (4.9.22) × ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.21) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

ar1 + r2 = [k� (ak1 + k2)]:M � 0 mod M (4.9.23)

ÏÔ ËßÄÅÔÏ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ r2 ÞÒÅÚ r1 =: r

r2 = [k� (ak1 + k2)]:M�ar: (4.9.24)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ (4.9.24) × (4.9.22) É ÏÚÎÁÞÉÍ k�ak1 =: k02 ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

n001 = r+ k1:M; 0� r �M�1

n002 =�ar+ k02:M; k1;k
0

2 2 Z: (4.9.25)
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SU(2)

1

ôÏ×Á Å ÏÂÝÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ (4.9.21). éÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ (4.9.20) ÝÅ ÇÏ ÚÁÐÉÛÅÍ ÞÒÅÚ n01;n
0

2, Ô.Å.
(k02 =: k2) n02 = a0:n002 = a0(�a:r+ k2:M) =�a:r+ k2:M. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

n01 = r+ k1:M; 0� r �M�1

n02 =�a:r+ k2:M; k1;k2 2 Z: (4.9.26)

îÁËÒÁÑ, ËÁÔÏ ÏÔÞÅÔÅÍ (4.9.18), ÏËÏÎÞÁÔÅÌÎÏ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

n1 = s+ r+ k1:M; 0� r �M�1

n2 = (1�a)s�a:r+ k2:M; s =
σ�a:l

m
; k1;k2 2 Z: (4.9.27)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÚÁ a = 1 ) a = a0 = a = 1, M = M ÈÁÒÁËÔÒÉÔÅ ÐÒÉÅÍÁÔ ×ÉÄÁ (ËÁÔÏ ÏÔ-
ÞÅÔÅÍ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ Kl ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÅÈÎÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÉ É ÔÏ×Á, ÞÅ ÓÕÍÁÔÁ Å
×ÓßÝÎÏÓÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌ M)

χν
lσ(τ;ζ) =

M�1

∑
r=0

K
[M(σ�m:r)�ν](τ;Mζ;mM2

)K
[Mr�ν](τ;0;M2

): (4.9.28)

ýÅ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÏÝÅ ÅÄÉÎ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌÎÏ ÏÂÝ ÓÌÕÞÁÊ.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 4.11 îÅËÁM = 2 É gcd(a;m) = 1. ôÏÇÁ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (4.9.16) ÐÒÉÅÍÁÔ ×ÉÄÁ

χν
lσ(τ;ζ) =

1

∑
r=0

Kλ+2mr(τ;2ζ;4m)Kλ+2a2r(τ;4a2
): (4.9.29)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:ðÒÉ ÔÅÚÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

χν
lσ =

1

∑
r=0

K2[σ�(a�1)l]�ν+2mr(4m)K
[2a(a�1) l:a�σ

m
�ν�2a2r]

(4a2
) =

=

1

∑
r=0

K2ms+2l�ν+2mr(4m)K
[2a(1�a)s�ν�2a2r](4a2

); (4.9.30)

ËßÄÅÔÏ s = σ�a:l
m

2 Z. äÁ ÓÍÅÎÉÍ ÓÕÍÁÃÉÏÎÎÉÑ ÉÎÄÅËÓ r0 = r+ s É ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÐÅÒÉÏ-
ÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÓÕÍÁÔÁ (ËÏÑÔÏ Å ÓÕÍÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌ 2). ôÏÇÁ×Á

χν
lσ =

1

∑
r=0

K2l�ν+2mr(4m)K2as�ν�2a2r(4a2
): (4.9.31)

äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ÎÁ K-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ, ËÁÔÏ ÏÔÞÅÔÅÍ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ

2l�ν+2mr(+4mk1)
?
= 2as�ν�2a2r(+4a2k2) ,

4mk1�4a2k2
?
= 2as�2l�2r(a2

+m): (4.9.32)

äÁÌÉ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ ÔÁËÉ×Á k1;k2 2 Z, ÞÅ (4.9.32) ÄÁ ÂßÄÅ ×ÑÒÎÏ ÚÁ×ÉÓÉ ÓÁÍÏ ÏÔ ÔÏ×Á ÄÁÌÉ
ÄÑÓÎÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÎÁ (4.9.32) ÓÅ ÄÅÌÉ ÎÁ gcd(4m;4a2

). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ gcd(m;a) = 1 É ÚÎÁÞÉ
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4.10 óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ. íÏÄÕÌÁÒÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

gcd(m;a2
) = 1 ) gcd(4m;4a2

) = 4, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÔÁËÉ×Á k1;k2 ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ ,, ËÏÇÁÔÏ
ÄÑÓÎÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÓÅ ÄÅÌÉ ÎÁ 4, Ô.Å., ËÏÇÁÔÏ

as� l� r(a2
+m)

2
2 Z: (4.9.33)

õÓÌÏ×ÉÅÔÏ (4.9.33) ×ÉÎÁÇÉ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÅÎÏ ÞÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝ ÉÚÂÏÒ ÎÁ r.
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ gcd(m;a2

) = 1 ÔÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅ-
ÌÎÏ a2

+m Å ×ÉÎÁÇÉ ÎÅÞÅÔÎÏ ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÁ×Á, ÁËÏ as� l 2 2Z ÉÚÂÉÒÁÍÅ r = 0, Á ÁËÏ
as� l 2 2Z+1 ÉÚÂÉÒÁÍÅ r = 1. ôÁËÁ É × Ä×ÁÔÁ ÓÌÕÞÁÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÔ × (4.9.33) Å ÞÅÔÎÏ ÞÉÓÌÏ.
ðÒÉ ×ÓÑËÏ ÆÉËÓÉÒÁÎÏ r, ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ÎÁ ÄÒÕÇÏÔÏ ÓßÂÉÒÁÅÍÏ × ÓÕÍÁÔÁ ÐÏ r ÝÅ ÓÅ ÏÔÌÉÞÁ×Á
Ó 2m × ÐßÒ×ÁÔÁ K-ÆÕÎËÃÉÑ É Ó 2a2 ×ß× ×ÔÏÒÁÔÁ (ÎÁ×ÓÑËßÄÅ ÏÔÞÉÔÁÍÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ
ÉÎÄÅËÓÉÔÅ).
ëÏÎËÒÅÔÎÏ ÚÁ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ (a= 1; M = 2; m= 2) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ

ÚÁÐÉÓÁÎÉ

χλ(τ;ζ) = χν
lσ(τ;ζ) = Kλ(τ;2ζ;8)Kλ(τ;4)+Kλ+4(τ;2ζ;8)Kλ+2(τ;4)

λ =�2σ�ν; �3� λ� 4: (4.9.34)

4.10 óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ.íÏÄÕÌÁÒÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ-
×ÁÎÅ

4.10.1 ôÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÓÕÍÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331, ÚÁÐÉÓÁÎÁ ËÁÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÃÉÑ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (4.9.34) É ÔÅÈÎÉÔÅ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉ

Z331(τ;ζ) =
4

∑
λ=�3

jchλ(τ;ζ)j2; (4.10.1)

chλ(τ;ζ)
def

= exp

�

�

π
m

(Im ζ)2

Im τ

�

χλ(τ;ζ); (4.10.2)

ËßÄÅÔÏ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÉÑÔ ÎÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ ÆÁËÔÏÒ exp
�

�

π
m

(Im ζ)2

Im τ

�

× Õ-ÎÉÅ (4.10.2) ÇÁÒÁÎ-

ÔÉÒÁ V -ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÔÁ (3.5.10d) ÎÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ, ÓÅ Ó×ßÒÚ×Á ÐÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÅÎ ÎÁÞÉÎ ÓßÓ
ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÉÑ Ω(T;µ)-ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (dΩ =�SdT �N dµ) [56, 64]

Ω(τ;ζ) =�

1

β
lnZ331(τ;ζ); 2πR Imτ = β =

1

kBT
; 2π Imζ = βµ 2πReζ = βV0: (4.10.3)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÔÏÚÉ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÏÐÉÓ×Á ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÓÁÍÏ ÐÒÉ
ÕÓÌÏ×ÉÅ [28]

~

2πv

L
<< kBT << ~ωB (4.10.4)
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4 331 íïäåìÿô ëáôï Z
N

ïòâéæïìä îáW
1




d

SU(2)

1

(1=R� v=R = v=R [30] É L = 2πR). ÷ÔÏÒÏÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÎÉÓËÏ-
ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÅÎ ÐÒÁÇ ~ωB (ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ
ÎÉ×ÁÔÁ ÎÁ ìÁÎÄÁÕ), Á ÐßÒ×ÏÔÏ, ÞÅ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁÔÁ Å ÍÎÏÇÏ ÐÏ-ÇÏÌÑÍÁ ÏÔ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÅ-
ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓßÓÅÄÎÉÔÅ ÅÎÅÒÇÅÔÉÞÎÉ ÎÉ×Á ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑ × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ
ÇÒÁÎÉÃÁ (L! ∞).

úÁÂÅÌÅÖËÁ 4.6 óËÏÒÏÓÔÔÁ v=

q

(vF +g4)
2
�g2

2 ÎÁ ÒÁÚÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÉÔÅ ×ßÌÎÉ

ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÁ×Á ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÔÁ ÎÁ æÅÒÍÉ vF ÔßÊ ËÁÔÏ ÏÔÞÉÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÔÉÐ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ-

×ÉÅ [28] ÚÁÐÁÚ×ÁÝÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÔÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ; ÔÁÚÉ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔ ÓÅ ÒÁÚÇÌÅÖÁ-
ÄÁ ËÁÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔßÒ × ÔÅÏÒÉÑÔÁ.

ëÁÔÏ ÏÔÞÅÔÅÍ ×ÒßÚËÁÔÁ (4.10.3) ÍÅÖÄÕ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔßÒ É ÏÂÒÁÔÎÁÔÁ ÔÅÍ-
ÐÅÒÁÔÕÒÁ ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ16 L ! ∞ ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ
τ = iβv=L! i0+, Á ÚÁ ÐÁÒÁÍÅÔßÒÁ q = exp(2πiτ)! 1� (ÐÏ ÍÏÄÕÌ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÍÏÖÅÍ
ÄÁ ÐÏÔßÒÓÉÍ ×ÏÄÅÝÉÑ ÞÌÅÎ × ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ (4.10.1) ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÁÚÉ ÇÒÁÎÉÃÁ. ôÏ×Á ÏÂÁÞÅ ÎÅ
ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÏ ÄÉÒÅËÔÎÏ, ÔßÊËÁÔÏ q = 1ÐÏÐÁÄÁ ÉÚ×ßÎ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ ÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔ
ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ. úÁÔÏ×Á ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ S-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÓÔÁÔÓÕ-
ÍÁÔÁ ÚÁ ÄÁ Ó×ÅÄÅÍ ÔÁÚÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ËßÍ ÔÒÉ×ÉÁÌÎÁÔÁ q0 = exp(2πi�1

τ )! 0.
îÉÅ ÏÂÁÞÅ ÝÅ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ÐÏ-ÅÌÅÇÁÎÔÅÎ ÍÅÔÏÄ. äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÌÎÁ ÒÅÛÅÔßÞÎÁ òëôð (Ó ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(

\u(1)N
;L;Q))

Z
Q

G (τ;ζ) =
e

�2πν (Imζ)2
Imτ

jη(τ)N
j

2 ∑
~λ2L�

=L

�

�

� ∑
~ω2L

q
1
2 (
~ω+

~λj~ω+

~λ)
e

2πiζ(Qj~ω+

~λ)
�

�

�

2

; ν = (QjQ): (4.10.5)

äÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ×ÓÉÞËÉ ×ÅËÔÏÒÉ × ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÉÍ ÂÁÚÉÓÉ: ~ω = ni e
i,~λ = li

e

�

i , Q= t i
e

�

i (e
�

i =

G�1
i j e

j, (ei
je

j
) = Gi j). ôÏÇÁ×Á, ÚÁ ÉÚÒÁÚÁ ÐÏÄ ÍÏÄÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

Θ
~λ(τ;ζ) := ∑

~n2ZN

�

e

�

2πv
L

β
�

1
2(~n+G�1

~l; G(~n+G�1
~l)
)

e

2πiζ(~t; ~n+G�1
~l) (4.10.6)

É ÐÏÌÁÇÁÊËÉ

~x
~n :=

r

2πvβ
L

(~n+G�1
~l) (4.10.7)

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ ZN ËÁÔÏ ÐÏËÒÉÔÉÅ fA
~ng ÎÁ N-ÍÅÒÎÏÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï RN , ËßÄÅÔÏ A
~n Å ËÌÅÔËÁÔÁ, ÞÉÊÔÏ ÄÏÌÅÎ ÌÑ× ßÇßÌ Å ÔÏÞËÁÔÁ ~x~n. íÑÒËÁÔÁ µ(A

~n)

ÎÁ ËÌÅÔËÁÔÁ A
~n ÉÍÁ ×ÉÄÁ

µ(A
~n) =

 

r

2πv

L
β

!N

Vol(Z

N

)

| {z }

1

=

 

r

2πv

L
β

!N

=: µ(A); (4.10.8)

ËßÄÅÔÏ Vol(ZN) = 1 Å ÍÑÒËÁÔÁ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÔÁ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ ZN (ÏÂÅÍßÔ ÎÁ
N-ÍÅÒÅÎ ËÕÂ Ó ÅÄÉÎÉÞÅÎ ÒßÂ). ôÏÇÁ×Á Õ-ÎÉÅ (4.10.6) ÐÒÅÄÓÔ×ÌÑ×Á òÉÍÁÎÏ×Á ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÁ

16TÏ×Á Å ÓßÝÏ É Ë×ÁÚÉËÌÁÓÉÞÎÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÔßÊ ËÁÔÏ ÓßÇÌÁÓÎÏ Õ-ÎÉÅ (4.10.4) ~β=L! 0.
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4.10 óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ. íÏÄÕÌÁÒÎÉ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

ÓÕÍÁ, ËÏÑÔÏ, × ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ L! ∞ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÍÅÎÉÍ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

Θ
~λ = ∑

~n2ZN

e

�

1
2 (~x~n; G~x

~n)+(

~b; ~x
~n)

=

1

µ(A)
∑

~n2ZN

e

�

1
2 (~x~n; G~x

~n)+(

~b; ~x
~n)µ(A

~n) !

!

 

r

2πvβ
L

!

�N
Z

R

N

d

Nx e�
1
2 (~x; G~x)+(

~b;~x)
;

~b :=
2πiζ
q

2πvβ
L

~t: (4.10.9)

éÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ ÉÚÒÁÚÁ ÚÁ çÁÕÓÏ×ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

Z

R

N

d

Nx
�

p

2π
�N

exp

�

�

1

2
(~x; G~x)+(

~b; ~x)

�

=

1
p

det G
exp

�

1

2

�

~b; G�1
~b
�

�

; (4.10.10)

(ÚÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ G) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

Θ
~λ(τ;ζ) =

�

L

vβ

�N=2
1

p

det G
exp

�

�

πL

vβ
νζ2

�

; ν = (QjQ) = (

~t; G�1
~t); (4.10.11)

Ô.Å. ÔÉÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉ ÏÔ ÉÎÄÅËÓÁ ~λ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÓÕÍÉÒÁÍÅ ÐÏ
~λ 2 L�=L, ËÏÅÔÏ ÕÍÎÏÖÁ×Á jΘ

~λj
2 ÎÁ ÂÒÏÑ (det G) ÎÁ ÓßÂÉÒÁÅÍÉÔÅ

∑
~λ2L�

=L

jΘ
~λj

2
=

�

L

vβ

�N

exp

�

�

2πL

vβ
ν
�

(Reζ)2
� (Imζ)2

�

�

: (4.10.12)

ïÔÞÉÔÁÊËÉ É CZ- ÆÁËÔÏÒÉÔÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

e

�2πν (Imζ)2
Imτ ∑

~λ2L�

=L

jΘ
~λj

2
=

�

L

vβ

�N

exp

�

�

2πL

vβ
ν(Reζ)2

�

: (4.10.13)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÚÁ ÌÏÇÁÒÉÔßÍÁ ÏÔ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ (Reτ = 0)

lnZG
Q

(τ;ζ) =�2N lnη(τ)�2πν
L

vβ
(Reζ)2

+N ln
L

vβ
: (4.10.14)

úÁ ÐÒÅÓÍÑÔÁÎÅÔÏ ÎÁ lnη(τ) ÏÔÎÏ×Ï ÚÁÍÅÎÑÍÅ ÓÕÍÁÔÁ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌ17 ÐÏÌÁÇÁÊËÉ
xn =

�

2πv
L

β
�

n ) ∆xn = xn+1� xn = ∆x

lnη(τ) = ln
�

e

�

2πv
L

β
�1=24

+

∞

∑
n=1

ln
�

1� e

�

2πv
L

βn
�

=

= �

1

24

2πv

L
β+

1

∆x

∞

∑
n=1

ln
�

1� e

�xn
�

(xn+1� xn)!

! �

1

24

2πv

L
β+

L

2πvβ

∞
Z

0

ln
�

1� e

�x
�

dx: (4.10.15)

17ÓÒ×. [65]
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1




d

SU(2)

1

úÁ ÎÁÍÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÒÁÚ×É×ÁÍÅ ÌÏÇÁÒÉÔßÍÁ × ÒÅÄ

∞
Z

0

ln
�

1� e

�x
�

dx =�

∞

∑
n=1

1

n2
=�

π2

6
) lnη(τ) =�

1

24

2πv

L
β�

L

vβ
π
12

(4.10.16)

ïËÏÎÞÁÔÅÌÎÏ, × ôä-ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

lnZG
Q

(τ;ζ) = 2c

�

1

24

2πv

L
β+

L

vβ
π
12

�

�2πν
L

vβ
(Reζ)2

+ c ln
L

vβ
(c = N) (4.10.17)

É ËÁÔÏ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÁÍÏ ×ÏÄÅÝÉÔÅ ÞÌÅÎÏ×Å ÐÒÉ L! ∞

lnZG
Q

(τ;ζ)' c
π
6

L

v

1

β
�2πν

L

vβ
(Reζ)2

: (4.10.18)

ôÏ×Á ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ
ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÐÅÃÉÆÉÞÎÉÑÔ ÔÏÐÌÉÎÅÎ ËÁÐÁÃÉÔÅÔ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÞÒÅÚ

CV =�Ò

∂2Ω
∂T 2

= kBβ2 ∂2

∂β2
lnZ331 �

π
3

cL

v
k2

BT )

CV

L
=

π
3

c

v
k2

BT (c = N = 2):

(4.10.19)

4.10.2 S-ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ 331 ÍÏÄÅÌ

ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÁ K-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ (4.9.3)

SKl(τ;m) =

1
p

m
∑

s mod m

e

�2πi ls
m Ks(τ;m) (4.10.20)

ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ S-ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (4.9.29) ÚÁ ζ = 0

S χλ(τ) =

1

∑
r=0

1
p

4m
∑

ρ mod 4m

e

�2πi
ρ(λ+2mr)

4m Kρ(τ;4m)

1
p

4a2
∑

σ mod 4a2

e

�2πi
σ(λ+2a2r)

4a2 Kσ(τ;4a2
) =

=

1

2a
p

m
∑

ρ;σ mod 4ma2

1

ma2
e

�2πiλ a2ρ+mσ
4ma2 Kρ(τ;4m)Kσ(τ;4a2

)δ0
ρ+σ(mod 2); (4.10.21)

ËßÄÅÔÏ ÐÒÏÄßÌÖÉÈÍÅ ÓÕÍÉÔÅ ∑ρ mod 4m =

1
a2 ∑ρ mod 4ma2 É ∑σ mod 4a2 =

1
m ∑σ mod 4ma2 , ÉÚ-

ÐÏÌÚ×ÁÉËÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ,

Kl+m(τ;ζ;m) = Kl(τ;ζ;m) (4.10.22)

É ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ ÎÁ ÄÅÌÔÁ-ÓÉÍ×ÏÌ "ÐÏ ÍÏÄÕÌ"

1

2

1

∑
r=0

e

�2πi
r(ρ+σ)

2
= δ0

ρ+σ(mod 2): (4.10.23)
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ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÓÍÑÎÁ ÎÁ ÐÒÏÍÅÎÌÉ×ÉÔÅ, ËÏÑÔÏ ÏÔÞÉÔÁ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÉÔÅ ÐÅ-
ÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ρ;σ É ÄÅÌÔÁ-ÓÉÍ×ÏÌÁ

ρ = λ0+2mr+4mk1 ρ;σ;λ0 mod 4ma2
; r mod 2

σ = λ0+2a2r+4a2k2 k1 mod a2
; k2 mod m: (4.10.24)

ôÁÚÉ ÓÍÑÎÁ Å ×ÚÁÉÍÎÏÅÄÎÏÚÎÁÞÎÁ (ËÏÇÁÔÏ gcd(m;a) = 1) ÔßÊ ËÁÔÏ ÂÒÏÑÔ ÎÁ Ä×ÏÊËÉÔÅ

#f(ρ;σ) j ρ;σ mod 4ma2
; ρ� σ mod 2g=

1

2
(4ma2

)

2 (4.10.25)

Óß×ÐÁÄÁ Ó ÂÒÏÑ ÎÁ ÞÅÔ×ÏÒËÉÔÅ

#f(λ0;r;k1;k2)g= #(λ0)#(r)#(k1)#(k2) = 4ma2
:2:a2

:m: (4.10.26)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ (4.10.24) × (4.10.21) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

Sχλ =

1

2a
p

m
∑

λ0

mod 4ma2

1

∑
r=0

∑
k1 mod a2

∑
k2 mod m

1

ma2
�

� e

�2πi λ
4ma2 (a

2
[λ0

+2mr+4mk1]+m[λ0

+2a2r+4a2k2])Kλ0

+2mr+4mk1
(τ;4m)Kλ0

+2a2r+4a2k2
(τ;4a2

) =

=

1

2a
p

m
∑

λ0

mod 4ma2

e

�2πi m+a2

4ma2 λλ0

1

∑
r=0

Kλ0

+2mr(τ;4m)Kλ0

+2a2r(τ;4a2
) ∑

k1 mod a2

∑
k2 mod m

1

ma2
=

=

1

2a
p

m
∑

λ0

mod 4ma2

e

�2πi m+a2

4ma2 λλ0

χλ0
= ∑

λ0

mod 4ma2

Sλλ0χλ0
: (4.10.27)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ S-ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÚÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ 331 ÍÏÄÅÌ ÓÅ ÉÚÞÉÓÌÑ×Á ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ [A]

Sλλ0
=

1

2a
p

m
exp

�

�2πiλλ0
m+a2

4ma2

�

(λ;λ0 mod 4ma2
): (4.10.28)

4.10.3 T 2,U É V ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÉ

T 2-ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑÔÁ ÎÁ K-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ [30]

Kl(τ+2;M) = e

2πi(l2
=p�1=12)Kl(τ;M) (4.10.29)

×ÏÄÉ ÄÏ ÓÌÅÄÎÁÔÁ T 2-ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ

chl(τ+2;ζ) = e

2πi
�

(m+1)
4m

l2
�1=6

�

chl(τ;ζ): (4.10.30)

U -ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑÔÁ ÄÅÊÓÔ×Á ×ßÒÈÕ K- ÆÕÎËÃÉÉÔÅ ÐÒÏÓÔÏ ÞÒÅÚ ÆÁÚÏ× ÍÎÏÖÉÔÅÌ [30]

Kl(τ;2(ζ+1);4m) = e

2πi 2l
4m Kl(τ;2ζ;4m); (4.10.31)

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ
chl(τ;ζ+1) = e

2πi 2l
4m
chl(τ;ζ): (4.10.32)
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e

�

π
m

(Im ζ)2
Im τ Kl(τ;2(ζ+ τ);4m) = e

�2πiRe (ζ+τ=2)
e

�

π
m

(Im ζ)2
Im τ Kl+2(τ;2ζ);4m) (4.10.33)

ÐÏÌÕÞ×ÁÍÅ

chl(τ;ζ+ τ) = e

�2πiRe (ζ+τ=2)
e

�

π
m

(Im ζ)2
Im τ

(Kl(4)Kl+2(4m)+Kl+2(4)Kl+2m+2(4m)) =

= e

�2πiRe (ζ+τ=2)
e

�

π
m

(Im ζ)2
Im τ

(Kλ�2(4)Kλ�2m(4m)+Kλ(4)Kλ(8)) =

= e

�2πiRe (ζ+τ=2)
chλ(τ;ζ+ τ); (4.10.34)

ËßÄÅÔÏ ÐÏÌÏÖÉÈÍÅ l + 2+ 2m = λ É ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ÎÁ K-
ÆÕÎËÃÉÉÔÅ (l�2� l +2 mod 4 ËÁËÔÏ É l�2m� l +2m mod 4m). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

chl(τ;ζ+ τ) = e

�2πiRe (ζ+τ=2)
chl+2+2m(τ;ζ): (4.10.35)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ (4.10.1) Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ V -ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑÔÁ (4.10.35),
ËÁËÔÏ É ÏÔÎÏÓÎÏ T 2,U , ËÏÉÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÁÔ ÞÒÅÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÉ ÍÁÔÒÉÃÉ Ó ÆÁÚÏ×É ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

4.10.4 ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

úÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ ÷ÅÒÌÉÎÄÅ [59]

Ni j
k
= ∑

l mod 4ma2

SilS jlS
�

kl

S0l

; i; j;k; l mod 4ma2
; (4.10.36)

ËßÄÅÔÏ Si j Å S-ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ, Á S0l Å ÐßÒ×ÉÑ (×ÁËÕÕÍÎÉÑ) ÒÅÄ. ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÔÒÉÃÉÔÅ
(Ni) j

k
= Ni j

k ÓÅ ÏËÁÚ×ÁÔ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ

(N1)i
j
= δ j

i+1(mod 4ma2
): (4.10.37)

ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÓÁ ÁÂÅÌÅ×É, Ô.Å.

[λ]:[λ0]� [λ+λ0 mod 4ma2
]; λ;λ0 mod 4ma2

: (4.10.38)

4.10.5 ÷ßÌÎÏ×É ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ. íÁÇÎÉÔÅÎ ÐÏÔÏË

÷ÓÅËÉ ÏÔ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ H
~λ ÏÐÒÅÄÅÌÑ "Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÁ" ÎÏÓÅ-

ÝÁ ÚÁÒÑÄ~λ 2 f0;�q�i ;�(q
�

1+q

�

2);(q
�

2�q

�

1)g. ðÏÌÅ×ÉÑÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Y (

~λ;z), ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝ ÎÁ
ÍÌÁÄÛÉÑ ×ÅËÔÏÒ × ÓÅËÔÏÒÁ, ÉÇÒÁÅ ÒÏÌÑÔÁ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓßÚÄÁ×ÁÝ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÉ. ÷ßÌÎÏ-
×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÓßÓ 2N ÅÌÅËÔÒÏÎÁ É ÅÄÎÁ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÁ (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ η) ÓÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÓßÇÌÁÓÎÏ (3.9.4,3.9.5) É ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÍÅÒÅÎÁ Ó ÐÏÍÏÝÔÁ ÎÁ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 3.3

Ψ~λ
331(η;zi;w j)

def

= lim
z0!∞

z

N2 ∑
i; j

G
i j
Γ+(

~λj~λ)

0 �

� h0jY(�N(q

1
+q

2
)�

~λ;z0)

N

∏
i=1

Y (q

1
;zi)

N

∏
j=1

Y (q

2
;w j)j0i=

= Ψ331(zi;w j)

N

∏
i=1

(zi�η)(q
1
j

~λ)
(wi�η)(q

2
j

~λ)
: (4.10.39)
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óßÝÁÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔ É ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË × ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ. îÁ-
ÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÅÎ ÅÌÅËÔÒÏÎ, ËÏÊÔÏ ÏÂÉËÁÌÑ ÐÏ ËÏÎÔÕÒ ÏÂÈ×ÁÝÁÝ
ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÞÁÓÔÉÃÉ. ëÁËÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÆÁÚÁÔÁ ÐÒÉÄÏÂÉÔÁ ÏÔ ÐßÌÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ
ÐÒÉ ÔÏÚÉ ÐÒÏÃÅÓ Å ÒÁ×ÎÁ ÎÁ ÂÒÏÑNΦ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ (hc=e) ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË. ÷ßÐÒÏÓÎÁÔÁ
×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÐÏ ÓßÝÉÑ ÎÁÞÉÎ ËÁËÔÏ (4.10.39) (ÏÚÎÁÞÁ×ÁÊËÉ~λ = λi

e

�

i )

Ψ1e
"

+

~λ
331 (z;η;zi;w j) = (z�η)λ1

�λ2
N

∏
i=1

(z� zi)
3
(z�wi)Ψ

~λ
331(η;zi;w j)

Ψ1e
#

+

~λ
331 (w;η;zi;w j) = (w�η)λ1

+λ2
N

∏
i=1

(w� zi)(w�wi)
3Ψ~λ

331(η;zi;w j); (4.10.40)

ËßÄÅÔÏ z ÉÌÉ w ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ ÎÁ ÏÂÉËÁÌÑÝÉÑ ÅÌÅËÔÒÏÎ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔ
ÏÔ ÔÏ×Á × ËÏÊ ÓÌÏÊ ÓÅ ÎÁÍÉÒÁ. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÔßÊ ËÁÔÏ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (4.10.40) Å
ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÏÓ×ÅÎ × ÔÏÞËÉÔÅ zi;wi;η ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÏÒÍÉÒÁÍÅ ËÏÎÔÕÒÁ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÏÔ ÏËÒßÖÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ËÏÉÔÏ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÉÑÔ ÅÌÅËÔÒÏÎ ÏÂÉËÁÌÑ ÓÁÍÏ ÅÄÎÁ ÞÁÓÔÉÃÁ, Ô.Å.
z� zi ! e

2πi
(z� zi) ÚÁ ËÏÎÔÕÒÁ Ó ÃÅÎÔßÒ zi. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÒÉ ÏÂÉËÏÌËÁÔÁ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÁ

ÏËÏÌÏ ×ÓÉÞËÉ ÏÓÔÁÎÁÌÉ ÞÁÓÔÉÃÉ ÐßÌÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÓÅ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÁ ËÁÔÏ ×ÓÑ-
ËÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÓßÄßÒÖÁÝÁ z ÓÅ ÕÍÎÏÖÁ×Á ÎÁ e2πi. ôÏÇÁ×Á, ÚÁ ÆÕÎËÃÉÑÔÁ
(4.10.40) ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á

Ψ1e
"

+

~λ
331 (e

2πiz;η;zi;w j) =

�

e

2πi
(z�η)

�λ1
�λ2 N

∏
i=1

�

e

2πi
(z� zi)

�3 �
e

2πi
(z�wi)

�

Ψ~λ
331(η;zi;w j)

= exp
�

2πi
�

4N +λ1
�λ2

��

Ψ1e+~λ
331 (z;η;zi;w j)

Ψ1e
#

+

~λ
331 (e

2πiw;η;zi;w j) =

�

e

2πi
(w�η)

�λ1
+λ2 N

∏
i=1

�

e

2πi
(w�wi)

�3 �
e

2πi
(w� zi)

�

Ψ~λ
331(η;zi;w j)

= exp
�

2πi
�

4N +λ1
+λ2

��

Ψ1e+~λ
331 (z;η;zi;w j): (4.10.41)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÂÒÏÑÔ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË ÚÁ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ Å

N1
Φ = 4N +λ1

�λ2
; N2

Φ = 4N +λ1
+λ2

: (4.10.42)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ H
q

i

0 , ÚÁ ËÏÉÔÏ ÚÎÁÅÍ, ÞÅ

[H
q

i

0 ;Y (

~λ;z)] = (q

i
j

~λ)Y (

~λ;z) É H
q

i

0 j0i= 0

(×ÅËÔÏÒÉÔÅ qi ÓÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉ Ó (4.3.7), ÔÁËÁ ÞÅ (q1
j

~λ) = λ1
�λ2, (q2

j

~λ) = λ1
+λ2)

hN(q

1
+q

2
)+

~λj H
q

i

0 Y (

~λ;η)
N

∏
i=1

Y (q

1
;zi)

N

∏
j=1

Y (q

2
;w j)j0i=

=

�

N(q

i
jq

1
+q

2
)+(q

i
j

~λ)
�

hN(q

1
+q

2
)+

~λjY(

~λ;η)
N

∏
i=1

Y (q

1
;zi)

N

∏
j=1

Y (q

2
;w j)j0i :(4.10.43)

éÚ×ÏÄ: ïÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ cNi
Φ ÎÁ ÂÒÏÑ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË × ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ÓÌÏÊ Óß×-
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ÐÁÄÁÔ Ó ÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ ÎÁ ÔÏËÏ×ÅÔÅ H
q

i

0

cNi
Φ � H

q

i

0 ; i = 1;2: (4.10.44)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ (~λ = 0) ÎÏÓÉ Ni
Φ = 4N ÎÁ ÂÒÏÊ ÍÁÇÎÉÔÎÉ Ë×ÁÎÔÉ, Á

ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ Ó ÅÄÎÁ Ë×ÁÚÉÄÕÐËÁ -- ÃÑÌÏ ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÎÔÉ. ôÏÇÁ×Á, ÆÁËÔÏÒßÔ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ (×
ôä- ÇÒÁÎÉÃÁ N ! ∞) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ν = N=N1

Φ +N=N2
Φ = 1=2.
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5 ðÆÁÆÏ× ÍÏÄÅÌ

5.1 ïÂÝÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

úÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ Ä×ÕÓÌÏÊÎÉÔÅ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉ ÆÌÕÉÄÉ íÕÒ É òÉÊÄ [23] ÐÒÅÄÌÁÇÁÔ ÓÌÅÄÎÁÔÁ
×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ (m = 2; w j := zN+ j)

Φ
Pf

(zi;zN+ j) = Pf

� 1

zi� z j

�

∏
1�i< j�2N

(zi� z j)
m exp

�

�

1

4

2N

∑
i=1

jzij
2
�

; (5.1.1)

ËßÄÅÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÌÅÎÉÅ ðÆÁÆÉÁÎßÔ ÎÁ ÅÄÎÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ
Mi j =�M ji (= 1=(zi� z j)) Å

Pf(Mi j) =
1

2NN!
∑

σ2S2N

sgn(σ)
N

∏
k=1

Mσ(2k�1);σ(2k): (5.1.2)

óÏÂÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ (ÐßÌÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ÈÏÍÏÇÅÎÎÏÓÔ)
mN(2N� 1)�N É ÂÒÏÑÔ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË NPf

φ = m(2N� 1)� 1 (ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ËÏÑÔÏ É ÄÁ Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ zi) ÏÓÔÁ×ÁÔ ÓßÝÉÔÅ ËÁÔÏ ÔÅÚÉ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ.
ëÁËÔÏ ÓÅ ×ÉÖÄÁ ÏÔ Õ-ÎÉÅ (5.1.2) ðÆÁÆÉÁÎßÔ Å ÎÁÐßÌÎÏ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚ-

ÍÑÎÁÔÁ zi $ z j ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ det [1=(zi�w j)] (ËÏÑÔÏ Å ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ
ÏÔÎÏÓÎÏ zi $ z j É wi $ w j, ÎÏ ÎÑÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÎÏ zi $ w j), ËÏÅÔÏ ÎÉ
ÎÁ×ÅÖÄÁ ÎÁ ÍÉÓßÌÔÁ, ÞÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ, Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ zi;w j ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ, ÓÁ
ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÉ.
ïÔÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ËÁËÔÏ Å ÐÏËÁÚÁÎÏ ×äÏÐßÌÎÅÎÉÅC,ðÆÁÆÉÁÎßÔ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÁÔÅÍÁ-

ÔÉÞÅÓËÉ ÏÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÞÒÅÚ ÐßÌÎÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÐÏ z1; : : : ;z2N . îÅËÁ ÐÒÉÐÏÍ-
ÎÉÍ, ÞÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÛÅ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ-
×É ÆÅÒÍÉÏÎÉ. ôÏÇÁ×Á, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÍÅðÆÁÆÉÁÎßÔ ËÁÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎ ÏÔ äÉÒÁË--÷ÁÊ-
ÌÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÅ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ Ψ;Ψ� ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÓßÓ

Ψ�

(z) =

ϕ+

(z)+ iϕ�(z)
p

2
, ϕ+

(z) =
Ψ�

(z)+Ψ(z)
p

2
(5.1.3a)

Ψ(z) =

ϕ+

(z)� iϕ�(z)
p

2
, ϕ�(z) =

Ψ�

(z)�Ψ(z)

i
p

2
(5.1.3b)

ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÉ ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ, ÓÔÁÎÁÔ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÉ, Ô.Å. ðÆÁÆÏ×ÉÑÔ ÍÏÄÅÌ
ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÑ (ÒÅÓÐ. 331 ÍÏÄÅÌÁ ÁËÏ ÏÔÞÉÔÁÍÅ É ÁÎÉÏÎÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ
ÔÅÏÒÉÑÔÁ) × ÇÒÁÎÉÞÎÉÑ ÐÒÅÈÏÄ

Ψ�

(z)�Ψ(z) = i
p

2ϕ�(z)! 0: (5.1.4)

ïÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ÔÏÚÉ ÐÒÅÈÏÄ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÁ ËÁÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ, ×
ËÏÑÔÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÎÔÁ ÂÁÒÉÅÒÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ËÌÏÎÉ ËßÍ ÎÕÌÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ
ÔÕÎÅÌÎÉÔÅ ÅÆÅËÔÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ÄÏÍÉÎÉÒÁÔ, ÒÁÚÍÉ×ÁÊËÉ ÓÌÏÅ×ÅÔÅ, É ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ
ÓÔÁ×ÁÔ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÉ. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÔÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÎÁ ÔÁÚÉ ÉÄÅÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ
ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÏ ÏÔ çÒÅÊÔÅÒ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [33] Å ÏÓÎÏ×ÎÁÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÁ×ÅÎÁ × ÔÁÚÉ ÇÌÁ×Á.
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5 ðæáæï÷íïäåì

òÅÁÌÎÁÔÁ É ÉÍÁÇÉÎÅÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÷ÁÊÌÏ×ÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎ Ψ�

(z) ÓÁ ×ÓßÝÎÏÓÔ ÒÅÁÌÎÉ
íÁÊÏÒÁÎÏ×É ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[ϕa
(z);ϕb

(w)]
+

= δab δ(z�w); a;b =�: (5.1.5)

5.2 ðÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ

îÉÓËÏ-ÂÁÒÉÅÒÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ × ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌ, ËÏÑÔÏ ËÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á
× ÔÏ×Á, ÞÅ ÅÄÉÎÉÑÔ ÏÔíÁÊÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ ϕ�(z) ÓÅ ÕÎÉÝÏÖÁ×Á, ×ÏÄÉ ÄÏ ÓÐÅÃÉÆÉÞ-
ÎÉ ÐÒÏÍÅÎÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉÔÅ. ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ϕ�(z)! 0 ÏÚÎÁÞÁ×Á ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ ÐßÌÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ [66]
(Ô.Å. ÉÚ×ÁÖÄÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎ ÏÔ íÁÊÏÒÁÎÏ×ÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎ ϕ�(z) [B])

T
Pf

(z) = T331(z)�
1

2
:ϕ�(z)∂ϕ�(z):; (5.2.1)

ËÏÅÔÏ ÎÁÍÁÌÑ×Á ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÔÏ×ÁÒ ÏÔ c331 = 2 ÄÏ c
Pf

= 2�1=2 = 3=2, Ô.Å.

T
Pf

(z)T
Pf

(w)�
3=4

(z�w)4
+

2T
Pf

(w)

(z�w)2
+

∂T
Pf

(w)

z�w
: (5.2.2)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ, ÞÉÑÔÏ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁ ÞÁÓÔ ÓÅ ÐÏ-
ÒÁÖÄÁ ÏÔ ÏÓÔÁ×ÁÝÉÑ íÁÊÏÒÁÎÏ× ÆÅÒÍÉÏÎ, ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔÎÏ×Ï ËÁÔÏ Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄ [B]
(ÐÏÒÏÄÅÎ ÏÔ ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ (4.5.5) ÎÁÓÌÅÄÅÎÏ ÏÔ 331 ÍÏÄÅÌÁ) ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ[su(2)1 ÎÁ ÁÎÉÏÎÎÁÔÁ ÞÁÓÔ É ÔÁÚÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ
ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÏÓÔÁ×ÁÝÉÑ íÁÊÏÒÁÎÏ× ÆÅÒÍÉÏÎ ϕ+

(z), Ô.Å.

A(Pf) = A331(ϕ�! 0) =
�

A
Ising




[su(2)1

�

=Z2: (5.2.3)

ïÔ ÔÕË ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÏÚÎÁÞÁ×ÁÍÅ ÏÓÔÁ×ÁÝÉÑ íÁÊÏÒÁÎÏ× ÆÅÒÍÉÏÎ ËÁÔÏ ϕ(z) := ϕ+

(z) .

5.3 ëÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ

÷ ÔÏÚÉ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ 2N-ÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ϕ(z) ×ßÚÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÖÄÁ ðÆÁÆÉÁÎÁ.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 5.1 ëÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ íÁÊÏÒÁÎÏ×ÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎ ϕ(z) ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁ-
ÐÉÛÅ ×ß× ×ÉÄÁ

h0j
2N

∏
i=1

ϕ(zi)j0i= Pf

� 1

zi� z j

�

: (5.3.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ϕ(z) ÏÔ (5.1.3a)

h0j
2N

∏
i=1

ϕ(zi)j0i=
1

(

p

2)2N
h0j

2N

∏
i=1

�

Ψ�

(zi)+Ψ(zi)

�

j0i: (5.3.2)
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5.4 ðÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

ëÁÔÏ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ÔÅÏÒÅÍÁÔÁ ÎÁ ÷ÉË ÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ
ÓÒÅÄÎÏ ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÎÅÎÕÌÅ× ÐÒÉÎÏÓ ËßÍ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÝÅ ÄÁÄÁÔ ÓÁÍÏ ÞÌÅ-
ÎÏ×ÅÔÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ ÂÒÏÊ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑ, × ËÏÉÔÏ ÂÒÏÑÔ ÎÁ Ψ� Óß×ÐÁÄÁ Ó ÔÏÚÉ ÎÁ Ψ É
Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ N, ÐÏÎÅÖÅ ×ÓÉÞËÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏÄ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÁ ÓÄ×ÏÅÎÉ É
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×Ï ÷ÉËÏ×Ï ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ Å h0jΨ�

(z)Ψ(w)j0i. óßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ ÔÏÞÎÏ
�

2N
N

�

ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÞÌÅÎÁ, × ËÏÉÔÏ ×ÓÉÞËÉ ÐÏÌÅÔÁ ÓÁ ÓÄ×ÏÅÎÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÏÓÔÁ×ÉÍ N ÎÁ
ÂÒÏÊ "�" ×ßÒÈÕ N ÐÏÌÅÔÁ ÉÚÍÅÖÄÕ 2N ÔÁËÉ×Á ÂÅÚ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÉÅ.
ëÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ z1; : : : ;z2N ÎÁ ÐÏÌÅ×ÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ × Õ-ÎÉÅ (5.3.2) ÓÁ ÐÏÄÒÅÄÅÎÉ ÓßÇÌÁÓ-

ÎÏ jzij> jz jj ÚÁ i < j, ÎÏ ÎÉÅ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ ËÏÒÅÌÁÃÉ-
ÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÚÁ ÄÁ ÐÒÅÍÅÓÔÉÍ ÎÁÊ-ÏÔÌÑ×Ï ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉΨ� ÂÅÚ ÄÁ ÇÉ ÒÁÚÍÅÓÔ×ÁÍÅ
ÐÏÍÅÖÄÕ ÉÍ.18 ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÁÎÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ�

(zi), ×ÓÑËÏ ÐßÌÎÏ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ
ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ ÎÁ Ψ. ðßÒ×ÉÑÔ ÞÌÅÎ × Õ-ÎÉÅ (5.3.2)
h0j∏N

i=1 Ψ�

(zi)∏N
i=1 Ψ(zi)j0i ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÔÁ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ×ÓÉÞËÉ ÐÅ-

ÒÍÕÔÁÃÉÉ ÄÁ×ÁÝÉ ÎÅÎÕÌÅ× ÐÒÉÎÏÓ × Õ-ÎÉÅ (5.3.2) ÓÁ ÏÔ ×ÉÄÁ zi $ zN+ j, Ô.Å. ÓÁÍÏ ÔÁËÉ×Á,
ËÏÉÔÏ ÒÁÚÍÅÎÑÔ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÏÔ Ä×ÅÔÅ ÇÒÕÐÉ ÉÎÄÅËÓÉ (fzi; i = 1; : : : ;Ng É fzN+i; i = 1; : : : ;Ng

) ÂÅÚ ÒÁÚÍÅÓÔ×ÁÎÉÑ ×ß× ×ÓÑËÁ ÇÒÕÐÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

h0j
2N

∏
i=1

ϕ(zi)j0i=
1

2N ∑
σ2S2N=(SN�SN)

sgn(σ)h0j
N

∏
i=1

Ψ̄(zσ(i))
N

∏
i=1

Ψ(zσ(N+i))j0i: (5.3.3)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÏÄßÌÖÉÍ ÓÕÍÉÒÁÎÅÔÏ ÐÏ ÃÑÌÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÇÒÕÐÁ S2N ÂÌÁÇÏ-
ÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÁÔÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ×ß× ×ÓÑËÁ ÇÒÕÐÁ (ÒÁÚÂÉÒÁ ÓÅ
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ jSN �SNj= (N!)2)

h0j
2N

∏
i=1

ϕ(zi)j0i =

1

2N
(N!)2 ∑

σ2S2N

sgn(σ)h0j
N

∏
i=1

Ψ̄(zσ(i))
N

∏
i=1

Ψ(zσ(N+i))j0i=

=

1

2N
(N!)2 ∑

σ2S2N

sgn(σ)det
� 1

zσ(i)� zσ(N+ j)

�

(5.3.4)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÏÂÁÞÅ, ÓßÇÌÁÓÎÏ äÏÐßÌÎÅÎÉÅ C ÐßÌÎÁÔÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒ-
ÍÉÎÁÎÔÁÔÁ Óß×ÐÁÄÁ Ó ðÆÁÆÉÁÎÁ.

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÐÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ (5.1.4) ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (5.3.2) ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊ-
ÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÐÒÅÍÉÎÁ×Á × ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ.

5.4 ðÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ (5.1.4) ×ÏÄÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ ÄÏ ÐÒÏÍÑÎÁ É ×ß× ×ÉÄÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÔÅ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ. úÁ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ ÍÏÖÅÍ ÄÉÒÅËÔÎÏ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ
ÓÌÅÄÁÔÁ ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÆÅÒÍÉÏÎÅÎ ÂÁÚÉÓ ×ß× æÏËÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ
éÚÉÎÇ [16]. îÏ ÚÁ ÄÁ ÉÌÀÓÔÒÉÒÁÍÅ ÅÆÅËÔÁ ÏÔ ÐÒÏÅËÔÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ϕ� ÝÅ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ
18óÔÒÏÇÏ ÐÏÇÌÅÄÎÁÔÏ ÔÏ×Á Å ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÁÍÏ × ÐßÌÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ, ËßÄÅÔÏ ÐßÌÎÁÔÁ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ ×ÅÞÅ

ÎÅ Å ÓÉÎÇÕÌÁÒÎÁ ÐÒÉ zi ! z j . ôÏÇÁ×Á δ-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ, ËÏÉÔÏ ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×ÁÔ ÐÒÉ ÒÁÚÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ ÓÅ
ÕÎÉÝÏÖÁ×ÁÔ ÏÔ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌÎÉ ÆÁËÔÏÒÉ ÏÔ ÁÎÉÏÎÎÁÔÁ ÞÁÓÔ.
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5 ðæáæï÷íïäåì

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÎÁ ëÕÂÏ--íÁÒÔÉÎ--û×ÉÎÇÅÒ (ëíû) [55, 27].
çÉÂÓÏ×ÉÔÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÏÂÒÁÔÎÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ β

hAiβ =

1

Z(β)
tr

H

A e

�βH
; Z(β) def= tr

H

e

�βH
; (5.4.1)

ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÎÉ ÞÒÅÚ ÓÌÅÄÎÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ: úÁ ×ÓÅËÉ Ä×Á ÅÌÅÍÅÎÔÁ A É
B ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ É ÐÒÉ ÚÁÄÁÄÅÎ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ ÎÁ Å×ÏÌÀÃÉÑ ×ß× ×ÒÅÍÅÔÏ

αt(B)
def

= exp(itH) B exp(�itH), ÐÏÒÏÄÅÎ ÏÔ èÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÁ H = L0�
1
24
ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ,

ÆÕÎËÃÉÑÔÁ hA αt(B)iβ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁ ËÁÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÆÕ-
ÎËÃÉÑ hA αζ(B)iβ ÈÏÌÏÍÏÒÆÎÁ × É×ÉÃÁÔÁ 0 < Imζ < β É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÔÏ
ÕÓÌÏ×ÉÅ

(ÊÌØ) : hA αt+iβ(B)iβ = hαt(B) Aiβ: (5.4.2)

ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÓÁÎÄÁÒÔÎÁÔÁ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÎÁ ×ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ÔÏÐÌÉÎÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ
ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ hL0� c=24iβ É ÌÏÇÁÒÉÔÍÉÞÎÁÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁ ÎÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ Z(β)

hL0�
c

24
iβ =

1

Z(β)
tr

H

�

L0�
c

24

�

e

�β(L0�c=24)
=�

1

Z(β)
∂

∂β
Z(β) =�

∂
∂β

lnZ(β) (5.4.3)

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ×ßÚÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ (ÐÏ-ÔÏÞÎÏ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁ, Ô.Å. ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁ
ÓßÏÔ×ÅÔÎÏÔÏ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ) ÁËÏ ÚÎÁÅÍ ÔÏÐÌÉÎÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ.
ðÏÓÌÅÄÎÏÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÞÒÅÚ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ëíû.îÁÉÓÔÉ-

ÎÁ, ÎÅËÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ L0 ÞÒÅÚ ÍÏÄÉÔÅ Ψ(�)

n ÎÁ

÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ Ψ(�)

(z) = ∑n2ZΨ(�)

n�α+1=2
z�n�α (×Ö. [27], ÓÔÒ. 99)

L0 =
α2

2
+ ∑

µ>0

µ(Ψ�

�µΨµ +Ψ
�µΨ�

µ) =
α2

2
+ ∑

µ>0

µ(ϕ+

�µϕ+

µ +ϕ�
�µϕ�µ );

µ = m+α�
1

2
2 α�

1

2
+Z

+

(5.4.4)

ËßÄÅÔÏ α = 0 ÚÁ NS- ÓÅËÔÏÒÁ É α =

1
2
ÚÁ R-ÓÅËÔÏÒÁ. ôÏÇÁ×Á, ÔÏÐÌÉÎÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ

ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁÐÉÛÅ

hL0iβ =

α2

2
+ ∑

µ>0

µ
�

hϕ+

�µϕ+

µ iβ + hϕ
�

�µϕ�µ iβ
�

; (5.4.5)

Á ÚÁ ÐÒÅÓÍÑÔÁÎÅ ÎÁ ÔÏÐÌÉÎÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ íÁÊÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ
ÔÏÞÎÏ ëíû ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ:

hϕ�
�µ α0+iβ(ϕ�µ )iβ

ÊÌØ

= hα0(ϕ�µ ) ϕ�
�µiβ = hϕ�µ ϕ�

�µiβ =

= h[ϕ�µ ;ϕ
�

�µ]+
| {z }

δµ+(�µ);0

iβ�hϕ�
�µϕ�µ iβ = 1�hϕ�

�µϕ�µ iβ: (5.4.6)
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5.4 ðÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, αiβ(ϕ�µ ) = e

i(�i)µβϕ�µ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ
�

e

βµ
+1
�

hϕ�
�µϕ�µ iβ = 1 ) hϕ�

�µϕ�µ iβ =

1

e

βµ
+1

: (5.4.7)

ôÁËÁ ÚÁ ÔÏÐÌÉÎÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

hL0�
1

24
iβ =

α2

2
�

1

24
+2

∞

∑
m=1

m+α�1=2

1+ e

β(m+α�1=2)
=�

∂
∂β

lnχα(β): (5.4.8)

óÌÅÄ ËÁÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÁÍÅ ÐÏ β
∞
Z

β

n

�

∂
∂β

lnχα(β)�
�α2

2
�

1

24

�o

dβ = 2
∞

∑
m=1

ln
�

1+ e

�β(m+α�1=2)
�

; (5.4.9)

ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÎÁÌÏÖÉÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÎÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (ÉÚÒÁÚÑ×ÁÝÏ ÆÁËÔÁ, ÞÅ × ÎÉÓËÏÔÅÍÐÅ-
ÒÁÔÕÒÎÁÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÐÒÉÎÏÓ ËßÍ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÓÔÁÔÁÓÕÍÁ ÄÁ×Á ÓÁÍÏ ÍÌÁÄÛÉÑÔ ×ÅËÔÏÒ ×
ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ÓÅËÔÏÒ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ Hα, ÞÉÑÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ Å ∆ = α2

=2)

lim
q!0

q�(∆�c=24)χα(β) = lim
q!0

q�(∆�c=24)
tr

H∆
qL0�c=24

= lim
q!0

(1+d1q+d2q2
+ � � �+) = 1;

q = e

�β
; (c = 1); di

def

= dim Hi (L0Hi = iHi); (5.4.10)

ËÏÅÔÏ ÐÒÅÍÁÈ×Á ËÏÎÓÔÁÎÔÎÉÑ ÞÌÅÎ × ÌÑ×ÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÎÁ (5.4.9) ÔÁËÁ, ÞÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

χα(β) = q
α2

2 �
c

24

∞

∏
n=1

�

1+qn+α�1=2
�2

: (5.4.11)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 5.1 âÅÚËÒÁÊÎÉÑÔ ÒÅÄ × Õ-ÎÉÅ (5.4.8) Å ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝ ÓÁÍÏ × ÉÎÔÅÒ×Á-

ÌÁ [ε;∞), ËßÄÅÔÏ ε > 0. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÎÁ áÂÅÌ [67] ÚÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ
ÓÈÏÄÉÍÏÓÔ: ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÎÉÑÔ ÒÅÄ

∞

∑
n=1

an(q)bn(q); an(q) = (n+α�1=2)qn+α�1=2
; bn =

1

1+qn+α�1=2
(5.4.12)

Å ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝ ÁËÏ ÒÅÄßÔ ∑∞
n=1 an(q) Å ÓÈÏÄÑÝ, Á ÒÅÄßÔ ∑∞

n=1 bn(q) Å ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Ô.Å. jbn(q)j � M, 8 n 8 q. ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÐßÒ×ÉÑÔ ÒÅÄ Å ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝ

∑∞
n=1(n+α�1=2)qn+α�1=2

=

q1+α�1=2

1�q
[

1
1�q

+α�1=2] ÚÁ jqj< 1, Á j 1

1+qn+α�1=2 j �
1

1�eReβ(α+1=2) .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÏÞÌÅÎÎÏÔÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÁÎÅ Å ÚÁËÏÎÎÏ ÓÁÍÏ × ÔÏÚÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (ÚÁ ε = Reβ > 0

), Ô.Å. ÔÏÞËÁÔÁ β = 0 Ó ÂÅÚËÒÁÊÎÁ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÉÚËÌÀÞÉ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 5.2 õÓÌÏ×ÉÅÔÏ ëíû ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÏ ÚÁ çÏÌÑÍ ËÁÎÏÎÉÞÅÎ ÁÎÓÁÍÂßÌ

[55] ËÁÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ×ÓÑËßÄÅ H ! H(µ) := H� µN, (µ Å ÈÉÍÉÞÎÉÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ) ËÏÅÔÏ ÐÏ-

ÒÁÖÄÁ ÎÏ× Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ ÎÁ ×ÒÅÍÅ×ÁÔÁ Å×ÏÌÀÃÉÑ αt ! αµ
t . ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ

ÎÁ ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÚÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ (ÐÏ ÓßÝÉÑ

ÎÁÞÉÎ) ×ß× ×ÉÄÁ (w := e

βµ)

χα(β) = q
α2

2 �
c

24

∞

∏
n=1

�

1+wqn+α�1=2
��

1+w�1qn+α�1=2
�

: (5.4.13)
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5 ðæáæï÷íïäåì

îÅËÁ ÓÅÇÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ÏÔ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ËßÍ ðÆÁÆÏ×ÉÑ -- ÔÏ×Á
ÏÚÎÁÞÁ×Á ÄÁ ÉÚ×ÁÄÉÍ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ ÐÒÉÎÏÓÁ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ϕ�(z). úÁ
ÎÕÌÅ×ÉÑ ÍÏÄ ÔÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ

LPf0 =

1

2

α2

2
+ ∑

ν>0

νϕ+

�νϕ+

ν ) hLPf0 �

1=2

24
iβ =

α2

4
�

1

48
+

∞

∑
n=1

n+α�1=2

1+ e

β(n+α�1=2)
(5.4.14)

ËßÄÅÔÏ ÏÔÞÅÔÏÈÍÅ, ÞÅ ÐÒÅÍÁÈ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ϕ�(z) ÎÁÍÁÌÑ×Á ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÚÁÒÑÄ ÎÁ c = 1=2.
óÌÅÄ ÉÎÔÅÇÒÉÒÁÎÅÔÏ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ×ß× ×ÉÄÁ

χPfα (β) = q
α2

4 �
1

48

∞

∏
n=1

�

1+qn+α�1=2
�

; (5.4.15)

Ô.Å. ×ÔÏÒÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ × (5.4.11) ÓÅ ÚÁÍÅÎÑ Ó ÐßÒ×Á.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 5.3 ëÏÅÆÉÃÉÅÎÔßÔ α2
=4 × Õ-ÎÉÅ (5.4.14) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÄÉÒÅËÔÎÏ ÐÒÉ ÐÒÅÓÍÑÔÁ-

ÎÅÔÏ ÎÁ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÁ [LPf1 ;LPf
�1] = 2LPf0 . ðÏ ÓßÝÉÑ ÎÁÞÉÎ Å ÐÏÌÕÞÅÎ É ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔßÔ α2

=2

× Õ-ÎÉÅ (5.4.4).

èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (5.4.15) ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÄÅÎÔÉÆÉÃÉÒÁÎÉ Ó ÔÅÚÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ [27].
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÔßÊ ËÁÔÏ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ÎÁÓÌÅÄÑ×Á ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÏÔ 331 ÍÏ-

ÄÅÌÁ ÔÒÑÂ×Á ×ÓßÝÎÏÓÔ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÞÅÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ éÚÉÎÇ
(Ô.Å. ÎÁ ÔÁÚÉ, ËÏÑÔÏ ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁ ÏÔ ôåé, Á ÎÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ íÁÊÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ
ÆÅÒÍÉÏÎÉ) [B].

K̂0 =
q�

1
48

2

� ∞

∏
n=1

(1+qn� 1
2
)+

∞

∏
n=1

(1�qn� 1
2
)

�

(= χ0(τ; Ising))

K̂2 =
q�

1
48

2

� ∞

∏
n=1

(1+qn� 1
2
)�

∞

∏
n=1

(1�qn� 1
2
)

�

�

= χ1=2(τ; Ising)
�

K̂1 = q
1

24

∞

∏
n=1

(1+qn
)

�

= χ1=16(τ; Ising)
�

(5.4.16)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 5.4 èÁÒÁËÔÅÒßÔ∏∞
n=1(1�qn� 1

2
) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÓÌÅÄ S-ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁÃÉÑÎÁ (5.4.15)

ÉÌÉ ËÁÔÏ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ (5.4.13) ÐÒÉw =�1, Ô.Å. ÞÒÅÚ ×ÚÅÍÁÎÅ

ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅÎ ËÏÒÅÎ.

ôÏÇÁ×Á ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ÓßÓ c = 3=2 ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ËÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ
× (4.9.34) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ Kl(τ;4) ÎÁ ÂÏÚÏÎÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÁÔÁ ÞÁÓÔ ×ß×
331 Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ K̂l(τ), Ô.Å.

χ̂1
r = K̂0K2r(τ;2ζ;8)+ K̂2K2r�4(τ;2ζ;8)

χ̂2
r = K̂1Kr+ 1

2
(τ;ζ;2)

χ̂3
r = K̂0K2r�4(τ;2ζ;8)+ K̂2K2r(τ;2ζ;8); (5.4.17)
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5.5 îÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ

óÌÅÄ ÒÅÄÕËÃÉÑÔÁ (5.1.4, 5.2.1) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ (S; T 2
; U; V ) ÉÎ×ÁÒÉ-

ÁÎÔÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ (ÓÒ×. [41])

ZP f
=

1

∑
r=0

n

jχ1
r j

2
+ jχ2

r j
2
+ jχ3

r j
2
o

; (5.4.18)

ËßÄÅÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÇÁÍÅ, ÞÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (5.4.17) ÓÁ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉ ÎÁ ÓßÝÉÔÅ
CZ-ÆÁËÔÏÒÉ ËÁËÔÏ ÔÅÚÉ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ (4.10.2). ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ, ÐÒÉ ÎÉÓËÏ-ÂÁÒÉÅÒÎÁÔÁ
ÇÒÁÎÉÃÁ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ ÐÒÅÍÉÎÁ×Á × ÔÁÚÉ ÚÁ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ [B].

5.5 îÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ

úÁ ÕÄÏÂÓÔ×Ï ÐÒÉ ÐÒÅÓÍÑÔÁÎÅÔÏ ÎÁ S- ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÝÅ ÐÒÅÏÚÎÁÞÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ (5.4.17)

ch0(τ;ζ) = χ1
0(τ;ζ); ch2(τ;ζ) = χ1

1(τ;ζ); ch

�2(τ;ζ) = χ3
1(τ;ζ);

ch4(τ;ζ) = χ3
0(τ;ζ); ch1(τ;ζ) = χ2

0(τ;ζ); ch

�1(τ;ζ) = χ2
1(τ;ζ): (5.5.1)

ôÏÇÁ×Á, S- ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ ÄÅÊÓÔ×ÁÝÁ ×ßÒÈÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ chn(τ;ζ) (n = 0;�1;�2;4) ÍÏÖÅ ÄÁ
ÂßÄÅ ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ËÏÍÐÁËÔÅÎ ×ÉÄ [B]

Smn =
1

2
sin
�π

4
σmσn

�

e

�i π
4 mn

; σn =
3� (�1)n

2
; m;n = 0;�1;�2;4: (5.5.2)

îÅÊÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÐÏÒÑÄßË ÎÁ ÆÌÕÉÄÁ, ËÏÊÔÏ × ÓÌÕÞÁÑ Å 6.
óßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ Hλ (λ = 0;�1;�2;4) ÉÍÁÔ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉ
ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÇÌÁ.

∆0 = 0; ∆
�1 =

1

8
; ∆

�2 =
1

4
; ∆4 =

1

2
: (5.5.3)

ë×ÁÎÔÏ×ÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dn = S0n=S00 ÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ (�1) (Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ch
�1(τ;ζ)) ÓÁ

p

2, ËÏÅÔÏ Å ÉÚÒÁÚ ÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÎÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉÔÅ. óßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ
ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÔ

[�1]� [�1] = [2]+ [�2]; [1]� [�1] = [0]+ [4]: (5.5.4)

ïÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÓÁ ÁÂÅÌÅ×É: ÔÒÉ×ÉÁÌÎÉÔÅ ÓÌÉ×ÁÎÉÑ Ó ×ÁËÕÕÍÁ
[0]� [n] = [n] É

[+1]� [ 2 ] = [�1] [ 1 ]� [�2] = [�1] [ 1 ]� [ 4 ] = [ 1 ]

[�1]� [ 2 ] = [ 1 ] [�1]� [�2] = [ 1 ] [�1]� [ 4 ] = [�1]

[ 2 ]� [ 2 ] = [ 4 ] [ 2 ]� [�2] = [ 0 ] [ 2 ]� [ 4 ] = [�2]

[�2]� [�2] = [ 4 ] [�2]� [ 4 ] = [ 2 ] [ 4 ]� [ 4 ] = [ 0 ]

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ × ÓÌÕÞÁÑ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÐÒÉ ËÁÌÉÂÒÏ-
×ßÞÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ (× ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏ×Á Å ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ϕ�! 0) ÎÁ (ÒÅÛÅÔßÞÅÎ) ÁÂÅÌÅ×ÍÏÄÅÌ.
ðÒÉ ÔÁÚÉ ÐÒÏÅËÃÉÑW1+∞ ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÓÅ ÎÁÒÕÛÁ×Á [B]. (÷ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ðÆÁÆÉÁÎÁ ÚÎÁË ÚÁ
ÔÏ×Á Å ÏÝÅ ÆÁËÔßÔ, ÞÅ ÒÅÚÕÌÔÁÔÎÉÑÔ ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ, c = 3

2
, ÎÅ Å ÃÑÌ.)
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

6 íÏÄÅÌ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ

6.1 ïÂÝÉ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

ðÒÅÚ 1987 Ç. ÂÅÛÅ ÏÔËÒÉÔÏ ÐßÒ×ÏÔÏ ÐÌÁÔÏ (ν = 5=2 × ÅÄÎÏÓÌÏÊÎÁ ÐÒÏÂÁ ÎÁ ÐßÒ×ÏÔÏ
×ßÚÂÕÄÅÎÏ ÎÉ×Ï ÎÁ ìÁÎÄÁÕ) Ó ÞÅÔÅÎ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌ ÎÁ ÆÁËÔÏÒÁ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ [68]. éÚÓÌÅÄ-
×ÁÎÉÑÔÁ ÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÔÁ ÎÁ ×ÉÓÏÞÉÎÁÔÁ ÎÁ ÚÁÂÒÁÎÅÎÉÑ ÐÒÁÇ ÏÔ ßÇßÌÁ ÎÁ ÎÁËÌÏÎ ÎÁ
ÍÁÇÎÉÔÎÏÔÏ ÐÏÌÅ ÐÏËÁÚ×ÁÔ [36], ÞÅ ÔÏ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÅ Å ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ (ÉÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ
ÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÏ). åÄÎÁ ÇÏÄÉÎÁ ÐÏ-ËßÓÎÏ èÁÌÄÅÊÎ É òÅÚÁÊ [25] ÐÏËÁÚ×ÁÔ, ÞÅ ÚÁ ÄÁÄÅÎÏ

ÈÉÐÏÔÅÔÉÞÎÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ (ÐÓÅ×ÄÏÐÏÔÅÎÃÉÁÌÉ × Ô.ÎÁÒ. "hollow-core" ÍÏÄÅÌ [69, 70])
ÍÏÖÅ ÄÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÎÅÉÚÒÏÄÅÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍ ÆÌÕÉÄ Ó ÆÁËÔÏÒ ÎÁ
ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν = 1=2. ïÓÎÏ×ÎÁÔÁ ÉÄÅÑ Å, ÞÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ ÏÔ ÅÄÎÁ É ÓßÝÁ ÃÉËÌÏÔÒÏÎÎÁ ÏÒ-
ÂÉÔÁ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ ÐßÒ×Ï ÓÅ ÓÄ×ÏÑ×ÁÔ (ÏÂÒÁÚÕ×ÁÊËÉ ÂÏÚÏÎÎÉ) É ÓÌÅÄ ÔÏ×Á ËÏÎÄÅÎÚÉÒÁÔ ×
ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ ìÁÆÌÉÎÏ× ÆÌÕÉÄ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÁÔÁ ÏÔ èÁÌÄÅÊÎ É òÅÚÁÊ ×ßÌÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (ÚÁ
m = 2)

ΨHR(zi;w j) = det

1

(zi�w j)
2 ∏

1�i< j�N

(zi� z j)
m
(wi�w j)

m
N

∏
i; j=1

(zi�w j)
m
e

�

1
4

N

∑
i=1

(jzij
2
+jwij

2
)

;

(6.1.1)
ËßÄÅÔÏ zi É w j ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ (× ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÉÎÁ) ÎÁ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ-
ÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ, Å ÅËÓÐÌÉÃÉÔÎÏ ÎÅÐÏÌÁÒÉÚÉÒÁÎÁ, Ô.Å. ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔ ÏÔÎÏÓÎÏ ÓÐÉÎÁ ÎÁ
ÅÌÅËÔÒÏÎÉÔÅ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ. ðÏ-ÔÏÞÎÏ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÁÓÔÉÞÎÁÔÁ ×ßÌ-
ÎÏ×Á ÆÕÎËÃÉÑ (ÐÒÉ ÏÔÓßÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÓÐÉÎ-ÏÒÂÉÔÁÌÎÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ) ÎÁ N-ÅÌÅËÔÒÏÎÎÁÔÁ
ÓÉÓÔÅÍÁ ÓßÓ ÐßÌÅÎ ÓÐÉÎ S ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á æÏËÏ×ÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ [37, 38]:

(i) ÄÁ ÂßÄÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ÐßÒ×ÉÔÅ N
"

= N=2+ S É ×ÔÏÒÉÔÅ
N
#

= N=2�S ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÐÏÏÔÄÅÌÎÏ

(ii) ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÔÁ ÐÏ ÐÏ×ÅÞÅ ÏÔ N
"

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉ ÄÁ ÄÁ×Á 0, Ô.Å.
 

1�
N

∑
j=1

e(z1;w j)

!

ΨHR(zi;w j) = 0; (6.1.2)

ËßÄÅÔÏ e(z1;w j) ÏÚÎÁÞÁ×Á ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÔÅ z1 É w j.

ìÅÓÎÏ ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑ×Á, ÞÅ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ΨHR ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ×ÔÏÒÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁ
S = 0, Ô.Å. ÔÏ×Á Å ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ, ÄÏËÁÔÏ Ψ331 Å ÓÐÉÎ-ÔÒÉÐÌÅÔ, Ô.Å. S = 1.)
ôÏ×Á ÎÏ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ, ÒÁÚÌÉÞÎÏ ÏÔ ÔÅÚÉ ÚÁ ÍÏÄÅÌÉÔÅ 331 É Pf ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÎÏ×
ËÌÁÓ ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ.
ðßÌÎÉÑÔ ÏÒÂÉÔÁÌÅÎ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ (ÐßÌÎÁÔÁ ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ÈÏÍÏÇÅÎ-

ÎÏÓÔ) Å mN(2N�1)�2N, Á ÂÒÏÑÔ ÎÁ Ë×ÁÎÔÉÔÅ ÎÁ ÍÁÇÎÉÔÎÉÑ ÐÏÔÏË N
z;w
Φ (ÍÁËÓÉÍÁÌÎÁÔÁ

ÓÔÅÐÅÎ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ zi ÉÌÉ w j ) Å N
z;w
Φ = m(2N� 1)� 2, (ÚÁ m = 2 ) Ô.Å. Ó 1

ÐÏ-ÍÁÌËÁ ÏÔ ÔÁÚÉ ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ.
éÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ ÔÏ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÅ [40,

39] ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÔÏ×ÁÒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ (ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÑ) Å c = �2 ÐÏÒÁÄÉ ËÏÅÔÏ ÔÅÏÒÉÑÔÁ Å ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÁ, Ô.Å. ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ
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6.2 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ "ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ" ÞÁÓÔ

Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÔÁ. úÁ ÐÒÅÏÄÏÌÑ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÉÔÅ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌ-
ÎÉÔÅ ÎÏÒÍÉ Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÂÅÚ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ [71]. ïËÁÚ×Á ÓÅ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ
ÔÁÚÉ ÔÅÏÒÉÑ Å ÎÅÌÏËÁÌÎÁ [B], Ô.Å. ÎÁÒÕÛÁ×Á ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÚÁ ÐÒÉÞÉÎÎÏÓÔ, ÐÏÒÁÄÉ ËÏÅÔÏ Å
ÎÅÆÉÚÉÞÎÁ.
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÓÕÍÁ (ÒÅÓÐ. ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ

ÇÒÕÐÁ) ÎÅ ÓÁÍÏÄÕÌÁÒÎÏÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉ (ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÉ) [72].îÅÝÏÐÏ×ÅÞÅ -- ÐÒÉ S-ÔÒÁÎÓÆÏ-
ÒÍÁÃÉÑ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÐÏÒÁÖÄÁÝÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉÔÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ, ËÏÅÔÏ Å ÎÅÄÏÐÕÓÔÉÍÏ.
ðÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÎÁ Å É ÅÄÎÁ ÏÔ ÎÁÊ-×ÁÖÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁ èÏÌÏ×ÉÔÅ ÆÌÕÉÄÉ --

ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑÔ ÒÅÄ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ HR. ïÐÒÅÄÅÌÑÊËÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÒÅÄ ËÁÔÏ ÂÒÏÑ ÎÁ
ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ×ßÒÈÕ ÔÏÒ [70, 73], Ô.Å. ÎÁÌÁÇÁÊËÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÉ ÐÅÒÉ-
ÏÄÉÞÎÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÓÁ ÎÁÍÅÒÅÎÉ 10 ÔÁËÉ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁ HR [75, 49]. ôÏ×Á ÏÂÁÞÅ ÎÅ ÍÏÖÅ
ÄÁ ÂßÄÅ ÏÃÅÎÅÎÏ ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÝÁÔÁ ëôð ÐÏÒÁÄÉ ÐÒÉÓßÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉÔÅ ÎÏÒÍÉ, Ô.Å. ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÒÅÄ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ HR Å ×ÓÅ ÏÝÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ.

6.2 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ "ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ" ÞÁÓÔ

ëÁÔÏ ÉÚËÌÀÞÉÍ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÔÁ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÁ × (6.1.1) ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Å ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ
ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ zi É w j. ëÁËÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, "ìÁÆÌÉÎÏ×ÉÑÔ" ÆÁËÔÏÒ ∏1�i< j�N(zi� z j)

2
(wi�

w j)
2 ∏N

i; j=1(zi�w j)
2 ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÎ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÒÁÃÉÏÎÁÌ-

ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó du(1) ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = 1 (çÁÕÓÏ× ÍÏÄÅÌ)
É Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ (ÉÌÉ ËÏÍÐÁËÔÉÆÉÃÉÏÎÅÎ ÒÁÄÉÕÓ) m = 2.
÷ ÔÏÚÉ ÒÁÚÄÅÌ ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ "ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ" ÞÁÓÔ ×ß× ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (ÄÅÔÅÒ-

ÍÉÎÁÎÔÁÔÁ) ÍÏÖÅ ÓßÝÏ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÁ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ËÏÎÆÏÒÍÎÁ
ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ, Ô.Å.

det

1

(zi�w j)
2
= (�1)N(N�1)=2

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j)j0i= Φ(N)

ds (zi;w j): (6.2.1)

6.2.1 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ�

îÁÉÓÔÉÎÁ, ÏÔ 2-ÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

1

(z1�w1)
2
= h0jΨ

+

(z1)Ψ�

(w1)j0i=
1

(z1�w1)
∆
+

+∆
�

×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÓÕÍÁÔÁ ÏÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÝÅ ÂßÄÅ ∆
+

+∆
�

= 2. ðÏÓÌÅÄÎÏÔÏ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÒÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÔÏ, ÞÅ Ψ

�

ÓÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ, ×ÏÄÉ ÄÏ ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ
∆
+

= ∆
�

= 1, ÐÏÎÅÖÅ ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á Ä×ÕÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ Å ÎÅÎÕÌÅ×Á.

6.2.2 ôÅÎÚÏÒ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ

óÌÅÄ×ÁÊËÉ õÅÎ [39, 40] ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÍÅ, ÞÅ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÐÓ×Á ÞÌÅÎ ÌÉ-
ÎÅÅÎ ÐÏ (z1�w1) (ËÁËÔÏ ÝÅ ÓÅ ÕÂÅÄÉÍ × ËÒÁÑ ÎÁ § 6.4 ÔÏ×Á Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÏÔ ÆÁËÔÁ, ÞÅ
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ� ÉÍÁÔ ÓÕÍÁÒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÒÁ×ÎÁ ÎÁ 2 --×Ö. úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.3)

Ψ
+

(z1)Ψ�

(w1) =
1

(z1�w1)
2

n

1+
2

c
(z1�w1)

2
T (w1)+ � � �

o

: (6.2.2)

ôÏÇÁ×Á, ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ T (z) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ

T (w1) =
c

2
lim

z1!w1

n

Ψ
+

(z1)Ψ�

(w1)�
1

(z1�w1)
2

o

=

c

2
:Ψ

+

(w1)Ψ�

(w1): (6.2.3)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÔÏ ÔßÖÄÅÓÔ×Ï ÎÁ õÏÒÄ

hT (w1)Ψ+

(z2)Ψ�

(w2)i=

n 1

(w1� z2)
2
+

∂z2

(w1� z2)
+

1

(w1�w2)
2
+

∂w2

(w1�w2)

o

hΨ
+

(z2)Ψ�

(w2)i;

(6.2.4)
ËßÄÅÔÏ h� � �i := h0j � � � j0i, ÚÁ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÅÎÔÒÁÌÎÉÑ ÚÁÒÑÄ c ÕÞÁÓÔ×ÁÝ × ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ
(6.2.3) ÎÁ T (z). îÁÉÓÔÉÎÁ,

hT (w1)Ψ+

(z2)Ψ�

(w2)i=
c

2
lim

z1!w1

h

n

Ψ
+

(z1)Ψ�

(w1)�
1

(z1�w1)
2

o

Ψ
+

(z2)Ψ�

(w2)i=

=

c

2
lim

z1!w1

n

hΨ
+

(z1)Ψ�

(w1)Ψ+

(z2)Ψ�

(w2)i�
1

(z1�w1)
2
hΨ

+

(z2)Ψ�

(w2)i

o

=

=

c

2
lim

z1!w1

n

Φ(2)

ds (z1;z2;w1;w2)�
1

(z1�w1)
2

Φ(1)

ds (z1;w1)

o

: (6.2.5)

úÁÍÅÓÔ×ÁÊËÉ Φ(N)

ds ÏÔ (6.2.1) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

c

2
lim

z1!w1

n 1

(z1�w1)
2
(z2�w2)

2
�

1

(z1�w2)
2
(z2�w1)

2
�

1

(z1�w1)
2

1

(z2�w2)
2

o

=

=

n 1

(w1� z2)
2
+

∂z2

(w1� z2)
+

1

(w1�w2)
2
+

∂w2

(w1�w2)

o 1

(z2�w2)
2
: (6.2.6)

óÌÅÄ ÉÚ×ßÒÛ×ÁÎÅ ÎÁ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÎÅÔÏ × ÄÑÓÎÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÔ ËÏ-
ÅÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÍÅ

c =�2: (6.2.7)

6.2.3 ìÏËÁÌÎÉ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ
�

(z). îÁÒÕÛÅÎÉÅ ÎÁ
×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ

ïÔ ÆÁËÔÁ, ÞÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ Å ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ ÎÁ Ä×Á ÒÅÄÁ (Ô.Å.
zi $ z j) ÉÌÉ Ä×Á ÓÔßÌÂÁ (Ô.Å. wi $ w j) ÐÏÏÔÄÅÌÎÏ ÓÌÅÄ×Á ÌÏËÁÌÎÁÔÁ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔ
ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ, Ô.Å. [Ψ

�

(z1);Ψ�

(z2)]+ = 0.
ôÁËÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÚÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ

[39, 40]:

Ψρ(z)Ψσ(w)�
ερσ

(z�w)2
; ρ;σ =� ()
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6.2 ëÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ "ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ" ÞÁÓÔ

[Ψ
+

(z);Ψ
�

(w)]
+

=�δ0(z�w); (6.2.8a)

[Ψ
+

(z);Ψ
+

(w)]
+

= [Ψ
�

(z);Ψ
�

(w)]
+

= 0 (6.2.8b)

T (z) = :Ψ
�

(z);Ψ
+

(z): : (6.2.8c)

ëÁËÔÏ Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [27, 16, 54, 11], ÓÐÉÎßÔ × Ä×ÕÍÅÒÎÉÔÅ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á
ÞÒÅÚ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ S = ∆� ∆̄ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ É ÁÎÔÉ-ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÉ
ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ. ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÁÞÅ, ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ�

(z) ÓÁ ÆÅÒÍÉÏÎÉ Ó ÃÑÌ ÓÐÉÎ. ôÏ×Á ÎÁ-
ÒÕÛÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÝÁÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚÁ ×ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ [60] ÚÁ ÕÎÉÔÁÒÎÉ
Ë×ÁÎÔÏ×É ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ Ψ�

(z) ÐÏÒÁÖÄÁÔ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×Á ÔÅÏÒÉÑ.
ëÁËÔÏ ÝÅ ÓÅ ÕÂÅÄÉÍ ÐÏ-ÎÁÔÁÔßË, × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÔ ×ÅËÔÏ-
ÒÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÔÁ. ë×ÁÎÔÏ×ÏÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÓÉÓÔÅÍÉ ×
ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÉÚÉÓË×Á ÏÔÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËßÄÅÔÏ ÓËÁÌÁÒ-
ÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Å ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ.

6.2.4 ëÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÔÅÏÒÅÍÁÔÁ ÎÁ ÷ÉË ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ×ßÚÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÖÄÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ×ß× ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ (6.1.1).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.1 îÅËÁ Ψ
�

(z) ÓÁ (Ë×ÁÚÉ)Ó×ÏÂÏÄÎÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÌÏËÁÌÎÉ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ [Ψ
+

(z);Ψ
+

(w)]
+

= [Ψ
�

(z);Ψ
�

(w)]
+

= 0, [Ψ
+

(z);Ψ
�

(w)]
+

6= 0(C � ÷èñëî).

ôÏÇÁ×Á,

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j)j0i= (�1)
N(N�1)

2
det

�

Ψ
+

(zi)Ψ�

(w j)

�

h0j0i; (6.2.9)

ËßÄÅÔÏ

det

�

Ψ
+

(zi)Ψ�

(w j)

�

= ∑
σ2SN

sgn(σ)
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)Ψ�

(wσ(i)) (6.2.10)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
ôßÊ ËÁÔÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ

�

(z) ÉÍÁÔ C -ÞÉÓÌÏ×É ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÔÏÒÉ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ÆÅÒ-
ÍÉÏÎÎÁÔÁ ×ÅÒÓÉÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁÔÁ ÎÁ ÷ÉË ÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ
ÓÒÅÄÎÏ

N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j) =

N

∑
p=0

∑
σp

:
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j) :; (6.2.11)

ËßÄÅÔÏ × ÄÑÓÎÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ÓÅ ÓÕÍÉÒÁ ÐÏ ×ÓÅ×ßÚÍÏÖÎÉÔÅ ÎÏÒÍÁÌÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÓßÓ p-
ÎÁ ÂÒÏÊ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑ σp. ÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÷ÉËÏ×ÉÔÅ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑ ÚÁ Ó×ÏÂÏÄÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÓÁ
ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉ19

[Ψρ(z);Ψσ(w)]+ =�ερσδ0(z�w) ) Ψρ(z)Ψσ(w) =
ερσ

(z�w)2
+ :Ψρ(z)Ψσ(w): )

19úÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁÔÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ Å ÄÏÓÔÁÔßÞÎÁ É ÎÅ Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ËÏÎËÒÅÔÎÉÑÔ ×ÉÄ
ÎÁ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑÔÁ
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

Ψρ(z)Ψσ(w) = h0jΨρ(z)Ψσ(w)j0i=
ερσ

(z�w)2
: (6.2.12)

ðÒÉ ÔÏ×Á, ÎÅÎÕÌÅ× ÐÒÉÎÏÓ ÐÏÄ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÝÅ ÄÁ×ÁÔ ÓÁÍÏ ÎÏÒÍÁÌÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÑ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ (N) ÂÒÏÊ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑ, ÐÏÎÅÖÅ h0j: : : : :j0i= 0 (ÉÚËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÁ×É
ÓÁÍÏ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j)j0i= ∑
σN

h0j:
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)Ψ�

(wi) :j0i; (6.2.13)

ËßÄÅÔÏ × ÓÕÍÁÔÁ ÕÞÁÓÔ×ÁÔ ÓÁÍÏ ÎÁÐßÌÎÏ ÓÄ×ÏÅÎÉÔÅ ÎÏÒÍÁÌÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ( N ÎÁ ÂÒÏÊ
ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑ). ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÁËÏ ÆÉËÓÉÒÁÍÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÉÔÅ fzig ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ

+

(zi), ×ÓÑËÏ
ÐßÌÎÏ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ ÎÁ ×ÔÏÒÉÔÅ ÉÎÄÅËÓÉ fwig. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÎÅËÁ ÐÏ-
ÌÅÔÏ Ψ

+

(z1) Å ÓÄ×ÏÅÎÏ Ó Ψ
�

(wk), Ψ
+

(z2) Ó Ψ
�

(wl) É Ô.Î., ÄÏ Ψ
+

(zN) Ó Ψ
�

(wm). ôÏÇÁ×Á
ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ σ : f1;2; : : : ;Ng! f1;2; : : : ;Ng ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ:

k = σ(1)
l = σ(2)
...

m = σ(N): (6.2.14)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ σ(i) 6= σ(i0) ËÏÇÁÔÏ i 6= i0 ÐÏÎÅÖÅ ÓÌÅÄ ËÁÔÏ ÏÚÎÁÞÉÍ σ(1) = k ÔÏ×Á k ÉÚÞÅÚ×Á
ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÏ × ËÏÅÔÏ ÝÅ ÂßÄÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÏ σ(i); i = 2;3; : : : ;N. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÐÏ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ÂÒÏÑÔ ÎÁ ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ jImage(σ)j ÎÁ ÏÂÒÁÚÁ ÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ σ, Å ÔÏÞÎÏ N,
ËÏÅÔÏ ÄÏËÁÚ×Á, ÞÅ σ Å ×ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ f1;2; : : : ;Ng, Ô.Å. σ 2 SN Å
ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j)j0i=

= ∑
σ2SN

h0jΨ
+

(z1)Ψ+

(z2): : :Ψ+

(zN)Ψ�

(w1): : :Ψ�

(wk): : :Ψ�

(wl): : :Ψ�

(wm): : :j0i; (6.2.15)

ËßÄÅÔÏ Ψ
+

(z1) ÓÅ ÓÄ×ÏÑ×Á Ó Ψ
�

(wσ(1)), Ψ
+

(z2) Ó Ψ
�

(wσ(2)) É Ô.Î. ÄÏ Ψ
+

(zN) Ó Ψ
�

(wσ(N)

)

(σ(1) = k; σ(2) = l; : : : ;σ(N) = m). ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ
ÆÅÒÍÉÏÎÎÏÔÏ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ ÚÁ ÄÁ ÐÏÄÒÅÄÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ Ψ

�

(wi) × ÏÂÒÁÔÅÎ ÒÅÄ, Ô.Å.

N

∏
i=1

Ψ
�

(wi) = (�1)N(N�1)=2
1

∏
i=N

Ψ
�

(wi): (6.2.16)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÚÁ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÎÁÐÉÛÅÍ

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)Ψ�

(wi)j0i= ∑
σ2SN

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

1

∏
j=N

Ψ
�

(w j)j0i; (6.2.17)
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6.3 æÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ Ä×ÏÊËÁ ÄÕÈÏ×Å ξ--η

ËßÄÅÔÏ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÑÔÁ Ó×ßÒÚ×ÁÔ zi $wσ(i). ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÏÔÎÏ×ÏÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅ-
ÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ×ÔÏÒÏÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁ ÄÁ ÐÏÄÒÅÄÉÍ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ
"ÅÄÉÎ ÄÏ ÄÒÕÇ"

1

∏
j=N

Ψ
�

(w j) =

1

∏
j=N

Ψ
�

(wσ�1
(σ( j))) = sgn(σ�1

)

1

∏
j=N

Ψ
�

(wσ( j)): (6.2.18)

ôÁËÁ, × ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ, (ÏÔÞÉÔÁÊËÉ sgn(σ�1
) = sgn(σ)) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)Ψ�

(wi)j0i=

= ∑
σ2SN

sgn(σ)h0jΨ
+

(z1)� � �Ψ+

(zN�1)Ψ+

(zN)Ψ�

(wσ(N)

)Ψ
�

(wσ(N�1))� � �Ψ�

(wσ(1))j0i=

= ∑
σ2SN

sgn(σ)
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)Ψ�

(wσ(i))h0j0i= det

�

Ψ
+

(zi)Ψ�

(w j)

�

h0j0i: (6.2.19)

6.3 æÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ Ä×ÏÊËÁ ÄÕÈÏ×Å ξ--η
äÁ ×ß×ÅÄÅÍ ìÏÒÁÎÏ×ÏÔÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ Ψ

�

(z) ÐÏÒÁÖÄÁÝÉ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ

Ψ
�

(z) = ∑
n2Z

Ψ�

n z�n�1
; (6.3.1)

ËÏÉÔÏ ÉÍÁÔ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1. áÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6.2.8) ÍÏÇÁÔ
ÄÁ ÂßÄÁÔ ÚÁÐÉÓÁÎÉ ÞÒÅÚ ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ψ�

n ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

[Ψρ
n;Ψ

σ
m]+ =

I

dw

2πi
Res

z!w
znwmΨρ(z)Ψσ(w) = ερσnδn+m;0 (6.3.2)

îÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ (6.2.8c) × ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ T (0)j0i.
úÁ ÄÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÔÏ×Á ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ËÁËÔÏ É ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÄÁ Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÏÔÄÏÌÕ,
ÚÁÅÄÎÏ Ó ÉÚÉÓË×ÁÎÅÔÏ ×ÁËÕÕÍÁ ÄÁ ÉÍÁ ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑ ×ÏÄÑÔ ÄÏ

Ψ�

n j0i= 0; n� 0: (6.3.3)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÓßÇÌÁÓÎÏ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6.3.2) ÎÕÌÅ×ÉÔÅ
ÍÏÄÉ ÎÁ Ψ

�

(z) ÁÎÔÉËÏÍÕÔÉÒÁÔ Ó ×ÓÉÞËÏ ÏÓÔÁÎÁÌÏ, ÔÁËÁ ÞÅ ÚÁ ÔÑÈ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÉÌÏÖÉÍ
ÆÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ ×ÅÒÓÉÑ ÎÁ ÌÅÍÁÔÁ ÎÁ ûÕÒ20:

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.2 (óÕÐÅÒ-ÌÅÍÁ ÎÁ ûÕÒ) îÅËÁ V Å ×ÅËÔÏÒÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÅÔÏ Å ÎÅÐÒÉ-

×ÏÄÉÍÏ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ fXig É ÎÅËÁ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ËÏÊÔÏ

ËÏÍÕÔÉÒÁ ÉÌÉ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÑËÏ Xi, Ô.Å.

8Xi : AXi = εiXi A; εi =�1:

20äÉÓÅÒÔÁÎÔßÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉ ÎÁ âÏÖËÏ âÁËÁÌÏ× ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÁÔÁ ÄÉÓËÕÓÉÑ ÐÏ ÔÏÚÉ ×ßÐÒÏÓ.
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

ôÏÇÁ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ A ÉÍÁ ×ÉÄÁ (α 2 C )

A = α

0

B

B

B

B

@

�1 0 0 � � � 0

0 �1 0 � � � 0

0 0 �1 � � � 0
...

...
...

...
...

0 0 0 � � � �1

1

C

C

C

C

A

: (6.3.4)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1. ïÐÅÒÁÔÏÒßÔ A ÉÍÁ ÐÏÎÅ ÅÄÉÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ ×ÅËÔÏÒ jvi, ÔÁËß× ÞÅ

Ajvi= αjvi:

2. ÷ÅËÔÏÒßÔ Xijvi Å ÏÔÎÏ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎ ÚÁ A ÎÏ ÓßÓ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ εiα, Ô.Å.

A(Xijvi) = εiXiAjvi= εiα(Xijvi) :

3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ

Nα
def

=

�

jxi 2 V j Ajxi=�αjxi
	

� V

Å ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ fXig, ÎÏV Å ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏNα �V .
îÁËÒÁÑ ÄÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÅ Nα ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÉ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ÚÁ A, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌ-
ÎÏ Ai

j = εiαδi
j.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.1 óÍÉÓßÌßÔ ÎÁ ÔÏ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÌÅÍÁÔÁ ÎÁ ûÕÒ ÓÔÁ×Á Óß×ÓÅÍ ÑÓÅÎ,

ËÏÇÁÔÏ ÚÁÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A2 Å × ÓÉÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÔÁ ÌÅÍÁ ÎÁ ûÕÒ É ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌÎÏ A = α21. ôÏÇÁ×Á ËÁ×ÁÄÒÁÔÎÉÑÔ ËÏÒÅÎ ÝÅ ÄÁÄÅ ÏÔÎÏ×Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ, ÞÉÉÔÏ

ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉ ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÝÅ ÂßÄÁÔ �α. ôÉÐÉÞÅÎ ÐÒÉÍÅÒ ÓÁ ÍÁÔÒÉÃÉÔÅ ÎÁ ðÁÕÌÉ: σ3 ÁÎÔÉ-

ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ É ËÏÍÕÔÉÒÁ ÓßÓ ÓÅÂÅ ÓÉ; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ σ3 =

�

1 0

0 �1

�

. ôÒÑÂ×Á

ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ (σ1)
2
= (σ2)

2
= 1, ÎÏ σ1 É σ2 ÎÅ ÓÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÎÉ. ôÅ ÏÂÁÞÅ ÍÏÇÁÔ ÄÁ

ÂßÄÁÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁÎÉ ÞÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÏ ×ßÒÔÅÎÅ, Ô.Å. ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.2 ÓÅ ÏÔÎÁÓÑ ÄÏ ÓÏÂÓÔ-

×ÅÎÉÔÅ ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÁÄÅÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ. ôÏ×Á Å ÅÄÎÏ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÂÏÚÏÎÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËßÄÅÔÏ

ÅÓÅÔÅÓÔ×ÅÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÉÑÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ Å ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÎ ×ß× ×ÓÅËÉ ÂÁÚÉÓ.

óßÇÌÁÓÎÏ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.2 ÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ψ�

0 ÝÅ ÂßÄÁÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÏÔ ÔÉÐÁ
αdiag(�1;�1; : : :). ôÕË ÏÂÁÞÅ, (Ψ�

0 )
2
= 0, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏα = 0 (ÓßÝÏÔÏ ÓÌÅÄ×Á É ÏÔ (6.3.3),

ÎÏ ÓÁÍÏ ÚÁ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ). ôÁËÁ ÓÔÉÇÁÍÅ ÄÏ ÉÚ×ÏÄÁ, ÞÅ ×ß× ×ÓÑËÏ ÎÅÐÒÉ×Ï-

ÄÉÍÏ ÐÒÅÄÓÔ×ÑÎÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ Ψ� Å × ÓÉÌÁ Ψ�

0 � 0 (ÔÏ×Á ÝÅ ÂßÄÅ

×ÑÒÎÏ É ×ß× ×ÓÑËÏ ÄÒÕÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ) .
ëÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏ-ÎÁÔÁÔßË ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ ÎÕÌÅ×É ÍÏÄÉ Å ÕÓÌÏ×ÉÅ

ÚÁ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔ × ÔÅÏÒÉÑÔÁ, ÚÁÝÏÔÏ ÓÅ ÏËÁÚ×Á, ÞÅ h0j0i= 0 É Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ×ÔÏÒÉ
×ÁËÕÕÍ j00i Ó ÆÅÒÍÉÏÎÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÔÁËÁ ÞÅ h0j00i 6= 0 (×ÉÖ § 6.5). úÁÔÏ×Á ÝÅ ÒÁÚÛÉÒÉÍ
ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÐÏÌÅÔÁÔÁΨ

�

(z), ËÁÔÏ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÅÄÉÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ξ0 ÔÁËß×,
ÞÅ

[ξ0;Ψ�

n ]+ = 0; n > 0; [ξ0;Ψ�

0 ]+ = 0; [ξ0;Ψ+

0 ]+ = 1: (6.3.5)
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6.3 æÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ Ä×ÏÊËÁ ÄÕÈÏ×Å ξ--η

ôÏÇÁ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ Ψ�

0 ÐÒÏÄßÌÖÁ×Á ÄÁ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ × ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÔÁ É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ Å 0. ïÐÅÒÁÔÏÒßÔ Ψ+

0 ÏÂÁÞÅ Å ×ÅÞÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ ÐÏÎÅÖÅ ÉÍÁ ÎÅÎÕÌÅ×
ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÔÏÒ Ó ξ0.
õÄÏÂÓÔ×ÏÔÏ ÏÔ ×ß×ÅÖÄÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÏ×ÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ξ0 ÝÅ ÐÒÏÌÉÞÉ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ; ÚÁÓÅÇÁ

Å ×ÁÖÎÏ ÄÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÅ ×ÉÎÁÇÉ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÓÅ ×ßÒÎÅÍ ËßÍ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ (ÔÁÚÉ, ËÏ-
ÑÔÏ ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁ ÏÔ Ψ

�

(z)) ËÁÔÏ ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÄÏ ÑÄÒÏÔÏ KerΨ+

0 ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ψ+

0 . ôÏ×Á
ÌÉÎÅÊÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Ô.Å. ×ÁËÕÕÍÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ) Å ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ
ÎÁ ÉÚÈÏÄÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÓßÇÌÁÓÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÅÔÁ É ÓßÓÔÏÑÎÉÑ × ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ
ÔÅÏÒÉÑ.
÷ ÔÁËÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ

ξ(z) = ξ0 + Ψ�

0
|{z}

0

lnz+ ∑
n6=0

Ψ�

n

z�n

�n

def

= ∑
n2Z

ξnz�n

η(z) def= Ψ+

(z) = ∑
n2Z

ηnz�n�1
; (6.3.6)

ÔÁËÁ, ÞÅ ∂ξ(z) = Ψ�

(z). ôÏÇÁ×Á

ξn =

�

�Ψ�

n =n n 6= 0

ξ0 n = 0
; ηn = Ψ+

n ; (6.3.7)

Á ÚÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ--η É ÔÅÈÎÉÔÅ ìÏÒÁÎÏ×É ÍÏÄÉ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉ
ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

[ξn;ηm]+ = δn+m;0 , [ξ(z);η(w)]
+

= δ(z�w): (6.3.8)

ä×ÏÊËÁÔÁ ÐÏÌÅÔÁ ξ(z) É η(z), ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁÔÏ Ä×ÏÊËÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ ÄÕÈÏ×É ÐÏÌÅÔÁ, ÓÅ ÐÏÑ-
×Ñ×Á ÚÁ ÐßÒ×É ÐßÔ × ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÎÁ ÓÕÐÅÒÓÔÒÕÎÎÉÔÅ ÔÅÏÒÉÉ [44, 45, 27].
óßÇÌÁÓÎÏ (6.3.7) É (6.3.3) ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ ξ--η ÄÅÊÓÔ×ÁÔ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ ×ßÒÈÕ ×ÁËÕÕÍÁ

ξnj0i= 0; n > 0; ηnj0i= 0; n� 0: (6.3.9)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ξ0j0i = j00i 6= 0 ÐÏÎÅÖÅ × ÐÒÏÔÉ×ÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÂÉÈÍÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó [ξ0;η0]+j0i= j0i.
åÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ(z) É η(z) ÏÂÉËÎÏ×ÅÎÏ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ

ÎÁÞÉÎ
(ξn)

�

= ξ
�n; (ηn)

�

= η
�n; (6.3.10)

ÎÏ ËÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏ-ÎÁÔÁÔßË ÔÏ×Á ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÁÔÁ ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔ.
ôÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ (6.2.8) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÒÁÚÅÎ ÞÒÅÚ ξ--η ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ

ÎÁÞÉÎ
T (z) = :∂ξ(z)η(z):; (6.3.11)

(:ξ(z)η(w): = ξ(z)η(w)� (z�w)�1
) ÔÁËÁ, ÞÅ ξ(z) Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÐÏÌÅ Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒ-

ÎÏÓÔ 0, Á η(z) Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÐÏÌÅ Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÍÅÒÎÏÓÔ 1. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ òïð
ÚÁ ξ-η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ

ξ(z)η(w)�
1

z�w
; η(z)ξ(w)�

1

z�w
(6.3.12)

108



6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ òïð

T (z)ξ(w)� :∂ξ(z)η(z)ξ(w):�
∂ξ(w)
z�w

T (z)η(w)� :∂ξ(z)η(z)η(w):��∂z
1

z�w
η(z)�

η(w)
(z�w)2

+

∂η(w)
z�w

; (6.3.13)

ËßÄÅÔÏ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔßÔ ÐÒÅÄ (z�w)�2 Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ, Ô.Å. ∆ξ =

0; ∆η = 1.

÷ß×ÅÖÄÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÉÑ ÍÏÄ ξ0 ÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ U(1)-ÔÏË ×
ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ:

J(z)
def

= :ξ(z)η(z): ) J(z)J(w)�
1

(z�w)2
: (6.3.14)

ïËÁÚ×Á ÓÅ ÏÂÁÞÅ, ÞÅ J(z) Å ÁÎÏÍÁÌÅÎ, Ô.Å.

T (z)J(w)�
�1

(z�w)3
+

J(w)

(z�w)2
+

∂J(w)

z�w
: (6.3.15)

îÁÉÓÔÉÎÁ,

T (z)J(w)� :∂ξ(z)η(z)ξ(w)η(w):+ :∂ξ(z)η(z)ξ(w)η(w):+ :∂ξ(z)η(z)ξ(w)η(w):=

�

�1

(z�w)3
+

:ξ(w)η(w):
(z�w)2

+

:∂ξ(w)η(w)+ξ(w)∂η(w):
z�w

:

(6.3.16)

îÕÌÅ×ÉÑÔ ÍÏÄ ÎÁ ÔÏÚÉ ÔÏË (U(1)-ÚÁÒÑÄÁ) ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1 ïÐÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁÔÁ ÞÅÔÎÏÓÔ γF ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÞÅÔÎÏÓÔÔÁ

ÎÁ U(1) ÚÁÒÑÄÁ

γF
def

= e

iπJ0 (6.3.17)

îÁËÒÁÑ ÎÅËÁ ÒÅÚÀÍÉÒÁÍÅ:
ïÐÅÒÁÔÏÒÎÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ξ-η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ:

ξ(z) = ∑
n2Z

ξnz�n
; η(z) = ∑

n2Z

ηnz�n�1
; ξnj0i= 0; n� 1; ηmj0i= 0; m� 0
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6.4 ðßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c =�2). SU(2)-ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉ

ξ(z)η(w)�
1

z�w
; η(z)ξ(w)�

1

z�w
; (6.3.19a)

J(z) = :ξ(z)η(z):; T (z) = :∂ξ(z)η(z): (6.3.19b)

J(z)J(w)�
1

(z�w)2
; T (z)J(w)�

�1

(z�w)3
+

J(w)

(z�w)2
+

∂J(w)

z�w
(6.3.19c)

J(z)ξ(w)�
ξ(w)
z�w

; T (z)ξ(w)�
∂ξ(w)
z�w

(6.3.19d)

J(z)η(w)�
�η(w)
z�w

; T (z)η(w)�
η(w)

(z�w)2
+

∂η(w)
z�w

(6.3.19e)

T (z)T (w)�
�1

(z�w)4
+

2T (w)

(z�w)2
+

∂T (w)

z�w
: (6.3.19f)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ Å ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÏÔ-
ÎÏ×ÏÐÏÒÁÄÉ ÎÁÒÕÛÅÎÁÔÁ ×ÒßÚËÁÍÅÖÄÕ ÓÐÉÎÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ -- ξ(z)Éη(z) ÓÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ
ÐÏÌÅÔÁ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ (ÒÅÓÐÅËÔÉ×ÎÏ -- Ó ÃÑÌ ÓÐÉÎ).

6.4 ðßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c =�2). SU(2)-ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉ

÷ ÔÏÚÉ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÝÅ ÎÁÍÅÒÉÍ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c = �2) ÐÏ-
ÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ (6.3.11) × ξ-η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ. úÁ ÔÁÚÉ ÃÅÌ ÄÁ
ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÐßÌÎÁÔÁ ×ÅÒÓÉÑ ÎÁ òïð (6.2.2) ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÐÁÒÁÔÁ ÎÁ ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÉ

ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔÅÎ × [C] (×ÉÖ ÐÏ-ÓÐÅÃÉÁÌÎÏ Theorem 1.1 ÔÁÍ)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.3 ÷ ÓÉÌÁ Å ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

Ψ+

(z)Ψ�

(w) =
1

(z�w)2
�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2

z
Z

w

(z�ζ)l
(ζ�w)l

(z�w)l+2
Vl+1(ζ)dζ; (6.4.1)

ËßÄÅÔÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Vn(z) ÓÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÉ, Ô.Å.

h0jVn(z)Vm(w)j0i=�

Cn

(z�w)2n
δnm (6.4.2)

É ÔÒÉÔÏÞËÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÅ ÚÁÄÁ×ÁÔ Ó

h0jΨ+

(z)Ψ�

(w)Vn(ζ)j0i= Dn
(z�w)n�2

(z�ζ)n
(w�ζ)n

: (6.4.3)

ôÏÇÁ×Á Dn �Cn, ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅCn ÓÅ ÉÚÞÉÓÌÑ×ÁÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ

Cn+1 =
n(n+1)
�

2n
n

�

; (6.4.4)
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

Á ÐÏÌÅÔÁÔÁ Vn(z) ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÚÒÁÚÅÎÉ ÏÂÒÁÔÎÏ ÞÒÅÚΨ�

Vn+1(z) =�

(n+1)!

(2n)!

n�1

∑
k=0

(�1)n�k�1

�

n

k

��

n

k+1

�

:∂kΨ+

(z)∂n�k�1Ψ�

(z):: (6.4.5)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
1. ïÐÒÅÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅDnäÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÓÒÅÄÎÏ ÎÁ (6.4.1) ÓVn(ζ0)

h0jΨ+

(z)Ψ�

(w)Vn(ζ0)j0i
(6:4:3)
= Dn

(z�w)n�2

(z�ζ0)n
(w�ζ0)n

(6:4:2)
=

=

1

(z�w)2
h0jVn(ζ0)j0i
| {z }

0

�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2

z
Z

w

(z�ζ)l
(ζ�w)l

(z�w)l+2
h0jVl+1(ζ)Vn(ζ0)j0i
| {z }

�Cn(ζ�ζ0)�2nδn;l+1

dζ =

=Cn
(2n�1)!

(n�1)!2
(z�w)2

z
Z

w

(z�ζ)n�1
(ζ�w)n�1

(z�w)n�1
(ζ�ζ0)2n

dζ =Cn
(z�w)n�2

(z�ζ0)n
(w�ζ0)n

; (6.4.6)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ B-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÎÁ ïÊÌÅÒ [67]
z1
Z

z2

(z1�ζ)l
(ζ� z2)

l

(z1� z2)
l
(ζ� z3)

2(l+1)
dζ =

� z12

z13z23

�l+1

B(l +1; l +1) =
l!2

(2l +1)!

� z12

z13z23

�l+1

: (6.4.7)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ Dn =Cn 8 n .
2. ïÐÒÅÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅCn.
äÁ ÐÒÉÌÏÖÉÍ òïð ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ Ä×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ψ� × 4-ÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ

h0jΨ+

(z1)Ψ�

(w1)Ψ+

(z2)Ψ�

(w2)j0i=
1

(z1�w1)
2
(z2�w2)

2
�

1

(z1�w2)
2
(z2�w1)

2
=

= h0jΨ+

(z1)Ψ�

(w1)j0i
1

(z�w)2
�

�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2

z2
Z

w2

(z2�ζ)l
(ζ�w2)

l

(z2�w2)
l+2

h0jΨ+

(z1)Ψ�

(w1)Vl+1(ζ)j0idζ
(6:4:3)
=

=

1

(z1�w1)
2
(z2�w2)

2
�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2
Cl+1

z2
Z

w2

(z2�ζ)l
(ζ�w2)

l

(z2�w2)
l+2

(z1�w1)
l�1

(z1�ζ)l+1
(w1�ζ)l+1

dζ:

ëÁÔÏ ÉÚ×ÁÄÉÍ (z1�w1)
�2

(z2�w2)
�2 ÏÔ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

1

(z1�w2)
2
(z2�w1)

2
=

∞

∑
l=0

Cl+1
(2l +1)!

l!2

(z1�w1)
l�1

(z2�w2)
l+2

z2
Z

w2

(z2�ζ)l
(ζ�w2)

l

(z1�ζ)l+1
(w1�ζ)l+1

dζ: (6.4.8)

ôÕË ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ÉÚÒÏÄÅÎÁÔÁ ÈÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÁ ÆÕÎË-
ÃÉÑ (×Ö. ÓÔÒ. 1053 × [67])

z3
Z

z4

(z3�ζ)l
(ζ� z4)

l

(z1�ζ)l+1
(z2�ζ)l+1

dζ =

l!2

(2l +1)!

z2l+1
34

(z13z24)
l+1

F(l +1; l +1;2(l +1);η); (6.4.9)
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ËßÄÅÔÏ η =

z12z34

z13z24
. ëÁÔÏ ÐÒÅÏÚÎÁÞÉÍ z1 = z1, w1 = z2, z2 = z3, w2 = z4 ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

(6.4.8) × ÓÌÅÄÎÉÑ ×ÉÄ

1

z2
14z2

23

=

∞

∑
l=0

Cl+1
1

z2
13z2

24

ηl�1F(l +1; l +1;2(l +1);η): (6.4.10)

íÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÒÁÂÏÔÉÍ ÌÑ×ÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ

1�η =

z14z23

z13z24
)

1

z14z23
=

1

(1�η)z13z24

É ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÄÁ ÕÍÎÏÖÉÍ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÎÁ (z13z24)
2 ÐÏÌÕÞÁ×ÁÊËÉ

1

(1�η)2
=

∞

∑
l=0

Cl+1ηl�1F(l +1; l +1;2(l +1);η): (6.4.11)

ëÏÎÓÔÁÎÔÉÔÅ Cl+1 ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ËÁÔÏ ÒÁÚ×ÉÅÍ Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
(6.4.11) × ÒÅÄ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ η É ÓÒÁ×ÎÉÍ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅ. úÁ ÃÅÌÔÁ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÈÉÐÅÒÇÅÏÍÅÔÒÉÞÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ [67]

F(l +1; l +1;2(l +1);η) =
∞

∑
n=0

�

l+n
l

�2

�

2l+1+n
2l+1

�

ηn (6.4.12)

É ÔÏ×Á ÎÁ ÌÑ×ÁÔÁ ÓÔÒÁÎÁ

1

(1�η)2
=

d

dη
1

1�η
=

d

dη

∞

∑
k=0

ηk
=

∞

∑
l=0

(l +1)ηl
: (6.4.13)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

∞

∑
l=0

(l +1)ηl
=

∞

∑
l=0

∞

∑
n=0

Cl+1

�

l+n
l

�2

�

2l+1+n
2l+1

�

ηn+l�1
=

0

@

ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

l =: fixed

n+ l�1 =: m

1

A

=

∞

∑
l=0

∞

∑
m=l�1

Cl+1

�

m+1
l

�2

�

m+l+2
2l+1

�

ηm
=

∞

∑
l=0

∞

∑
m=0

Cl+1

�

m+1
l

�2

�

m+l+2
2l+1

�

ηm
; (6.4.14)

ËßÄÅÔÏ ÚÁ ÐÒÏÄßÌÖÁ×ÁÎÅ ÎÁ ×ÔÏÒÁÔÁ ÓÕÍÁ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ, ÞÅ

�

m+1
l

�2

�

m+l+2
2l+1

�

= 0 çà m < l�1: (6.4.15)

óÒÁ×ÎÑ×ÁÊËÉ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅ ÐÒÅÄ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ η × Ä×ÅÔÅ ÓÔÒÁÎÉ (É ÐÒÉÌÁÇÁÊËÉ ÏÔÎÏ×Ï
(6.4.15)) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÌÉÎÅÊÎÁ ÔÒÉßÇÁÌÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁCl+1

m+1

∑
l=0

Cl+1

�

m+1
l

�2

�

m+l+2
2l+1

�

= m+1: (6.4.16)
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òÅÛÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ (6.4.16) ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÍÅÒÅÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÑ ×ß× ×ÉÄÁ

Cl+1 = l(l +1)
l!2

(2l)!
: (6.4.17)

3. éÚÒÁÚÑ×ÁÎÅ ÎÁ Vn(z) ÞÒÅÚ Ψ�

íÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ Ψ+ É Ψ� ËÁÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ×
ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (6.4.1), Ô.Å.

:Ψ+

(z)Ψ�

(w):= Ψ+

(z)Ψ�

(w)�
1

(z�w)2
=�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2

z
Z

w

(z�ζ)l
(ζ�w)l

(z�w)l+2
Vl+1(ζ)dζ:

(6.4.18)
äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÉÚÒÁÚÁ

Àn = lim
z1;z2!z

∂n
1(�∂2)

n
�

zn+1
12 :Ψ+

(z)Ψ�

(w):
�

(6.4.19)

É ÄÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÁÍÅ ÐÏ ÏÔÓÅÞËÁÔÁ (z = z1;w = z2)

ζ = z1t +(1� t)z2 (= z2 + z12t); t 2 [0;1];) dζ = z12dt (6.4.20)

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÊËÉ

An =� lim
z1;z2!z

∂n
1(�∂2)

n
∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2
zn+l

12

1
Z

0

t l
(1� t)lVl+1(z1t + z2(1� t))dt: (6.4.21)

ëÁÔÏ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ ìÁÊÂÎÉÃ ÚÁ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÎÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

Àn = � lim
z1;z2!z

∂n
1(�∂2)

n
∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2

n

∑
i=0

n

∑
j=0

�

n

i

��

n

j

�

∂n�i
1 (�∂2)

n� j
�

zn+l
12

�

�

�

1
Z

0

t l
(1� t)l∂i

1(�∂2)
jVl+1(z1t + z2(1� t))dt: (6.4.22)

ôÕË ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÉ

lim
z1;z2!z

∂n�i
1 (�∂2)

n� j
�

zn+l
12

�

= (n+ l)!δi+ j+l;n (6.4.23a)

lim
z1;z2!z

∂i
1(�∂2)

jVl+1(z1t + z2(1� t)) = (�1) jt i
(1� t) j∂i+ jVl+1(z) (6.4.23b)

ËÁËÔÏ É ÉÎÔÅÇÒÁÌÎÏÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ B-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ; ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

An =�

∞

∑
l=0

(2l +1)!

l!2
(n+ l)!∂n�lVl+1(z)An;l =�(2n)!Vn+1(z)

An;l =

n

∑
i=0

n

∑
j=0

�

n

i

��

n

j

�

δi+ j+l;n(�1) jB(l + i+1; l + j+1) =
n!2

(2n+1)!
δn;l; (6.4.24)
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ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

Vn+1(z) =�

1

(2n)!
lim

z1;z2!z
∂n

1(�∂2)
n
�

zn+1
12 :Ψ+

(z1)Ψ�

(z2):
�

: (6.4.25)

ðÒÉÌÁÇÁÊËÉ ÏÔÎÏ×Ï ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ ìÁÊÂÎÉÃ É (6.4.23a) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ (6.4.5) Ó ËÏÅÔÏ Ô×ßÒ-
ÄÅÎÉÅÔÏ Å ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.2 õÓÌÏ×ÉÑÔÁ ÎÁ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ (6.3) ÎÅ ÉÚÉÓË×ÁÔ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Vl+1(ζ) ÂßÄÁÔ Ðß-
Ò×ÉÞÎÉ ÉÌÉ Ë×ÁÚÉ-ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ Vir(c = �2). äÏÓÔÁÔßÞÎÏ Å ÔÅÈÎÉÔÅ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ
ÆÕÎËÃÉÉ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÚÁÄÁÄÅÎÉ Ó (6.4.2,6.4.3). ëÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏÌÅÔÁÔÁVl+1(ζ) ÎÑÍÁ ÄÁ Âß-
ÄÁÔ ÄÏÒÉ Ë×ÁÚÉ-ÏÓÎÏ×ÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÅÄÎÁ ÄÒÕÇÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ, ÎÏ ÔÅÈÎÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á

(6.4.2,6.4.3) ÓÅ ÚÁÐÁÚ×ÁÔ.

ðÒÉÍÅÒÉ:

V1(z) = 0; C1 = 0 (6.4.26)

V2(z) = :Ψ�

(z)Ψ+

(z):; C2 = 1 (6.4.27)

V3(z) =
1

2

�

:Ψ+

(z)∂Ψ�

(z):� :∂Ψ+

(z)Ψ�

(z):
�

; C3 = 1: (6.4.28)

áÓÉÍÐÔÏÔÉÞÎÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÌËÉ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÑ:
ëÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÏÔÓÅÞËÁÔÁ (6.4.21) ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ôÅÊÌßÒÏ×ÏÔÏ
ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÐÏ z1 ÏËÏÌÏ ÔÏÞËÁÔÁ z2, Ô.Å.

1
Z

0

t l
(1� t)lVl+1(z1t + z2(1� t))dt =

∞

∑
n=0

zn
12

n!

(l +n)!l!

(2l +n+1)!
∂nVl+1(z2)

'

l!2

(2l +1)!
(Vl+1(z2)+

1

2
z12∂Vl+1(z2)+ � � �) (6.4.29)

ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÎÁÔÁ ÆÏÒÍÁ ÎÁ (6.4.1) ×ß× ×ÉÄÁ

Ψ+

(z)Ψ�

(w) =
1

(z�w)2
�V2(w)+O(z�w); (6.4.30)

Ô.Å. ÔÏ×Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Óß×ÐÁÄÁ Ó (6.2.2), ËßÄÅÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ T (z)�V2(z).

úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.3 õÅÎ É ÓßÁ×ÔÏÒÉ [39, 40] ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔ, ÞÅ × ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÎÏÔÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁ
ÍÁÌËÉ ÒÁÚÓÔÏÑÎÉÑ (6.4.30) ÏÔÓßÓÔ×Á ÞÌÅÎ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌÅÎ ÎÁ (z�w)�1. îÉÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

ÔÏ×Á ËÁÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÉÚÒÁÚÅÎÏ ×ß× V1(z)� 0) ÏÔ ÆÁËÔÁ, ÞÅ ÓÕÍÁÒÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÁ

Ψ� Å 2 É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÎÑÍÁ ËÁË ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÅ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1 ËÁÔÏ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÍÅ

ÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (6.4.18). ôÏ×Á, ÏÂÁÞÅ, ×ÓÅ ÏÝÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ� ÓÁ

ÎÅÕÔÒÁÌÎÉ.
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6.4.1 ðßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ

ôÏ×Á, ÞÅ ÐÏÚÎÁ×ÁÍÅ 2N-ÔÏÞËÏ×ÉÔÅ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ (6.2.1) ÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÉÍÎÁÐßÌÎÏÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅÏÔÎÏÓÎÏVir(c =�2) ÐÏÌÅÔÁ ËÏÉÔÏ ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁÔÏÔÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ
Ψ�. äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÎÏÔÏ òïð

Ψ+

(z1)Ψ+

(z2)' z
α1=2

12 V 1
1 (z2)+ � � � ; α1=2 = ∆1�∆1=2�∆1=2; ∆1=2 = 1: (6.4.31)

íÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ α1=2 , ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÔÏ "ÓÌÅÅÍ" ÐßÒ×ÁÔÁ Ä×ÏÊËÁ ÐÏÌÅÔÁ
× 4-ÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ z1 ! z2, Ô.Å.

ΨHR(z1;z2;w1;w2) = det

�

1
(z1�w1)

2
1

(z1�w2)
2

1
(z2�w1)

2
1

(z2�w2)
2

�

= h0jΨ+

(z1)Ψ+

(z2)Ψ�

(w1)Ψ�

(w2)j0i
z1!z2
'

z1!z2
' z

α1=2

12 h0jV 1
1 (z2)Ψ�

(w1)Ψ�

(w2)j0i; (6.4.32)

ËßÄÅÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÏÓÔÁ×ÁÝÁÔÁ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ Å ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÐÒÉ z1 ! z2. óÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌÎÏ α1=2 Å ÓÔÅÐÅÎÔÁ, Ó ËÏÑÔÏ 4-ÔÏÞËÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÏÎÉ ËßÍ 0, ËÏÇÁÔÏ z1 ! z2.
÷ÅÄÎÁÇÁ ÓÅ ×ÉÖÄÁ, ÞÅ

ΨHR(z1;z2;w1;w2)
z1!z2
' z12 ) α1=2 = 1 ) ∆1 = 3: (6.4.33)

ðÏÌÅÔÏ V 1
1 (z), Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ∆1 = 3 ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÉÒÅËÔÎÏ ÏÔ

òïð (6.4.31)

lim
z1!z2

∂z1

�

Ψ+

(z1)Ψ+

(z2)

�

= ∂Ψ+

(z2)Ψ+

(z2) =V 1
1 (z2); (6.4.34)

ËßÄÅÔÏÏÂÉËÎÏ×ÅÎÏÔÏÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Óß×ÐÁÄÁ ÓÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ, ÐÏÎÅÖÅ h0jΨ+

(z1)Ψ+

(z2)j0i=

0.
çÏÒÅÏÐÉÓÁÎÁÔÁ ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÂÏÂÝÅÎÁ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ [B]. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ÒÁÚÇ-

ÌÅÄÁÍÅ ÓÌÅÄÎÏÔÏ òïð

Ψ+

(z1)V
j
j (z2)' z

α j

12V
j+ 1

2

j+ 1
2

(z2)+ � � � ; α j = ∆ j+ 1
2
�∆ j�∆1=2: (6.4.35)

ôÏÇÁ×Á, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÄÁ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÇÒÁÎÉÞÎÉ ÐÒÅÈÏÄÉ × ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ
ÆÕÎËÃÉÑ (6.2.1)

z2 j ! z2 j+1; z2 j�1 ! z2 j+1; z2 j�2 ! z2 j+1; : : : ;z2 ! z2 j+1; z1 ! z2 j+1: (6.4.36)

ðÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

h0jΨ+

(z1)Ψ+

(z2)Ψ+

(z3) � � �Ψ+

(z2 j)Ψ+

(z2 j+1)Ψ�

(w1) � � � j0i
z2 j!z2 j+1

'

z2 j!z2 j+1

' z
α1=2

2 j;2 j+1h0jΨ
+

(z1)Ψ+

(z2)Ψ+

(z3) � � �V
1
1 (z2 j+1)Ψ�

(w1) � � � j0i
z2 j!z2 j+1

'

z2 j�1!z2 j+1

' z
α1=2

2 j;2 j+1z
α1

2 j�1;2 j+1h0jΨ
+

(z1) � � �Ψ+

(z2 j�2) � � �V
3=2

3=2
(z2 j+1)Ψ�

(w1) � � � j0i

...
z1!z2 j+1

'

2 j

∏
k=1

(zk� z2 j+1)
α

j+ 1�k
2
h0jV

j+ 1
2

j+ 1
2

(z2 j+1)Ψ�

(w1) � � � j0i: (6.4.37)
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óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÚÁ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ α j ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁÔÁ ÎÁ (6.2.1) ÐÒÉ
ÇÒÁÎÉÃÁÔÁ (6.4.36). úÁ ÃÅÌÔÁ ÝÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ, ÞÅ

det

� 1

(zi�w j)
2

�

= perm

� 1

zi�w j

�

det

� 1

zi�w j

�

(6.4.38)

É ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ ëÏÛÉ (3.1.2)

det

� 1

zi�w j

�

= (�1)N(N�1)=2

∏
1�i< j�N

(zi� z j)(wi�w j)

N

∏
i; j=1

(zi�w j)

: (6.4.39)

ðÅÒÍÁÎÅÎÔÁÔÁ, ËÏÑÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Å ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ, ÉÍÁ
ËÒÁÊÎÁ (ÎÅÎÕÌÅ×Á) ÇÒÁÎÉÃÁ, ËÏÇÁÔÏ zi ! z j

perm

� 1

zi�w j

�

= ∑
σ2SN

N

∏
k=1

1

(zk�wσ(k))
!

N!

(z�w)N

zi ! z; wi ! w (6.4.40)

ÔÁËÁ, ÞÅ ÎÅ ÄÏÐÒÉÎÁÓÑ ËßÍ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁÔÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÔÅÐÅÎÔÁ
α j ÎÁ ÒÁÚÌÉËÁÔÁ z1� z2 j+1 × ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁÔÁ ÎÁ (6.2.1)

ΨHR(zi;w j) ' ∏
1�i< j�N

(zi� z j) =

N

∏
l=2

(z1� zl) ∏
2�i< j�N

(zi� z j)'

N

∏
l=2

(z1� zl)'

'

2 j+1

∏
l=2

(z1� zl)! (z1� z2 j+1)
2 j

z2 ! z3 ! ���z2 j�1 ! z2 j ! z2 j+1: (6.4.41)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ,
α j = ∆ j+ 1

2
�∆ j�∆1=2 = 2 j: (6.4.42)

ôÏÇÁ×Á, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÅ

∆ j = j(2 j+1) ; j 2
1

2
Z

+

: (6.4.43)

ïÔÎÏ×Ï ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÌÅÔÁÔÁ V
j
j (z) ÄÉÒÅËÔÎÏ ÏÔ òïð (6.4.35).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.4 ðÏÌÅÔÁÔÁ V
j
j (z) ÕÞÁÓÔ×ÁÝÉ × (6.4.35) ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÚÒÁÚÅÎÉ ÞÒÅÚ Ψ+

ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

V
j
j (z) =

2 j

∏
k=1

∂2 j�kΨ+

(z)

(2 j� k)!
: (6.4.44)
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äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁ ÉÎÄÕËÃÉÑ Ó ÂÁÚÁ j = 1
2
. éÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ

ÓÅ ÚÁÄÁ×Á Ó ÆÏÒÍÕÌÁ (6.4.44). ôÏÇÁ×Á ÄÁ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÍÅ (6.4.35) 2 j-ÐßÔÉ ÐÏ z1

lim
z1!z2

∂2 j
1

�

Ψ+

(z1)V
j
j (z2)

�

= lim
z1!z2

∂2 j
1

�

(z1� z2)
2 jV

j+ 1
2

j+ 1
2

(z2)

�

= (2 j)!V
j+ 1

2

j+ 1
2

(z2) )

V
j+ 1

2

j+ 1
2

(z2) =
1

(2 j)!
∂2 jΨ+

(z2)V
j
j (z2) =

2 j+1

∏
k=1

∂2 j+1�kΨ+

(z)

(2 j+1� k)!
(6.4.45)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÎÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ É ÚÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ Ψ�

(z). ä×ÅÔÅ
ÚÁÅÄÎÏ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ËÁÔÏ

V
j
� j(z) =

2 j

∏
k=1

∂2 j�kΨ�

(z)

(2 j� k)!
; ∆ j

� j = j(2 j+1); j 2
1

2
Z

+

: (6.4.46)

äÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ (6.4.46) ÓÁ ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ T (z).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.5 ðÏÌÅÔÁÔÁ (6.4.46) ÓÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ, ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c =�2) ÐÏÒÏÄÅÎÁ
ÏÔ T (z), Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ∆ j

� j = j(2 j+1), Ô.Å.

[T (z);V
j
� j(w)] =� j(2 j+1)δ0(z�w)V

j
� j(w)+δ(z�w)∂V

j
� j(w): (6.4.47)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
ýÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ� ÓÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ T (z) Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1, Ô.Å.

[T (z);Ψ�

(w)] =�δ0(z�w)Ψ�

(w)+δ(z�w)∂Ψ�

(w); (6.4.48)

ËÁËÔÏ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÔÏ (ËÏÅÔÏ ÌÅÓÎÏ ÓÅ ÄÏËÁÚ×Á ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÑ)

[A;
N

∏
k=1

Bk] =

N

∑
k=1

�k�1

∏
l=1

Bl

�

[A;Bk]

� N

∏
l=k+1

Bl

�

: (6.4.49)

ôÏÇÁ×Á, ËÁÔÏ ÉÚÐÕÓÎÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÉÔÅ É ÐÒÅÎÁÒÅÄÉÍ ÚÁ ÕÄÏÂÓÔ×Ï ÐÏÌÅÔÁÔÁ

∏2 j
k=1 ∂2 j�kΨ�

(w) = (�1) j(2 j�1)∏2 j�1
k=0 ∂kΨ�

(w), ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

[T (z);

2 j�1

∏
k=0

∂kΨ�

(w)] =

2 j�1

∑
k=0

�k�1

∏
l=0

∂lΨ�

(w)
�

[T (z);∂kΨ�

(w)]

2 j�1

∏
l=k+1

∂lΨ�

(w) =

=

2 j�1

∑
k=0

�k�1

∏
l=0

∂lΨ�

(w)
�

∂k
n

�Ψ�

(w)δ0(z�w)+∂Ψ�

(w)δ(z�w)
o

2 j�1

∏
l=k+1

∂lΨ�

(w) =

=

2 j�1

∑
k=0

�k�1

∏
l=0

∂lΨ�

(w)
�n

�

k

∑
i=0

�

k

i

�

∂i
wΨ�

(w)∂k�i
w δ0(z�w)+

+

k

∑
i=0

�

k

i

�

∂i+1
w Ψ�

(w)∂k�i
w δ(z�w)

o

2 j�1

∏
l=k+1

∂lΨ�

(w); (6.4.50)
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ËßÄÅÔÏÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (6.4.48) ËÁËÔÏÉÆÏÒÍÕÌÁÔÁÎÁìÁÊÂ-
ÎÉÃ ÚÁ ÄÉÆÅÒÅÎÃÉÒÁÎÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ
ÎÏÒÍÁÌÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ËÏÅÔÏ × ÓÌÕÞÁÑ Óß×ÐÁÄÁ Ó ÏÂÉËÎÏ×ÅÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ), ×
ÞÁÓÔÎÏÓÔ, :∂lΨ�

(w)∂lΨ�

(w): = 0. ÷ ÐßÒ×ÁÔÁ ÓÕÍÁ ÐÏ i, × Õ-ÎÉÅ (6.4.50), ÎÅÎÕÌÅ× ÐÒÉÎÏÓ
ÝÅ ÄÁÄÅ ÓÁÍÏ ÞÌÅÎßÔ Ó i = k, ÐÏÎÅÖÅ × ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÓÌÕÞÁÉ i(< k) ÝÅ Óß×ÐÁÄÁ Ó ÎÑËÏÅ
l × ÐßÒ×ÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ∏k�1

l=0 ∂lΨ�

(w). ÷ß× ×ÔÏÒÁÔÁ ÓÕÍÁ Å ÐÏ-ÓÌÏÖÎÏ: i = k� 1 ÓÅ
ÐÏÌÕÞÁ×Á ÐÏ ÓßÝÉÑ ÎÁÞÉÎ ËÁËÔÏ × ÐßÒ×ÁÔÁ ÓÕÍÁ. ôÕË, ÏÂÁÞÅ ÉÍÁ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅ×
ÞÌÅÎ i = k. îÁÉÓÔÉÎÁ, × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ, ∂i+1Ψ� Óß×ÐÁÄÁ Ó ÎÑËÏÅ ∂lΨ� (É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÄÁ×Á

ÎÕÌÁ) ×∏2 j�1
l=k+1 ∂lΨ�

(w) ÏÓ×ÅÎ ÚÁ k = 2 j�1. ïÓÔÁ×ÁÝÉÑÔ ÞÌÅÎ,
�

∏2 j�2
l=1 ∂lΨ�

(w)
�

∂2 jΨ�

(w),

Óß×ÐÁÄÁ Ó ∂∏2 j�1
l=0 ∂lΨ�

(w) ÏÔÎÏ×Ï ÐÏÒÁÄÉ ÁÎÕÌÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÔÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ. óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

[T (z);

2 j�1

∏
i=0

∂iΨ�

(w)] = �δ0(z�w)
�

2 j�1

∑
k=0

(1+ k)
�

2 j�1

∏
l=0

∂lΨ�

(w)+

+ δ(z�w)

2 j�1

∑
k=0

�k�1

∏
l=0

∂lΨ�

(w)
�

∂(∂kΨ�

(w))

2 j�1

∏
l=k+1

∂lΨ�

(w) =

=

�

� j(2 j+1)δ0(z�w)+δ(z�w)∂w

�

2 j�1

∏
i=0

∂iΨ�

(w); (6.4.51)

Ó ËÏÅÔÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅÔÏ Å ÄÏËÁÚÁÎÏ.

6.4.2 SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑ

ðÏÌÅÔÁÔÁ Ψ�

� V
1=2

�1=2
ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎÉ ËÁÔÏ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ SU(2)-ÄÕÂÌÅÔ,

ËÏÅÔÏ ÝÅ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÏ ÓÌÅÄÎÉÑ ÎÁÞÉÎ

Ψ�

(z)
def

= V 1=2
(z)
ζ

�

; (6.4.52)

ËßÄÅÔÏ ÓÐÉÎÏÒÉÔÅ ζ
�

ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÓÔÁÒÛÉÑÔ É ÍÌÁÄÛÉÑÔ ×ÅËÔÏÒÉ ÎÁ SU(2)-ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ-
ÎÅÔÏ Ó j = 1

2
, Á ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÉ ÓÅ ÚÁÄÁ×Á Ó

S
+

def

= (ζ
+

;ζ
�

)

�

0 1

0 0

��

∂
+

∂
�

�

= ζ
+

∂
∂ζ

�

S
�

def

= (ζ
+

;ζ
�

)

�

0 0

1 0

��

∂
+

∂
�

�

= ζ
�

∂
∂ζ

+

S3
def

= (ζ
+

;ζ
�

)

1

2

�

1 0

0 �1

��

∂
+

∂
�

�

=

1

2

�

ζ
+

∂
∂ζ

+

�ζ
�

∂
∂ζ

�

�

: (6.4.53)

ôÏ×Á ÐÏÒÁÖÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÁ SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÚÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔΨ�, Ô.Å. ÐÏÌÅÔÁÔÁ
ÐÏÌÕÞÅÎÉ × ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ (6.4.52) ÝÅ ÂßÄÁÔ ÔÅÎÚÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
ÐÏ ÓÐÉÎÏÒÉÔÅ

V
j
� j(z) =V j

(z)

�

ζ
�


ζ
�


�� �ζ
�

| {z }

2 j�ïúòè

�

: (6.4.54)
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÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ T (z) Å ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔ. îÁÉÓÔÉÎÁ,

S
+

T (z) = :Ψ+

(z)Ψ+

(z):= 0

S
�

T (z) = :Ψ�

(z)Ψ�

(z):= 0

S3T (z) =
1

2
(�1+1):Ψ�

(z)Ψ+

(z):= 0: (6.4.55)

ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ "ËÏÍÕÔÉÒÁ" Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ, Ô.Å.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.6 áËÏ ÐÏÌÅÔÏ V j
(z) ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z) ÔÏ É

ÐÏÌÅÔÁÔÁ S
�

V j
(z) ÝÅ ÂßÄÁÔ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÓßÓ ÓßÝÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
äÁ ÐÏÄÅÊÓÔ×ÁÍÅ Ó ÐÏ×ÉÛÁ×ÁÝÉÑ É ÐÏÎÉÖÁ×ÁÝÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ×ßÒÈÕ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÁ ÎÁ T (z)

É V j
(w)

S
�

[T (z);V j
(w)] = S

�

�

T (z)V j
(w)�V j

(w)T (z)
�

=

= S
�

T (z)
| {z }

0

V j
(w)+T (z)S

�

V j
(w)�S

�

V j
(w)T (z)�V j

(w)S
�

T (z)
| {z }

0

=

= [T (z);S
�

(V j
(w))]

(îò äð: ñòð:)

=

=� j(2 j+1)δ0(z�w)S
�

(V j
(w))+δ(z�w)∂wS

�

(V j
(w)): (6.4.56)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ S
�

V j
(z) ÓÁ ÓßÝÏ Vir(c =�2) - ÐßÒ×ÉÞÎÉ (ËÏÇÁÔÏ ÓÁ ÎÅÎÕÌÅ×É) É

ÔÏ ÓßÓ ÓßÝÁÔÁ ÒÁÍÅÒÎÏÓÔ.
óßÇÌÁÓÎÏ ÔÁÚÉ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÅÊÓÔ×ÁÊËÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ Ó ÐÏÎÉÖÁ×ÁÝÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S

�

×ßÒ-
ÈÕ ÓÔÁÒÛÉÑ ×ÅËÔÏÒ V

j
j (z) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÐßÌÅÎ SU(2) j - ÍÕÌÔÉÐÌÅÔ ÏÔ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ Ó

ÅÄÎÁË×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ

V j
m(z)

def

= (S
�

)

j�mV
j
j (z); ∆ j

m = j(2 j+1); m =� j; : : : ; j

[T (z);V j
m(z)] =� j(2 j+1)δ0(z�w)V j

m(w)+δ(z�w)∂wV j
m(w): (6.4.57)

ðÏÓÔÒÏÑ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ × ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉÔÅ
äÁ ×ÉÄÉÍ ËÁË ÄÅÊÓÔ×Á ÐÏÎÉÖÁ×ÁÝÉÑÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ S

�

×ßÒÈÕ ÐÏÌÅÔÏ V
j
j (z)

S
�

V
j
j (z) = S

�

�

2 j�1

∏
k=0

∂kV
1
2
(z)

k!
ζ
+


�� �
ζ
+

| {z }

2 j�ïúòè

�

=

2 j�1

∏
k=0

∂kV
1
2
(z)

k!
�

�

�

S
�

ζ
+

| {z }

ζ
�


ζ
+


�� �
ζ
+

+ζ
+


S
�

ζ
+

| {z }

ζ
�


�� �
ζ
+

+ � � �+ζ
+


�� �
S
�

ζ
+

| {z }

ζ
�

�

=

def

= V
j
j�1 =

2 j�1

∑
k=0

:
�k�1

∏
l=0

∂lΨ+

(z)

l!

� ∂kΨ�

(z)

k!

�

2 j�1

∏
l=k+1

∂lΨ+

(z)

l!

�

:: (6.4.58)
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ó ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅ ÎÁ ÐÏÎÉÖÁ×ÁÝÉÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÏÂÝÉÑ ×ÉÄ ÎÁ
ÐÏÌÅÔÁÔÁ V

j
m(z)

V j
m(z) = :

Ψ(�

(z)

0!

∂Ψ�

(z)

1!
� � �

∂ j�m�1Ψ�

(z)

( j�m�1)!

∂ j�mΨ+

(z)

( j�m)!
� � �

∂2 j�1Ψ+)

(z)

(2 j�1)!
:; (6.4.59)

ËßÄÅÔÏ ÓËÏÂËÉÔÅ ÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÑ ÍÉÎÕÓ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÑ ÐÌÀÓ ÏÚÎÁÞÁ×Á ÐßÌÎÁ ÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ
ÐÏ ÚÎÁÃÉÔÅ. ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ×ß× j - ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÁ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ÏÔ ÐÏÌÅÔÏ V

j
j (z)

ËÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ j�m ÎÁ ÂÒÏÊ Ψ+ Ó Ψ� É ÓÉÍÅÔÒÉÚÉÒÁÍÅ ÐÏ ÚÎÁÃÉÔÅ.
ðÒÉÍÅÒ: SU(2) - ÔÒÉÐÌÅÔ ( j = 1, ∆ j

= 3)

V 1
1 (z) = ∂Ψ+

(z)Ψ+

(z)

V 1
0 (z) =

1

2

�

:∂Ψ�

(z)Ψ+

(z):+ :∂Ψ+

(z)Ψ�

(z):
�

V 1
�1(z) = ∂Ψ�

(z)Ψ�

(z)

(6.4.60)

úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.4 ðÏÌÅÔÏ V 1
0 (z) ÚÁÅÄÎÏ Ó T (z) ÐÏÒÁÖÄÁÔ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁW3 Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ

c =�2 [76].

6.4.3 ðßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ξ(z)

ïÓ×ÅÎ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ Ψ+

(z) = η(z) É Ψ�

(z) = ∂ξ(z) ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÏÝÅ ÅÄÎÁ ÂÅÚË-
ÒÁÊÎÁ ÓÅÒÉÑ ÏÔ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ, ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ÐÏÌÅÔÏ ξ(z) (ÏÓÔÁ×ÁÝÉ ÉÚ×ßÎ SU(2)-ÍÕ-
ÌÔÉÐÌÅÔÉÔÅ) ËÏÉÔÏ ÚÁÄßÌÖÉÔÅÌÎÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÔ × ÔÅÏÒÉÑÔÁ

2 j�1

∏
i=0

∂iξ(z)
i!

; ∆0j = j(2 j�1); j 2
1

2
Z

+

: (6.4.61)

ðßÒ×ÉÞÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ (6.4.61) ÏÔÎÏÓÎÏ Vir(c = �2) ÓÅ ÄÏËÁÚ×Á ÐÏ ÓßÝÉÑ ÎÁÞÉÎ
ËÁËÔÏ ÔÏ×Á ÂÅÛÅ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÏ × ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.5 ÚÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ (6.4.46), ÒÁÚÌÉËÁÔÁ Å ÓÁÍÏ ×
ÔÏ×Á, ÞÅ ∆ξ = 0, ËÏÅÔÏ ×ÏÄÉ ÄÏ ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ∆0j × (6.4.61).
ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ∆0j ÐÏÐÁÄÁÔ × ÓßÝÏÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÁËÔÏ ∆ j

ÐÏÎÅÖÅ ∆0j = ∆ j�1=2. ôÏ×Á ÓÁÍÏ ÐÒÏÍÅÎÑ ÓÔÅÐÅÎÔÁ ÎÁ ÉÚÒÁÖÄÁÎÅ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ.

6.4.4 U(1)-ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å É ÓÎÅÍÁÎÅ ÎÁ ÉÚÒÁÖÄÁÎÅÔÏ

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÉÑÔ U(1) ÔÏË ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÝ × ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏ Ë×ÁÎÔÏ×Ï
ÞÉÓÌÏ, ËÏÅÔÏ ÓÎÅÍÁ ÉÚÒÁÖÄÁÎÅÔÏ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
J0 ÐÒÉÐÉÓ×Á ÚÁÒÑÄ �1 ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ψ� É ÚÁÒÑÄ 1 ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ξ. ôÏÇÁ×Á

[J0;V
j

m(z)] = f#(�)�#(+)gV j
m(z) = f j�m� ( j+m)gV j

m(z) =�2mV j
m(z)

[J0;

2 j�1

∏
k=0

∂kξ(z)] = 2 j

2 j�1

∏
k=0

∂kξ(z): (6.4.62)
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6 íïäåì îá èáìäåêî--òåúáê

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÓÔÏÊÎÏÓÔ ÎÁ J0 Å ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÏÔÏ ËÁ×ÁÎÔÏ×Ï ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÂÈÏ-
ÄÉÍÏ ÚÁ ÐßÌÎÏÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×Ï ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ (ÎÁÐÏÍÎÑÍÅ, ÞÅ [L0;J0] = 0). úÁ SU(2)
ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉÔÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ J0 Óß×ÐÁÄÁ Ó (ÍÉÎÕÓ Ä×Á ÐßÔÉ) ÔÒÅÔÁÔÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÎÁ ÓÐÉÎÁ

J0 ��2S3: (6.4.63)

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ J0 Å ÌÏËÁÌÎÁ ÓÁÍÏ × ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ É
ÎÅ Å ÔÁËÁ×Á × Ker η0 (ÐÏÒÁÄÉ ÏÔÓßÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ξ0).

6.5 ïÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉ ÎÏÒÍÉ

äÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ

h0jξ0Ψ+

0

N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)j0i: (6.5.1)

ïÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ ξ0Ψ+

0 = 1�Ψ+

0 ξ0 ÔÁËÁ, ÞÅ h0jξ0Ψ+

0 = h0j ÐÏÎÅÖÅ h0jΨ+

0 = 0. ôÏÇÁ×Á

h0jξ0Ψ+

0

N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)j0i= h0j
N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)j0i: (6.5.2)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÚËÏÍÕÔÉÒÁÍÅ Ψ+

0 ÎÁÄÑÓÎÏ ÔÁËÁ, ÞÅ

h0jξ0Ψ+

0

N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)j0i= (�1)2N
h0jξ0

N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)Ψ+

0 j0i
| {z }

0

= 0: (6.5.3)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

h0j
N

∏
i=1

Ψ+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ�

(w j)j0i � 0; (6.5.4)

Ô.Å. ×ÓÉÞËÉ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ÍÅÖÄÕ ÅÄÎÏÉÍÅÎÎÉ ×ÁËÕÕÍÎÉ ×ÅËÔÏÒÉ
(j0i ÉÌÉ j00i= ξ0j0i) ÓÁ 0. ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ j00i Å ÎÏ× ×ÁËÕÕÍÅÎ ×ÅËÔÏÒ, ÐÏÎÅÖÅ
L0j0

0

i= 0, ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁ ÐßÒ×ÉÑ j0i ÔßÊ ËÁÔÏ ÉÍÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ.
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÚÁ N = 0 ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

h0j0i= h00j00i= 0: (6.5.5)

ôÏ×Á ÎÅ ÎÁÌÁÇÁ, ÏÂÁÞÅ, ÎÉËÁË×É ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ßÒÈÕ ×ÁËÕÕÍÎÉÔÅ ÓÒÅÄÎÉ ÏÔ ÔÉÐÁ h0j00i =
h00j0i = 1. ðÏÓÌÅÄÎÏÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄ×Á (ÓÌÅÄ ÎÏÒÍÉÒÁÎÅ) ÏÔ ÎÅÉÚÒÏÄÅÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÍÅÔ-

ÒÉËÁÔÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÍÅÔÒÉÞÎÉÑÔ ÔÅÎÚÏÒ ×ß× ×ÁËÕÕÍÎÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

�

0 1

1 0

�

,

ÓÌÅÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁÎÅ ÐÒÉÄÏÂÉ×Á ×ÉÄÁ

jΩi def= j0i+j00i
p

2

jΩ0

i

def

=

j0i�j00i
p

2

)

�

hΩjΩi hΩjΩ0

i

hΩ0

jΩi hΩ0

jΩ0

i

�

=

�

1 0

0 �1

�

(6.5.6)
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6.6 âòó ÚÁÒÑÄ É ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

óßÝÉÑÔ ÅÆÅËÔ ÓÅ ÎÁÂÌÀÄÁ×Á É ×ßÒÈÕ ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ: ÎÁ ×ÓÑËÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ Ó ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÔÁ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×Á ÔÁËÏ×Á Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. îÁÐÒÉÍÅÒ

jjT (0)jΩijj2 =
c

2
; jjT (0)jΩ0

ijj

2
=�

c

2
(c =�2): (6.5.7)

óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÉÎÄÅÆÉÎÉÔÎÁ
ÍÅÔÒÉËÁ ÉÚÉÓË×Á ÏÔÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉ (ÉÌÉ ÎÕ-
ÌÅ×É) Ë×ÁÄÒÁÔÉ ÎÁ ÎÏÒÍÁÔÁ. ðÒÅÍÁÈ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÎÅÆÉÚÉÞÎÉÔÅ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÁÞÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ
ÂßÄÅ ÓßÇÌÁÓÕ×ÁÎÏ Ó ÄÉÎÁÍÉËÁÔÁ É ÓÉÍÅÔÒÉÉÔÅ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ. äÉÒÅËÔÎÏÔÏ ÉÚÈ×ßÒÌÑÎÅ ÎÁ
×ÓÉÞËÉ ÓßÓÔÏÑÎÉÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ ÉÍÁ ÓÍÉÓßÌ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÏÒ
ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ôåé, ËÏÅÔÏ ÎÅ Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÎÅÖÅ ÅÄÎÏÔÏ ÏÔ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ
(6.5.7) Å ×ÉÎÁÇÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÐÒÉÌÏÖÉ âòó-ÐÒÏ-
ÃÅÄÕÒÁÔÁ ÎÁ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ Ë×ÁÎÔÕ×ÁÎÅ ÚÁ ÏÔÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

6.6 âòó ÚÁÒÑÄ É ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ðÒÏÃÅÄÕÒÁÔÁ ÚÁ ÏÔÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉ ÉÚÉÓË×Á ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÔÏ ÎÁ âòó
ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ [77].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2 ïÐÅÒÁÔÏÒßÔ Q ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ âòó-ÚÁÒÑÄ ÁËÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á

(i) Q†
= Q, (ii) Q2

= 0. æÉÚÉÞÅÓËÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ËÁÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Ï

H
ôèç

def

= KerQ= ImQ; (6.6.1)

ËßÄÅÔÏ KerQ É ImQ ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÑÄÒÏÔÏ É ÏÂÒÁÚßÔ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Q.

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÎÉ ÂßÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÌÅÄÎÏÔÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ.

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.7 âòó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á × ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÁÎ ÂÁÚÉÓ
(heije ji=�h fij f ji= δi j, heij f ji= 0) ÞÒÅÚ

Q =

1

2
∑

i

(jeiiheij+ jeiih fij+ j fiiheij+ j fiih fij) : (6.6.2)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï: ôßÊ ËÁÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ Q Å ÎÉÌÐÏÔÅÎÔÅÎ ÎÅÇÏ×ÁÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ × ÐÒÏÉÚ×Ï-
ÌÅÎ ÂÁÚÉÓ ÝÅ ÂßÄÅ ÐÒÑËÁ ÓÕÍÁ ÏÔ öÏÒÄÁÎÏ×É ËÌÅÔËÉ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ÎÅ ÐÏ-ÇÏÌÑÍÁ ÏÔ 2.
îÁÉÓÔÉÎÁ, ÚÁ ×ÓÅËÉ ×ÅËÔÏÒ ÏÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÓßÝÅÓÔ×Õ×ÁÔ Ä×Å ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÉ:

Qjqi= qjqi ) q
(ii)
= 0 ) Qjqi= 0 (6.6.3a)

Qjui= jvi 6= jui ) Qjvi= Q2
jui

(ii)
= 0 ) Q

�

jui

jvi

�

=

�

0 1

0 0

��

jui

jvi

�

: (6.6.3b)

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÉÅÍÁÍÅ, ÞÅ jui É jvi ÓÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÉ, (× ÐÒÏÔÉ×ÅÎ ÓÌÕÞÁÊ Å ×

ÓÉÌÁ (6.6.3a) ) ìÅÓÎÏ ÓÅ ×ÉÖÄÁ, ÞÅ hvjvi = 0 É hujvi 6= 0 (ÐÏÓÌÅÄÎÏÔÏ ÓÌÅÄ×Á ÏÔ ÎÅÉÚÒÏ-
ÄÅÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÍÅÔÒÉËÁÔÁ). óÌÅÄ ÐÏÄÈÏÄÑÝÏ ÎÏÒÍÉÒÁÎÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÅÔÒÉËÁÔÁ
ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÁ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÁÔÁ öÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ ×ß× ×ÉÄÁ

�

hujui hujvi

hvjui hvjvi

�

=

�

0 1

1 0

�

) Q

�

�

�

�

C [jui;jvi]

= jvihvj: (6.6.4)
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ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÃÑÌÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×É

H =

M

i

[C juii+ C jvii]

M

a

C jqai; (6.6.5)

ËßÄÅÔÏ

Qjqai= 0; Q

�

juii

jvii

�

=

�

0 1

0 0

��

juii

jvii

�

; huijv ji= δi; j; huiju ji= hvijv ji= 0: (6.6.6)

ôÏÇÁ×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ ÎÁ âòó ÚÁÒÑÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×Ñ ×ß× ×ÉÄÁ

Q = ∑
i

jviihvij; (6.6.7)

Á ÓÌÅÄ ×ß×ÅÖÄÁÎÅÔÏ ÎÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÁÎ ÂÁÚÉÓ

jeii=
1
p

2
(juii+ jvii) ; j fii=

1
p

2
(�juii+ jvii)

heije ji=�h fij f ji= δi; j; hqajqbi= δa;b (6.6.8)

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ (6.6.2).

ðÒÉ ÔÏ×Á, ÚÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

KerQ =

M

i

C jvii

M

a

C jqai; ImQ =

M

i

C jvii ) H
ôèç

=

M

a

C jqai: (6.6.9)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÂÁÚÉÓßÔ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÅ ÓßÓÔÏÉ ÏÔ ×ÓÉÞËÉ ×ÅËÔÏ-
ÒÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉ ÎÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉÔÅ öÏÒÄÁÎÏ×É ËÌÅÔËÉ, Ô.Å. ×ÓÉÞËÉ Ä×ÕÍÅÒÎÉ ËÌÅÔËÉ
ÓÅ ÉÚÈ×ßÒÌÑÔ. éÎÁÞÅ ËÁÚÁÎÏ Ó ×ÓÅËÉ ÂÁÚÉÓÅÎ ×ÅËÔÏÒ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ ÏÔ ÐÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÓÅ ÉÚÈ×ßÒÌÑ É ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÑ ×ÅËÔÏÒ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝ ÎÁ
ÓßÝÁÔÁöÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ. ôÏÇÁ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÔÁ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÝÅ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á

dimH
ôèç

= dimH �2#(�); (6.6.10)

ËßÄÅÔÏ #(�) ÏÚÎÁÞÁ×Á ÂÒÏÑ ÎÁ ÍÉÎÕÓÉÔÅ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÁ ÎÁ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÁÎÁÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: âÒÏÑÔ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁ ÎÏÒÍÁÔÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ HR Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÂÒÏÑ ÎÁ ÔÅÚÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ôÏÇÁ×Á
#(�) = dimH =2 É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

dimH
ôèç

= 0: (6.6.11)

éÚ×ÏÄ: âòó ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÔÁ ÚÁ ÏÔÄÅÌÑÎÅ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ Å ÅÆÅË-
ÔÉ×ÎÁ ÚÁ ÎÅÕÎÉÔÁÒÎÉÑ ÍÏÄÅÌ HR.
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6.6 âòó ÚÁÒÑÄ É ÆÉÚÉÞÅÓËÏ ÆÁËÔÏÒ-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

úÁÂÅÌÅÖËÁ 6.5 ÷ § 6.3 ×ÉÄÑÈÍÅ, ÞÅ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ Ψ� ÐÒÉ c = �2 ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ

ÄÅÆÉÎÉÒÁ ËÁÔÏ Ker η0. óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ Im η0[Ker η0 = f0g. îÁÉÓÔÉÎÁ,

ÅÌÅÍÅÎÔÉÔÅ x 2Ker η0 ÚÁÄßÌÖÉÔÅÌÎÏ ÎÅ ÓßÄßÒÖÁÔ ξ0 É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÁËÏ x = η0 y (Ô.Å.

x 2 Im η0) ÔÏ É y ÎÅ ÓßÄßÒÖÁ ξ0 (× ÐÒÏÔÉ×ÅÎ ÓÌÕÞÁÊ η0y, ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎÏ ËÁÔÏ ÍÏÎÏÍ ÐÏ

ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ ξ É η, ÝÅ ÓßÄßÒÖÁ ξ0 ÓßÝÏ), Á η0 ÁÎÔÉËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ×ÓÉÞËÏ ÏÓÔÁÎÁÌÏ ÔÁËÁ,

ÞÅ η0 y = 0 8 y 2 Ker η0. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÆÁËÔÏÒßÔ Ker η0=Im η0 Å âòó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÏÔÎÏÓÎÏ âòó-ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ η0 (η�0 = η0, η2
0 = 0). ôÁÚÉ âòó ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÏÂÁÞÅ ÎÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ

ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ.
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7 331 ÍÏÄÅÌßÔ ËÁÔÏ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏ-
ÒÉÑ ÚÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ

7.1 ðÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ

ëÁËÔÏ ×ÉÄÑÈÍÅ × ÐÒÅÄÉÛÎÉÔÅ ÒÁÚÄÅÌÉ ÎÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÓßÇÌÁÓÕ×ÁÎÁ ÆÉÚÉÞÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁ
ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ, ËÏÇÁÔÏ c =�2. óßÝÅÓÔ×Õ×Á, ÏÂÁÞÅ, ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÆÉ-
ÎÉÒÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÎÅËÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ

T (z) = T (z)�
1

2
∂J(z); (7.1.1)

ËßÄÅÔÏ J(z) = :ξ(z)η(z): É T (z) = :∂ξ(z)η(z): ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÉÑÔ U(1) ÔÏË É ÔÅÎÚÏ-
ÒßÔ ÎÁ ÎÁÐÒÅÖÅÎÉÑÔÁ × ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ξ--η. ôÏÇÁ×Á,

T (z) = :∂ξ(z)η(z):�
1

2
∂:ξ(z)η(z):=

=

1

2

�

:∂ξ(z)η(z):� :ξ(z)∂η(z):
�

: (7.1.2)

ðßÒ×Ï ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÅ T (z) ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ. úÁ ÃÅÌÔÁ, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ

H

dz
2πi

zn
= δn+1;0, ÎÅËÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

Õ-ÎÉÅ (7.1.1) ÚÁ ÍÏÄÉÔÅ ÎÁ T (z) É T (z)

J(z) = ∑
n2Z

Jnz�n�1
=) Jn =

I

dz

2πi
znJ(z);

T (z) = ∑
n2Z

Lnz�n�2
=) Ln =

I

dz

2πi
zn+1

T (z);

T (z) = ∑
n2Z

Lnz�n�2
=) Ln =

I

dz

2πi
zn+1T (z): (7.1.3)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

Ln = Ln +
n+1

2
Jn: (7.1.4)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 7.1 ìÏÒÁÎÏ×ÉÔÅ ÍÏÄÉ Ln ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ T (z) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ

ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = 1

[Ln;Lm] = (n�m)Ln+m +

1

12
n(n2

�1)δn+m;0: (7.1.5)

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:ýÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁ ÉÚÒÁÚÑ×ÁÎÅ ÎÁ (ÁÎÔÉ)ËÏÍÕÔÁ-
ÔÏÒÁ ËÁÔÏ Ä×ÏÅÎ ÒÅÚÉÄÕÕÍ ÏÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔ

[Ln;Jm] =

I

dw

2πi
Res

z!w

�

zn+1wm
T (z)J(w)

�

=
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7.1 ðÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ

=

I

dw

2πi
wm

Res

z!w
zn+1

�

�1

(z�w)3
+

J(w)

(z�w)2
+

∂J(w)

z�w

�

=

= �mJn+m�
n(n+1)

2
δn+m;0: (7.1.6)

óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ [Ln;Lm] ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ÏÝÅ (6.3.19c) (6.3.19f) ÚÁÐÉÓÁÎÉ
ÞÒÅÚ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÉ

[Jn;Jm] = nδn+m;0; [Ln;Jm] =�mJn+m�
n(n+1)

2
δn+m;0

[Ln;Lm] = (n�m)Ln+m +

�2

12
n(n2

�1)δn+m;0: (7.1.7)

îÁÉÓÔÉÎÁ,

[Ln;Lm] = [Ln;Lm]+
m+1

2
[Ln;Jm]�

n+1

2
[Lm;Jn]+

(n+1)(m+1)

4
[Jn;Jm] =

= (n�m)

�

Ln+m +

n+m+1

2
Jn+m

�

+

1

12
n(n2

�1)δn+m;0: (7.1.8)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÎÅËÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ òïð ÎÁ T (z) Ó ÏÓÔÁÎÁÌÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ òïð
(6.3.19) ÎÁ T (z) É J(z).

T (z)ξ(w) �

∂ξ(w)
z�w

�

1

2
∂z

ξ(w)
z�w

=

=

1
2
ξ(w)

(z�w)2
+

∂ξ(w)
z�w

; (7.1.9a)

T (z)η(w) �

η(w)
(z�w)2

+

∂η(w)
z�w

�

1

2
∂z

�

�

η(w)
z�w

�

=

=

1
2
η(w)

(z�w)2
+

∂η(w)
z�w

; (7.1.9b)

T (z)J(w) �

n

�1

(z�w)3
+

J(w)

(z�w)2
+

∂J(w)

z�w

o

�

1

2
∂z

1

(z�w)2
=

=

J(w)

(z�w)2
+

∂J(w)

z�w
: (7.1.9c)

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ËÁÖÅÍ, ÞÅ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á
ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÁÌÇÂÅÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = 1, Ô.Å.
ÔÅÏÒÉÑÔÁ Å ÕÎÉÔÁÒÎÁ, U(1) ÔÏËÁ J(z) ÏÓÔÁ×Á ÂÅÚ ÁÎÏÍÁÌÉÑ, Á ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ(z);η(z) ÓÔÁ×ÁÔ
ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1=2.

úÁÂÅÌÅÖËÁ 7.1 ëÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅÆÕÎËÃÉÉ (6.2.1) (ÒÅÓÐ. ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑ (6.2.8b) ) ÄÏÐÕÓËÁÔ ÅÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÎÁ ÆÁÍÉÌÉÑ ÏÔ ôåé [44, 46] Ó×ßÒÚÁÎÉ Ó ÔÅÎÚÏÒÁ
T (z)êîèòîâúçïðîèçâåæäàò

Tκ(z) = T (z)�κ ∂J(z); cκ = 1�3(2κ�1)2 (7.1.10)

ÎÏ κ = 1=2 Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ÔÏÞËÁ [B].
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7.2 åÒÍÉÔÏ×Ï ÓÐÒÑÇÁÎÅ É ÂÏÚÏÎÏÚÁÃÉÑ

åÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉÔÅ × Ë×ÁÎÔÏ×ÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ÓËÁ-
ÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÈÉÌÂÅÒÔÏ×ÏÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ. ôÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ
ÂßÄÅ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ, Ô.Å. Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÍÕ ÄÁ ÂßÄÅ 1, ÓßÏÔ×ÅÔÎÏÔÏ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÁ
ÂßÄÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ É ÆÉÚÉÞÎÉÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÉ ÄÁ ÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÔ ÞÒÅÚ ÅÒÍÉÔÏ-
×É (ÓÁÍÏÓÐÒÅÇÎÁÔÉ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ. ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á, ×ÚÁÉÍÎÏ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × ÕÎÉÔÁÒÎÉÔÅ
ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁÔ ÅÄÎÁË×Á ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÍÅÒÎÏÓÔ.
úÁ ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÓÅ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÞÒÅÚ ξ� = ξ, η� = η, ÐÒÉ ËÏÅÔÏ

ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÔÏËßÔ (6.3.19b) ÓÁ ÁÎÔÉÅÒÍÉÔÏ×É, Ô.Å. L�

n =�L
�n,

J�n = δn;0� J
�n.

ïÔÎÏÓÎÏ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ÏÂÁÞÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×Ï
ÅÒÍÉÔÏ×Ï ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÐÏÒÁÖÄÁÝÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ

ξ�(z) = η(z) , ξ�n = η
�n;

η�(z) = ξ(z) , η�n = ξ
�n: (7.2.1)

ôÏ×Á ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÉÍÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÓÍÉÓßÌ ÓÁÍÏ × (c = 1) ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÐÏÎÅÖÅ ξ É η ÉÍÁÔ ÅÄÎÁË-
×Á ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 1

2
. ôÏÇÁ×Á ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z) Å ÅÒÍÉÔÏ×. îÁÉÓÔÉÎÁ,

ÓßÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÚÁ ÓÐÒÑÇÁÎÅ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁÔÁ ËÁÒÔÉÎÁ (3.4.20)

�

ξ(z)
�

�

= (1=z̄)2∆ξξ�(1=z̄) = (1=z̄)η(1=z̄) = zη(z);
�

η(z)
�

�

= (1=z̄)ξ(1=z̄) = zξ(z) (7.2.2)

É z̄ = 1
z
, ËÏÇÁÔÏ z 2 S1.

äÁ ÓÐÒÅÇÎÅÍ ÅÒÍÉÔÏ×Ï ÐÏÌÅÔÏ (7.1.2).

�

:∂ξ(z)η(z):
�

�

= lim
w!z

�

∂ξ(z)η(w)�
1

(z�w)2

�

�

=

= lim
w!z

�

wξ(w)∂z̄[(1=z̄)η(1=z̄)]�
1

(z̄� w̄)

2

�

=

= �z4:ξ(z)∂η(z):� z3:ξ(z)η(z):;
�

:ξ(z)∂η(z):
�

�

= �z4:∂ξ(z)η(z):� z3:ξ(z)η(z):: (7.2.3)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ,
�

T (z)
�

�

= z4T (z) ) T �

(z) = T (z) (7.2.4)

Ô.Å. ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ (7.1.2) Å ÅÒÍÉÔÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ
ÔÅÎÚÏÒÁ T (z).
ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á, U(1)-ÔÏËÁ Å ×ÅÞÅ ÅÒÍÉÔÏ×Ï ÐÏÌÅ:

�

J(z)
�

�

=

�

:ξ(z)η(z):)
�

�

= :
�

η(z)
�

�

�

ξ(z)
�

�

: = z2:ξ(z)η(z):= z2J(z) )

J�(z) = J(z) ; (7.2.5)
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7.2 åÒÍÉÔÏ×Ï ÓÐÒÑÇÁÎÅ É ÂÏÚÏÎÏÚÁÃÉÑ

ËÏÅÔÏ Å ×ÅÞÅ ÐßÒ×ÉÞÎÏ, Ô.Å. ÂÅÚ ÁÎÏÍÁÌÉÑ.
ðÏ-ÎÁÔÁÔßË ÝÅ ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÎÁËÒÁÔËÏ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÔÁ ÎÁ ÂÏÚÏÎÉÚÁÃÉÑ × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ.

ðßÒ×Ï ÎÅËÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÐÏÌÅÔÏ

TJ(z) =
1

2
:J(z)J(z):: (7.2.6)

éÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ òïð (6.3.14) ÎÁ ÔÏËÁ ÓßÓ ÓÅÂÅ ÓÉ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ

TJ(z)TJ(w)�
1=2

(z�w)4
+

2TJ(w)

(z�w)2
+

∂TJ(z)

z�w
: (7.2.7)

óÌÅÄ ÔÏ×Á ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÒÁÚÌÉËÁÔÁ TR(z) = T (z)�TJ(z), ÔÁËÁ ÞÅ [TR(z);J(w)] = 0. íÏÄÉÔÅ
ÎÁ ÔÏ×Á ÐÏÌÅ ÏÔÎÏ×Ï ÚÁÔ×ÁÒÑÔ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ, ÎÏ Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ cR = c�cJ =

1� 1 = 0. ÷ ÅÄÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÏÂÁÞÅ (ËÁË×ÁÔÏ Å ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÐÒÉ c = 1),
ÎÕÌÅ×ÉÑÔ ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ Å ×ßÚÍÏÖÅÎ ÓÁÍÏ ËÏÇÁÔÏ ÓÁÍÉÑ ÔÅÎÚÏÒ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ TR Å ÎÕÌÁ
[66]. ôÁËÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ

T (z) = TJ(z) =
1

2
:J(z)2: =) Ln =

1

2

� ∞

∑
k=1

+

∞

∑
k=�n

�

J
�kJn+k: (7.2.8)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÔÁ (6.3.19c), (7.1.9a) ÚÁ U(1)- É Vir-ËÏ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ V∆;λ(z) ÞÒÅÚ ËÏÍÕÔÁÔÏÒÉ

[Ln;V∆;λ(z)] = zn
(z∂+(n+1)∆)V∆;λ(z);

[Jn;V∆;λ(z)] = λznV∆;λ(z): (7.2.9)

ëÁÔÏ ÚÁÍÅÓÔÉÍ ÉÚÒÁÚÁ ÚÁ Ln ÏÔ Õ-ÎÉÅ (7.2.8) × Õ-ÎÉÅ (7.2.9) É ÓÒÁ×ÎÉÍ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅ
ÐÒÅÄ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ z ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ Ä×Å ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ ÓßÇÌÁÓÕ×ÁÎÏÓÔ ÎÁ U(1)- ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ-
ÔÁ É ÒÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ
óÕÇÁ×ÁÒÁ:

∆ =

λ2

2

d

dz
V∆;λ(z) = λ :J(z)V∆;λ(z): : (7.2.10)

÷ÔÏÒÏÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ëÎÉÖÎÉË-úÁÍÏÌÏÄÞÉËÏ×. îÅÇÏ×ÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ,
ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÁÎÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ h0jV∆;�λ(z)V∆;λ(w)j0i = (z�w)�2∆ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ
ÚÁÐÉÛÅ ×ß× ×ÉÄÁ

V∆;λ(z) = :e
iλφ(z):; i∂φ(z) = J(z): (7.2.11)

ôÁËÁ, × ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ, ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ, η

ξ(z) = :eiφ(z):; η(z) = :e�iφ(z):;

J(z) = i∂φ(z); T (z) =�

1

2
:(∂φ(z))2:: (7.2.12)
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âÌÁÇÏÄÁÒÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁÔÁ ÎÁ ÂÏÚÏÎÏÚÁÃÉÑ ×ÓÉÞËÉ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÇÁÔ
ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ÔÏÞÎÏ (×ÉÖ Õ-ÎÉÅ (3.6.21)).

éÚ×ÏÄ: óÌÅÄ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ "ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ"
ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÏÐÉÓ×ÁÝÁ ÄÉÎÁÍÉËÁÔÁ ÎÁ ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÎÉÔÅ ×ßÌÎÉ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ
èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÁ Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×É
ÆÅÒÍÉÏÎÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ c = 1.

7.3 ïÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ËÁÔÏ ×ßÚÂÕÄÅÎÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ
× ÍÏÄÅÌÁ 331

"îÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ" ÞÁÓÔ ÎÁ ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌ-
ÄÅÊÎ--òÅÚÁÊÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁÎÏ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁäÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×É
ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÐÏÒÁÖÄÁÝÉ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁ-
ÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ Ë×ÁÚÉÓ×ÏÂÏÄÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÓÁÍÏ ÏÔ (ÁÎÔÉ)ËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ
ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÉÄÁ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ, ÎÉÔÏ ÏÔ ÅÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ
ÓÐÒÑÇÁÎÅ), ËÁÔÏ ÐÒÉÐÏÍÎÉÍ ÏÔßÖÄÅÓÔ×Ñ×ÁÎÅÔÏ Ψ

+

(z) = η(z), Ψ
�

(z) = ∂ξ(z), ÍÏÖÅÍ ÄÁ
ÚÁÐÉÛÅÍ

ΨHR(zi;w j) = h0j
N

∏
i=1

Ψ
+

(zi)

N

∏
j=1

Ψ
�

(w j)j0i= h0j
N

∏
i=1

η(zi)

N

∏
j=1

∂ξ(w j)j0i=

=

N

∏
k=1

∂wk
h0j

N

∏
i=1

η(zi)

N

∏
j=1

ξ(w j)j0i=
N

∏
k=1

∂wk
det

� 1

zi�w j

�

=

=

N

∏
k=1

∂wk ∑
σ2SN

sgn(σ)
N

∏
i=1

1

zσ(i)�wi
= ∑

σ2SN

sgn(σ)
N

∏
k=1

∂wk

1

zσ(k)�wk

= ∑
σ2SN

sgn(σ)
N

∏
k=1

1

(zσ(k)�wk)
2
= det

� 1

(zi�w j)
2

�

: (7.3.1)

ôÁËÁ ÕÓÐÑÈÍÅ ÄÁ ÎÁÍÅÒÉÍ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÑÔÏ ÄÁ ×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÖÄÁ (ÎÅ-
ÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ) ×ßÌÎÏ×ÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌ-
ÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ. ÷ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÏ×ßÒÈÎÉÎÎÉÔÅ ×ßÌ-
ÎÉ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ÓßÝÏ ËÁÔÏ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉ ÆÕÎËÃÉÉ, × ËÏÉÔÏ ÏÂÁÞÅ ÕÞÁÓÔ×ÁÔ ÏÝÅÍÏÄÉÔÅ
Jn ÎÁ ÔÏËÁ.

7.4 ÷ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÎÁ ξ--η
ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ É ÔÅÚÉ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ

óßÇÌÁÓÎÏ § 6.2 ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c =�2) ÓÅ ÐÏÄÒÅÖÄÁÔ × SU(2)
ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÔÅÎÚÏÒßÔ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ Å ÓÐÉÎ-ÓÉÎÇÌÅÔ, É × ÅÄÎÁ ÂÅÚËÒÁÊÎÁ ÓÅÒÉÑ
ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ξ(z). óÌÅÄ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ É ÉÍÐÕÌÓÁ, ÓßÇÌÁÓÎÏ
(7.1.1), ÔÅÚÉ ÐÏÌÅÔÁ ÝÅ ÂßÄÁÔ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ c = 1 ÔÅÎÚÏÒÁ T (z) ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ-
×Á, ËÏÇÁÔÏ ÓÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÏËÁ J(z). ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á, ÐÏÒÁÄÉ ÂÏÚÏÎÏÚÁÃÉÑÔÁ ÎÁ Ä×ÁÔÁ
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7.4 ÷ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÎÁ ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ É
ÔÅÚÉ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ

ÔÅÎÚÏÒÁ T (z) É T (z) ÞÒÅÚ U(1)-ÔÏËÁ J(z) ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÉÇÒÁÅ ÐÏ-ÏÓÎÏ×ÎÁ ÒÏÌÑ ×

ÔÅÏÒÉÑÔÁ. úÁÔÏ×Á Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁ ÚÎÁÅÍ ËÏÉ ÏÔ Vir(c =�2) ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÓÁ ÏÓ×ÅÎ

ÔÏ×Á ÐßÒ×ÉÞÎÉ É ÏÔÎÏÓÎÏ U(1)-ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å (ÒÅÓÐ. ÏÔÏÓÎÏ Vir(c = 1)). óÌÅÄ×Á-

ÝÏÔÏ Ô×ßÒÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ ×ÒßÚËÁÔÁ ÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔÎÏÓÎÏ Vir(c = �2) É

Vir(c = 1).

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 7.2 Vir(c = �2) - ÐßÒ×ÉÞÎoÔo ÐÏÌÅ φ
e∆;λ(z) Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ É ÏÔÎÏÓÎÏ U(1) ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ J(z) ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á, ËÏÇÁÔÏ ÎÅÇÏ×ÁÔÁ (c = �2)

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ e∆ ÉU(1)-ÚÁÒÑÄ λ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ

e∆ =

λ(λ�1)

2
: (7.4.1)

÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÅÔÏ φ
e∆;λ(z) Å ÓßÝÏ ÐßÒ×ÉÞÎÏ (Ó ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ ∆ = λ2

=2) ÏÔ-

ÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ Vir(c = 1), ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z).

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï:
äÁ ÄÏÐÕÓÎÅÍ, ÞÅ ÐÏÌÅÔÏ φ

e∆;λ(z) Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ ËÁËÔÏ ÏÔÎÏÓÎÏ T (z) ÔÁËÁ É ÏÔÎÏÓÎÏ J(z).
óßÇÌÁÓÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (ÐÏÌÅ$ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ) ÎÁ ×ÓÑËÏ ÐßÒ×ÉÞÎÏ
ÐÏÌÅ ÏÔÇÏ×ÁÒÑ ÍÌÁÄÛÉ ×ÅËÔÏÒ je∆;λi= φ

e∆;λ(0)j0i ÔÁËß×, ÞÅ

Lnj
e∆;λi= Jnj

e∆;λi= 0; çà n > 0;

L0j
e∆;λi= e∆je∆;λi; J0j

e∆;λi= λje∆;λi: (7.4.2)

ôÏÇÁ×Á, ÓßÇÌÁÓÎÏ Õ-ÎÉÅ (7.1.4),

Lnj
e∆;λi=

�

Ln +
n+1

2
Jn

�

j

e∆;λi= 0; çà n > 0;

L0j
e∆;λi= ∆je∆;λi=

�

L0 +
1

2
J0

�

j

e∆;λi= (

e∆+

λ
2
)j

e∆;λi: (7.4.3)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ∆ =

e∆+λ=2. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÓßÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ (7.2.8),

ÐÒÉÌÏÖÅÎÁ × ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÚÁ ÎÕÌÅ×ÉÑ ÍÏÄ L0 =

1
2
J2

0 +

∞
∑

n=1

J
�nJn, ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ

ÏÔÎÏÓÎÏ T (z) ÐÒÉÄÏÂÉ×Á ×ÉÄÁ ∆ = λ2
=2. ôÁËÁ, × ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ (7.4.1).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÎÅËÁ ÎÁÌÏÖÉÍÕÓÌÏ×ÉÅ (7.4.1) ×ßÒÈÕVir(c =�2)-ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ φ
e∆;λ(z):

� SU(2)-ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉ:
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ É ÚÁÒÑÄÉÔÅ ÎÁ ÐÏÌÅÔÁÔÁ V

j
m(z) ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ e∆ = j(2 j+1) É λ = 2m.

ôÏÇÁ×Á ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÑÔÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏ m ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

e∆ = j(2 j+1) = m(2m�1) ) m =

�

j+ 1
2

� j
(7.4.4)
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ðßÒ×ÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ m = j + 1
2
ÎÁ (7.4.4) ÐÏÐÁÄÁ ÉÚ×ßÎ SU(2) ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÁ (m =

� j;� j+1; : : : j) É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÎÅ ×ßÒÛÉ ÒÁÂÏÔÁ. ÷ÔÏÒÏÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ m =� j ÏÔÇÏ-
×ÁÒÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ V

j
� j(z) .

� ξ-ÓÅÒÉÑ:
ðÏÌÅÔÁÔÁ (6.4.61) ÉÍÁÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÚÁÒÑÄÉ ÓßÏÔ×ÅÔÎÏ ∆0j = j(2 j�1); λ j = 2 j,
ËÏÉÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ (7.4.1).

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ (7.4.1) Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ ÓÁÍÏ ÚÁ

2 j�1

∏
k=0

∂kξ(z);
2 j�1

∏
k=0

∂kη(z): (7.4.5)

äÉÒÅËÔÎÁÔÁ ÐÒÏ×ÅÒËÁ, ÂÕË×ÁÌÎÏ ÐÏ×ÔÁÒÑÝÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ô×ßÒÄÅÎÉÅ 6.5, ÐÏËÁÚ-
×Á, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ (7.4.5) ÓÁ ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÔÏËÁ J(z)

[J(z);

2 j�1

∏
k=0

∂kξ(w)] = 2 j δ(z�w)

2 j�1

∏
k=0

∂kξ(w)

[J(z);

2 j�1

∏
k=0

∂kη(w)] =�2 j δ(z�w)

2 j�1

∏
k=0

∂kη(w): (7.4.6)

ô×ßÒÄÅÎÉÅ 7.2 ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÏÔ ÃÅÌÉÑ j-ÍÕÌÔÉÐÌÅÔ ÏÔ Vir(c =�2)-ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÓÁÍÏ
ÐÏÌÅÔÏ Ó ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ m = � j Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ É ÏÔÎÏÓÎÏ U(1) ÔÏËÁ. ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á,

×ÓÉÞËÉ Vir(c =�2)-ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ξ(z) ÓÁ ÓßÝÏU(1)-ÐßÒ×ÉÞÎÉ. ôÅÚÉ Ä×Å
ÂÅÚËÒÁÊÎÉ ÓÅÒÉÉ ÓÁ ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐßÒ×ÉÞÎÉ É ÏÔÎÏÓÎÏ Vir(c = 1)). ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅ-

ÖÉÍ, ÞÅ ÔÅÚÉ Ä×Å ÓÅÒÉÉ ÉÚÞÅÒÐ×ÁÔ ×ÓÉÞËÉ Vir(c =�2)-ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ, ËÏÉÔÏ ÓÁ U(1)-

( ÒÅÓÐ. Vir(c = 1)- ) ÐßÒ×ÉÞÎÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7.4.1) ÉÍÁ ÎÁÊ-ÍÎÏÇÏ Ä×Å ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ
ÆÉËÓÉÒÁÎÏ j.

éÚ×ÏÄ: SU(2) ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÎÁÔÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ V
j

m(z) ÓÅ ÎÁÒÕÛÁ×Á ÐÒÉ
ÐÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z) (c = �2) ËßÍ ÔÅÎÚÏÒÁ T (z) (c = 1). ðßÒ×ÉÞÎÉ
ÐÏÌÅÔÁ × c = 1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÐÒÏÄßÌÖÁ×ÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÓÁÍÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌÎÁ ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÎÁ ÓÐÉÎÁ m = � j ÚÁÅÄÎÏ Ó ÔÅÚÉ ÏÔ ÂÅÚËÒÁÊÎÁÔÁ ÓÅÒÉÑ ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ξ(z) (ÉÚ×ßÎ SU(2)
ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉÔÅ). ÷ÓÉÞËÉ ÏÓÔÁÎÁÌÉ ÐÏÌÅÔÁ ÏÔ SU(2) ÍÕÌÔÉÐÌÅÔÉÔÅ ÓÁ ÎÁÓÌÅÄÎÉÃÉ ÎÁ ÐßÒ-
×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ.
ðÒÉÍÅÒ:

ðÏÌÅÔÏΨ�

(z) = ∂ξ(z) ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á (7.4.1), ÐÏÎÅÖÅ ∆ = 1, λ = 1. To ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ËÁÔÏ
ÎÏÒÍÁÌÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÐßÒ×ÉÞÎÏÔÏ ÐÏÌÅ ξ(z) Ó ÔÏËÁ J(z)

∂ξ(z) = :J(z)ξ(z): (7.4.7)

É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÎÅ Å ÐßÒ×ÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ du(1).
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7.4 ÷ÚÁÉÍÎÏ-ÅÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ ÎÁ ξ--η ÓÉÓÔÅÍÁÔÁ É
ÔÅÚÉ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ

úÁÂÅÌÅÖËÁ 7.2 óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏÍÅÖÄÕËÏÎÆÏÒÍÎÉÔÅÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÎÁÐÏÌÅÔÁÔÁ (7.4.5)
(ÐßÒ×ÉÞÎÉ ËÁËÔÏ × (c = �2) ÔÁËÁ É × (c = 1) ÍÏÄÅÌÉÔÅ) ÓÌÅÄ×ÁÛÅ ÏÔ ×ÒßÚËÁÔÁ (7.1.1)
ÍÅÖÄÕ ÔÅÎÚÏÒÉÔÅ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ

∆λ =

e∆λ +
λ
2
: (7.4.8)

ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ ÄÉÒÅËÔÎÏ ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑ×Á, ÞÅ ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÓÌÅÄÎÏÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (ÏÓÎÏ-

×Á×ÁÝÏ ÓÅ ÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÔÏÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ) ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ × Ä×ÅÔÅÔÅÏÒÉÉ

[D], [47, 45]

∆(c=1)
�

1

24
= ∆(c=�2)

+

1

12
; (7.4.9)

ËßÄÅÔÏ ÄÏÂÁ×ËÁÔÁ Óß×ÐÁÄÁ ÓßÓ �c=24 × Ä×ÁÔÁ ÍÏÄÅÌÁ. îÁ ÐÒß× ÐÏÇÌÅÄ Ä×ÅÔÅ ÓßÏÔ×ÅÔÓ-

Ô×ÉÑ ÓÁ ËÏÒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÐßÒ×ÏÔÏ ÚÁ×ÉÓÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÏÔ ÚÁÒÑÄÁ, Á ×ÔÏÒÏÔÏ ×ÏÄÉ

Ï ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏ ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÓßÓ 1=8 ÎÁ ×ÓÉÞËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. óÅÇÁ ÝÅ ÐÏËÁ-

ÖÅÍ, ÞÅ ×ÔÏÒÏÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÓÌÅÄ×Á ÏÔ ÐßÒ×ÏÔÏ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÐßÒ×ÏÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á

∆λ�
1

24
=

e∆λ+ 1
2
+

1

12
;

�

λ 2
1

2
Z

�

(7.4.10)

Ô.Å. ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ∆(c)

λ �

c
24
Óß×ÐÁÄÁÔ ÄÏÒÉ ËÁÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÐÒÉ ÐÒÅÈÏÄÁ ÏÔ c = �2 ËßÍ c = 1 ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ É η ÐÒÉÄÏÂÉ×ÁÔ
ÐÏÌÕÃÅÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÏ ìÏÒÁÎÏ×ÏÔÏ ÉÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ, ËÁÔÏ ÒÅÄ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÉÔÅ ÎÁ z, ÓÅ
ÚÁÐÁÚ×Á. úÁ ÄÁ ÏÔÌÉÞÁ×ÁÍÅ ÐÏÌÅÔÁÔÁ × c = 1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ (ÏÔ ÔÅÚÉ ÐÒÉ c = �2) ÝÅ ×ß×ÅÄÅÍ
ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

ψ�

(z) = ∑
n2Z

ψ�

n�αz�n+α� 1
2

def

= ξ(z) = ∑
n2Z

ξnz�n

�

α =

1

2

�

; (7.4.11)

ψ(z) = ∑
n2Z

ψn�αz�n+α� 1
2

def

= η(z) = ∑
n2Z

ηnz�n�1

�

α =�

1

2

�

: (7.4.12)

óÒÁ×ÎÑ×ÁÊËÉ ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔÉÔÅ × ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÒÅÄÏ×Å ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÔÅ ÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ
ÆÅÒÍÉÏÎÉ ψ;ψ� ÓÅ ÎÁÍÉÒÁÔ × NS-ÓÅËÔÏÒÁ (ÁÎÔÉÐÅÒÉÏÄÉÞÅÎ), α = 1=2 mod 1 É

ξn � ψ�

n� 1
2

; ηn � ψ
n+ 1

2
; [ψ�

n� 1
2

;ψ
m+

1
2
]

+

= δn+m;0: (7.4.13)

ÎÅËÁ ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÅ ÎÕÌÅ×ÉÑÔ ÍÏÄ ξ0 ÂÅÛÅ ×ß×ÅÄÅÎ × § 6.3 ÏÔ ÓßÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁ ÕÄÏÂÓÔ×Ï.
ôÕË ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÁÎÔÉËÏÍÕÔÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÓßÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÒÅÓÐ. ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ)
ÓÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ ÐÒÅÄÆÉÎÉÒÁÎÅÔÏ (7.1.10) ÎÁ ôåé. óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÏÐÉÔÁÍÅ ÄÁ
ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÄÏ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ, ËÏÑÔÏ ÂÅÛÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ Ker η0 ÐÒÉ c =�2.
ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á ÄÁ ÐÒÅÍÁÈÎÅÍÏÐÅÒÁÔÏÒÁψ�

�1=2
, ËÏÊÔÏ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×Á ÎÁ ξ0 ÓßÇÌÁÓÎÏ (7.4.13)

ÐÒÉ c = 1, ÒÅÓÐ. ÄÁ ÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÄÏ ÑÄÒÏÔÏ ÎÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉÑ ÍÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ψ 1
2
. ïËÁÚ×Á ÓÅ

ÏÂÁÞÅ, ÞÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ψ�

�1=2
× c = 1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÎÁÒÕÛÁ×Á ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ

ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔ ÐÏÎÅÖÅ ÓßÝÉÑ ÎÅ ËÏÍÕÔÉÒÁ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ L0 ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ (ÚÁ ÒÁÚÌÉËÁ ÏÔ
ÎÕÌÅ×ÉÑ ÍÏÄ ξ0, ËÏÊÔÏ ËÏÍÕÔÉÒÁÛÅ Ó L0).

éÚ×ÏÄ: ïÐÅÒÁÔÏÒßÔ ξ0, ËÏÊÔÏ ÂÅÛÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÚÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÁÎÅ ÎÁ ÕÎÉÔÁÒÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ
ÎÅ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÐÒÅÍÁÈÎÁÔ ÓÌÅÄ ÐÒÅÈÏÄÁ ËßÍ c = 1.
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7.5 òÁÃÉÏÎÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ × c = �2 ÔÅÏÒÉÑÔÁ.
éÄÅÎÔÉÆÉËÁÃÉÑ Ó ÞÅÔÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁ

ëÁËÔÏ ×ÅÞÅ ÓÅ ÕÂÅÄÉÈÍÅ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1) ÉÇÒÁÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌÎÁ ÒÏÌÑ ËÁËÔÏ ×
(c=�2) ÔÁËÁ É × (c= 1) ÔÅÏÒÉÑÔÁ.ðÒÉ ÔÏ×Á, ÏÐÅÒÁÔÏÒßÔ J(z) Å ÅÄÉÎ É ÓßÝ× Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ
(ÍÁËÁÒ, ÞÅ ÎÅÇÏ×ÏÔÏ ÅÒÍÉÔÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ Å ÒÁÚÌÉÞÎÏ), ÔÁËÁ, ÞÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÉÔÅ ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ
ÎÁ J0 ÓÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ × Ä×ÅÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÔÅÏÒÉÉ. úÁÂÅ-

ÌÅÖÉÔÅÌÎÏ Å, ÞÅ ÐÏÌÅÔÁ (7.4.5), ËÏÉÔÏ ÓÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏ Vir(c = �2) É Vir(c = 1) ÓÁ
ÓßÝÏ ÔÁËÁ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÏÔÎÏÓÎÏdu(1) É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁÔ ÎÁÐßÌÎÏ ÞÒÅÚ ÔÏÚÉ
ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ U(1)-ÚÁÒÑÄ. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÂÏÚÏÎÉÚÁÃÉÑÔÁ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÉÚÒÁÚÉÍ ×ÓÉÞËÉ Ðß-
Ò×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ËÁÔÏ ×ÅÒÔÅËÓÎÉ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ ÏÔ (ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉÑ) U(1) ÔÏË, ËÏÅÔÏ ÏÚÎÁÞÁ×Á,
ÞÅ ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ × Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÏÓÅÝÉ ÅÄÉÎ É ÓßÝÉ ÚÁÒÑÄ ÐÒÏÓÔÏ Óß×ÐÁÄÁÔ.
ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÔßÊ ËÁÔÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ ξ(z), η(z) ÓÅ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÔ ÚÁ ÐÏÓÔÒÏÑ×ÁÎÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁ-

ÔÏÒÉÔÅ ÎÁÆÉÚÉÞÅÓËÉÔÅ ÅÌÅËÔÒÏÎÉ × Ä×ÁÔÁ ÓÌÏÑ É ÕÞÁÓÔ×ÁÔ ×ß× ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ
(6.2.9), ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÏÉÓËÁÍÅ ÔÅ ÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁ. ðÏ-ÔÏÞÎÏ,
ÔßÊ ËÁÔÏ ÔÏ×Á ÓÁ ÆÅÒÍÉÏÎÎÉ ÐÏÌÅÔÁ, ÔÅ ÎÅ ÓÁ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÉ × ÓÔÒÏÇÉÑ ÓÍÉÓßÌ ÎÁ ÄÕÍÁÔÁ,
ÎÏ ÔÅÈÎÉÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÓÁ ÔÁËÉ×Á É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. ôÏ×Á ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÚÁÅÄÎÏ Ó ξ(z), η(z) × ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÝÅ ÐÒÉ-
ÓßÓÔ×ÁÔ É ×ÓÉÞËÉ ÐßÒ×ÉÞÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ÐÏÒÏÄÅÎÉ ÏÔ ÔÑÈ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ
du(1) ÓÅ ÒÁÚÛÉÒÑ×Á Ó ×ÅÒÔÅËÓÎÉÔÅ ÅËÓÐÏÎÅÎÔÉ :e�iφ(z):, ËÏÉÔÏ ÐÏÒÁÖÄÁÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÏÔÏ

ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ du(1) Ó ÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ ÚÁÒÑÄÉÔÅ Z ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁÔÏ ÍÏÄÅÌ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×É
ÆÅÒÍÉÏÎÉ (ËÏÇÁÔÏ ξ� = η). éÓÔÉÎÓËÁÔÁ, × ÓÔÒÏÇÉÑ ÓÍÉÓßÌ ÎÁ ÄÕÍÁÔÁ, ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×Á ÂÏÚÏÎÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÁÚÉ ÓÕÐÅÒÁÌÇÅÂÒÁ É Óß×ÐÁÄÁ Ó ÒÅÛÅÔßÞÎÏÔÏ
ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ A(

du(1);2Z) ÐÏÒÏÄÅÎÏ ÏÔ Ä×ÏÊËÁÔÁ ÂÏÚÏÎÎÉ ÐÏÌÅÔÁ ξ(z)∂ξ(z), η(z)∂η(z)
ÓßÓ ÚÁÒÑÄ�2.
óÌÅÄ ËÁÔÏ ÒÁÚÛÉÒÉÍ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ × c = �2 ÍÏÄÅÌÁ Ó Ä×ÏÊËÁÔÁ ξ(z)∂ξ(z),

η(z)∂η(z) ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÅÄÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ, ÞÉÊÔÏ ÓÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒ-
ÏÔÂÏÒ Hλ ÓÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÉ (ÂÕË×ÁÌÎÏ Óß×ÐÁÄÁÔ) Ó ÔÅÚÉ × ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÈÉÒÁÌÎÁ
ÁÌÇÅÂÒÁ -- ÂÏÚÏÎÎÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ äÉÒÁË--÷ÁÊÌÏ×ÉÑ ÆÅÒÍÉÏÎ

Hλ =

M

n2Z

Vλ+2n; λ =

l

2
; l =�1;0;1;2; (7.5.1)

ËßÄÅÔÏ Vλ+2n Å ÍÏÄÕÌßÔ ÎÁ ÷ÅÒÍÁ [27, 29] ÚÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å du(1) ÐÏÓÔÒÏÅÎ ×ßÒÈÕ
ÍÌÁÄÛÉÑ ×ÅËÔÏÒ j l

2
+2ni.

ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÅ ÓÔÒÏÑÔ ×ßÒÈÕ ÅÄÎÏ É ÓßÝÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ
ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ Óß×ÐÁÄÁÔ, ÒÁÚÌÉËÁÔÁ Å ÓÁÍÏ × ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÉÔÅ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ T (z)

É T (z) (ÒÅÓÐ. ÈÁÍÉÌÔÏÎÉÁÎÉÔÅ L0 É L0) É × ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ ÎÁ ÓËÁÌÁÒÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ,
ËÏÉÔÏ ÓÅ ÐÏÒÁÖÄÁÔ ÏÔ ÅÒÍÉÔÏ×ÉÔÅ ÓÐÒÑÇÁÎÉÑ21 ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ É ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÎÅ ÓÁ
ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ

ξ�(z)
(c=1)
= η(z) ξ�(z)

(c=�2)
= ξ(z); η�(z)

(c=�2)
= η(z): (7.5.2)

21× ÕÎÉÔÁÒÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÔÏ×Á Å ×ÅÞÅ ÚÁÌÏÖÅÎÏ × Õ-ÎÉÅ (7.4.11)
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7.6 óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ ÎÁ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ
ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ É ÎÅÊÎÏÔÏ ÐÏÄÏÂÒÅÎÉÅ

óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÚÁ Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÅÈÎÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉ
ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÚÁÒÑÄÉ, ËÁËÔÏ É ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ (ÈÉÒÁÌÎÉ
ÓÔÁÔÓÕÍÉ) Å ÒÅÚÀÍÉÒÁÎÏ × ôÁÂÌÉÃÁ 2.

ôÁÂÌÉÃÁ 2: óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ (c =�2)() (c = 1)

l σ = l=2 ∆(c=�2)
σ = σ(σ�1)=2 ∆(c=1)

σ = σ2
=2 χ(�2)

σ (τ) χ(1)
σ (τ)

�1 �1=2 3=8 1=8 K2(τ;4) K
�1(τ;4)

0 0 0 0 K
�1(τ;4) K0(τ;4)

1 1=2 �1=8 1=8 K0(τ;4) K1(τ;4)

2 1 0 1=2 K1(τ;4) K2(τ;4)

7.6 óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ ÎÁ òÉÊÄ É
íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ É ÎÅÊÎÏÔÏ ÐÏÄÏÂÒÅÎÉÅ

ðÏÚÎÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ Hλ ÉÚÇÒÁÖÄÁÝÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑ-
ÎÉÑÔÁ × (c = �2) ÔÅÏÒÉÑÔÁ ×ÓÅ ÏÝÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ
ÈÁÒÁËÔÅÒÉ. ðÒÉÞÉÎÁÔÁ Å × ÔÏ×Á, ÞÅ × ÍÏÄÕÌÉÔÅ ÎÁ ÷ÅÒÍÁ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÔ Ô.ÎÁÒ.
"ÓÉÎÇÕÌÁÒÎÉ" ×ÅËÔÏÒÉ [27, 29], ËÏÉÔÏ ÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÎÉ ÎÁ ÃÅÌÉÑ ÍÏÄÕÌ, ×ÏÄÑÔ ÄÏ ÎÅÇÏ-
×ÁÔÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔ É ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÉÚÈ×ßÒÌÅÎÉ ÏÔ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ
ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ. îÁÍÉÒÁÎÅÔÏ ÎÁ ÓÉÎÇÕÌÁÒÎÉÔÅ ×ÅËÔÏÒÉ Å ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÁ
ÚÁÄÁÞÁ, ÒÅÛÅÎÉÅÔÏ ÎÁ ËÏÑÔÏ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÂÅÇÎÁÔÏ.
óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁHλ × Ä×ÅÔÅ ÔÅÏÒÉÉÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×ÁÔÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔ-

ÎÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÚÁ (c =�2)ÍÏÄÅÌÁ ÞÒÅÚ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ

ÚÁ (c= 1), ËÏÉÔÏ ÓÁ ÄÏÂÒÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÉ. îÁÉÓÔÉÎÁ, ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÎÁH
(c=�2)

λ ËÁÔÏ
ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ ×ÒßÚËÁÔÁ L0 = L0� J0=2

χ(c=�2)

λ (τ) def

= tr

Hλ

�

qL0+1=12
�

= tr

Hλ

�

qL0�
J0
2 +1=12

�

= q
1
8

tr

Hλ

�

qL0�
J0
2 �1=24

�

=

def

= q
1
8 Kl(τ;�τ;4) = Kl�1(τ;0;4): (7.6.1)

ðÏÓÌÅÄÎÏÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÞÒÅÚ

q
1
8 Kl(τ;�τ;4) =

q
1
8

η(τ) ∑
n2Z

q2(n+l=4)2

e

2πi(�τ)(n+l=4)
=

1

η(τ) ∑
n2Z

q2(n+l=4)2
�(n+l=4)+1=8

=

=

1

η(τ) ∑
n2Z

q2(n+ l�1
4 )

2
def

= Kl�1(τ;4):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ÎÁ ÅÄÎÉ É ÓßÝÉ ÍÏÄÕÌÉHλ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÔ ÒÁÚÌÉÞÎÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ.
óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÔÑÈ Å ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÏ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ Ä×Å ËÏÌÏÎËÉ ÎÁ ôÁÂÌÉÃÁ 2 É
æÉÇ. 14.
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æÉÇÕÒÁ 14: óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ (c = �2) É (c = 1) ÔÅÏÒÉÉÔÅ ×ßÒÈÕ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ Hλ ÚÁ λ = l=2

H l
2

Kl�1(τ;4) Kl(τ;4)

c = 1c =�2
H

H

H

H

Hj

�

�

�

�

��

-�

ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒßÔ ÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ×ßÒÈÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ Hl=2 ÚÁ-
×ÉÓÉ ÏÔ ÇÌÅÄÎÁÔÁ ÔÏÞËÁ -- × (c = �2) ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ Å Kl�1(τ;4) ÄÏËÁÔÏ × (c = 1)

ÔÅÏÒÉÑÔÁ Óß×ÐÁÄÁ Ó Kl(τ;4). ïÔ ÆÉÚÉÞÎÁ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ÏÂÁÞÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅ-
ÔÉÒÁÍÅ (c = �2)-ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ËÁÔÏ ÈÉÒÁÌÎÉ ÓÔÁÔÓÕÍÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁ ×ßÒÈÕ
ËÏÉÔÏ ÓÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÁÔÉ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÓÌÅÄÉ ÓßÄßÒÖÁÔ ×ÅËÔÏÒÉ Ó ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÁ ÎÏÒÍÁ, Ô.Å.
ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Å ÄÁ ÓÅ ÐÒÏÅËÔÉÒÁ, ÐÏÄ ÚÎÁËÁ ÎÁ ÓÌÅÄÁÔÁ, ×ßÒÈÕ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÔÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×Ï. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÏ ×ßÚÍÏÖÎÁÔÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ Å × (c = 1)

ÕÎÉÔÁÒÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ.
òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ [41] ÐÒÁ×ÑÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÎÁ (c = �2) ÍÏÄÅÌÁ ÚÁ ÏÐÉ-

ÓÁÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÁ ÎÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌÎÏÓÔ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ËÁÔÏ ÐÒÅÓÍÑÔÁÔ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ÈÁÒÁ-
ËÔÅÒÉ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÊËÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁ ÔÏ×Á ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ (ÎÏ ×ÓÅ ÐÁË
ÒÁÚÌÉÞÎÏ). úÁ ÓßÖÁÌÅÎÉÅ ÔÅ ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÔ ÎÉËÁË×Ï ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÐÒÉÓßÓÔ×ÉÅÔÏ
ÎÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÎÉ ÎÏÒÍÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÑÔÁ. ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á, ÔÅ Ô×ßÒÄÑÔ, ÞÅ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÁÔÁ ÏÔ ÔÑÈ ÓÔÁÔÓÕÍÁ, ÞÉÊÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÒÅÄ Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ 8, Å ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ-ÉÎ×Á-
ÒÉÁÎÔÎÁ, ËÏÅÔÏ ÎÅ Å ×ÑÒÎÏ [72].
ôßÊ ËÁÔÏ (c =�2) É (c = 1) ÔÅÏÒÉÉÔÅ ÓÁ Ó×ßÒÚÁÎÉ ÞÒÅÚ ÐÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ

ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ (7.1.1), Á ÔÏËÁ Å ÅÄÉÎ É ÓßÝ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÔÁ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÐÒÏÓÔÏ Óß×ÐÁÄÁÔ
(Ó ÔÏÞÎÏÓÔ ÄÏ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÓËÁÌÁÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ) ×ÓÉÞËÉ ÒÅÚÕÌÔÁÔÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉ ×
(c =�2) ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÁÎÉ × ÔÁÚÉ Ó c = 1. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÓßÏÔ×ÅÔÓ-
Ô×ÉÅÔÏ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ, ÐÏÒÏÄÅÎÏ ÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖÄÕ ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ
Hl=2, ËÏÅÔÏ ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á ÐÒÏÓÔÏ × ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÐÒÉ ÐÒÅÈÏÄÁ
ÏÔ c = �2 ËßÍ c = 1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ, ÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ òÉÊÄ--íÉ-
ÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ, ÎÏ ×ÅÞÅ × ÕÎÉÔÁÒÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ. úÁ ÔÁÚÉ ÃÅÌ ÐßÒ×Ï ÝÅ ÚÁÐÉÛÅÍ
ÔÅÈÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ, ÚÁÄÁÄÅÎÉ Ó Õ-ÎÉÑ (4.14) É (4.15) × [41], ÞÒÅÚ ÎÁÛÉÔÅ K-ÆÕÎËÃÉÉ É
η-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ

χΨ
0 =

�1

2
[K1(τ;4)+K

�1(τ;4)]+η2
�

=2; χΨ
1 =

�1

2
[K1(τ;4)+K

�1(τ;4)]�η2
�

=2

χΨ
�1=8 = K0(τ;4); χΨ

3=8 = K2(τ;4)

1

2

�

χ+

r=q
+χ�

r=q

�

= K2r(τ;2ζ;4q);
1

2

�

χ+

r=q
�χ�

r=q

�

= K2r�2q(τ;2ζ;4q): (7.6.2)

ôÏÇÁ×Á ÚÁ "Ô×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ" ÈÒÁËÔÅÒÉ ÎÁ òÉÊÄ--íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ (q = 2)

χHR

(r+ 1
2 )=q;ev;tw

= K0(τ;4)K2r+1(τ;2ζ;8)+K2(τ;4)K2r�3(τ;2ζ;8)
(c!1)
�!
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7.6 óßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ ÎÁ òÉÊÄ É íÉÌÏ×ÁÎÏ×ÉÞ
ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ É ÎÅÊÎÏÔÏ ÐÏÄÏÂÒÅÎÉÅ

�! K1(τ;4)K2r+1(τ;2ζ;8)+K
�1(τ;4)K2r�3(τ;2ζ;8) = χ331

λ ; (7.6.3)

ËßÄÅÔÏ λ =

�

1; r = 0

�1; r = 1
É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

χHR

(r+ 1
2 )=q;od;tw

= K2(τ;4)K2r+1(τ;2ζ;8)+K0(τ;4)K2r�3(τ;2ζ;8)
(c!1)
�!

�! K
�1(τ;4)K2r+1(τ;2ζ;8)+K1(τ;4)K2r�3(τ;2ζ;8) = χ331

λ ; (7.6.4)

ËßÄÅÔÏ λ =

�

�3; r = 0

3; r = 1
.

ðÒÉ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÔÏ Å ÐÏ-ÓÌÏÖÎÏ. ðÏÒÁÄÉ ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ
ÞÅÔÎÏÓÔ × ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÓÅ ÐÏÑ×Ñ×Á ÓÁÍÏ ÓÕÍÁÔÁ (Ó ËÏÅÆÉÃÉÅÎÔ 2) ÎÁ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÈÁ-
ÒÁËÔÅÒÉ ÔÁËÁ, ÞÅ η2-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×Á × ÎÅÑ

χHR
r=q;ev;untw +χHR

r=q;od;untw =

1

2

�

K1(τ;4)+K
�1(τ;4)

�

K2r(τ;2ζ;8)+

+

1

2

�

K1(τ;4)+K
�1(τ;4)

�

K2r+4(τ;2ζ;8) =

=

1

2

n�

K1(τ;4)K2r(τ;2ζ;8)+K
�1(τ;4)K2r+4(τ;2ζ;8)

�

+

+

�

K
�1(τ;4)K2r(τ;2ζ;8)+K1(τ;4)K2r+4(τ;2ζ;8)

�o

; (7.6.5)

ËßÄÅÔÏ ÒÁÚÄÅÌÑÎÅÔÏ ÎÁ K-ÆÕÎËÃÉÉÔÅ × ÇÏÌÅÍÉÔÅ ÓËÏÂÉ Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎÏ Ó ÏÇÌÅÄ ÎÁ ÐÒÁ×É-
ÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ, ÓßÇÌÁÓÎÏ ËÏÅÔÏ K

�1(4) Å ÞÅÔÅÎ, Á K1(4) -- ÎÅÞÅÔÅÎ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ôÏÇÁ×Á,

ÐÒÉÎÏÓßÔ ÎÁ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ËßÍ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔa ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÚÁÐÉÛÅ

2jχHR
r=q;ev;untw +χHR

r=q;od;untwj
2
=

=

1

2

�

�

�

�

K1(4)K2r(8)+K
�1(4)K2r+4(8)

�

+

�

K
�1(4)K2r(8)+K1(4)K2r+4(8)

�

�

�

�

2

=

= jK1(4)K2r(8)+K
�1(4)K2r+4(8)j

2
+ jK

�1(4)K2r(8)+K1(4)K2r+4(8)j
2
: (7.6.6)

ðÏÓÌÅÄÎÉÑ ÉÚÒÁÚ Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁ Õ-ÎÉÅ (4.17) × [41] ÐÏÎÅÖÅ K
�1(τ;0;4) = K1(τ;0;4), ÎÏ

ÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÞÉÔÁÍÅ ÔÏÚÉ ÚÁÐÉÓ ÐÏÎÅÖÅ ÔÕË Å ÏÔÄÅÌÅÎ ÐÒÉÎÏÓÁ ËÁËÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÉÔÅ ÔÁËÁ É
ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ. KÁÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ÐÒÅÈÏÄÁ ËßÍ (c = 1) × ÐÏÓÌÅÄÎÉÔÅ 4 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ
ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

K1(4)K2r(8)+K
�1(4)K2r+4(8)

(c!1)
�! K2(4)K2r(8)+K0(4)K2r+4(8) = χ331

λ ; (7.6.7)

ËßÄÅÔÏ λ =

�

4; r = 0

2; r = 1
É ÓßÝÏ

K
�1(4)K2r(8)+K1(4)K2r+4(8)

(c!1)
�! K0(4)K2r(8)+K2(4)K2r+4(8) = χ331

λ ; (7.6.8)

ËßÄÅÔÏ λ =

�

0; r = 0

�2; r = 1
. ôÏ×Á, ×ÓßÝÎÏÓÔ ÏÚÎÁÞÁ×Á, ÞÅ ÓÌÅÄ ÐÒÅÈÏÄÁ ÏÔ (c = �2) ËßÍ

(c = 1) ÔÅÏÒÉÑÔÁ, ÐÒÉ ÚÁÐÁÚ×ÁÎÅ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁ-
ÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ÐÒÅÍÉÎÁ×Á × ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ. ïÂÒÁÔÎÁÔÁ ÐÏÓÏËÁ, ÏÔ (c = 1) ËßÍ
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(c = �2) Å ÂÅÚ ÏÓÏÂÅÎÏÓÔÉ É ÓÅ ÐÒÏ×ÅÒÑ×Á ÄÉÒÅËÔÎÏ. ïËÏÎÞÁÔÅÌÎÏ, ÚÁ ÓÔÁÔÓÕÍÉÔÅ ÎÁ
Ä×ÁÔÁ ÍÏÄÅÌÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

ZHR
() Z331

(c =�2)() (c = 1) (7.6.9)

éÚ×ÏÄ: ïÐÉÓÁÎÉÅÔÏ ÎÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ É ÎÅÇÏ×ÉÔÅ ×ßÚÂÕÖÄÁ-
ÎÉÑ ÞÒÅÚ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ Å ×ßÚÍÏÖÎÏ É ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×Ï.
÷ ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ËßÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÁÔÁ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏÓÔ ÎÁ ÓËÁÌÁÒÎÏÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ÎÁÍÅÒÅÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÉÔÅÖÁ×Á ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ,

ËÏÑÔÏ Óß×ÐÁÄÁ Ó ÔÁÚÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331, Ô.Å. ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁÔÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁ
ÐÏÌÅÔÏ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÏÔßÖÄÅÓÔ×ÅÎÁ Ó ÔÁÚÉ ÎÁ

ÍÏÄÅÌÁ 331.

ëÁËÔÏ ÓÅ ×ÉÖÄÁ ÏÔ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÚÁ ÍÏÄÅÌÉÔÅ 331 É HR
ÓÅ ÅÄÎÉ É ÓßÝÉ. ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÔÏ×Á ÓÅ ÉÚÒÁÚÑ×Á × ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÎÏÔÏ
ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ É ÚÁÒÅÄÅÎÁÔÁ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÔÅÏÒÉÑÔÁ (×ÉÖ Õ-
ÎÉÅ (4.9.34)), Ô.Å. ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ ÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÔ Kl(τ;4) É Kl(τ;2ζ;8).
úÁ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÄÒÕÇÉ ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁ ÓÄ×ÏÑ×ÁÎÅ (ÒÅÓÐ. ÄÒÕÇÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ)
ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÎÁÐÒÁ×É ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÁ ÍÏÄÕÌÁÒÎÏ ÉÎ×ÁÒÉÎÁÔÎÉÔÅ ÓÔÁÔÓÕÍÉ (ÔßÊ ËÁÔÏ
ÐÒÉ ÔÑÈÎÏÔÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉÚÉÒÁÎÅ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÔ ÔßÒÓÅÎÉÔÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ) ÚÁ

ÒÅÛÅÔßÞÎÁÔÁ òëôð Ó ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁA(

du(1)
2
;Γ4;8), Ó ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÁ çÒÁÍ Γ4;8 =

�

4 0

0 8

�

.

ðßÌÎÁÔÁ ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÎÁ ÔÅÚÉ S-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÉÔÅ ÓÔÁÔÓÕÍÉ Å ÎÁÐÒÁ×ÅÎÁ × [B] ËÁÔÏ Å ÉÚ-
ÐÏÌÚ×ÁÎ ÍÅÔÏÄÁ ×ß×ÅÄÅÎ × [31]. ÷ ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÓÁ ÐÏÌÕÞÅÎÉ 19 ÓÔÁÔÓÕÍÉ ÏÔ ËÏÉÔÏ 3�5 = 15

ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÉ (Ô.Å. ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÁÔÓÕÍÉ ÚÁ A(

du(1);2Z) É A(

du(1);2
p

2Z)) É 4 ÎÅ-
ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÉ. îÏ×É ËÏÍÐÌÅËÓÎÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÔ ÓÁÍÏ ÎÅÆÁ-
ËÔÒÏÉÚÕÅÍÉÔÅ ÓÔÁÔÓÕÍÉ, ÎÏ ÓÌÅÄ ÎÁÌÁÇÁÎÅÔÏ ÎÁ ×ÓÉÞËÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ [B] ÏÓÔÁ×Á
ÓÁÍÏ ÅÄÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁ ÓÕÍÁ, ËÏÑÔÏ Óß×ÐÁÄÁ ÓßÓ ÓÔÁÔÓÕÍÁÔÁ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331

(×ÉÖ Theorem 4.1 × [B]). ôÏ×Á ÄÏËÁÚ×Á, ÞÅ òëôð ÚÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ Å ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÁÔÁ ÄÏÐÕÓ-
ÔÉÍÁ ÅÆÅËÔÉ×ÎÁ ÔÅÏÒÉÑ ÚÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ × ÒÁÍËÉÔÅ ÎÁ ÒÅÛÅÔßÞÎÉÔÅ
ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ ÐÏÌÅÔÏ.
óßÝÅÓÔ×Õ×Á ÏÝÅ ÅÄÎÁ ×ßÚÍÏÖÎÁ òëôð ÚÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ, ËÏÑÔÏ Å

×ÓÅ ÏÝÅ × ÐÒÏÃÅÓ ÎÁ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ: ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ÐÒÉÔÅÖÁ×Á
ÄÏÐßÌÎÉÔÅÌÎÁ Z2 ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÎÏ ÚÁÒÑÄÏ×ÏÔÏ ÓÐÒÑÇÁÎÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ. áËÏ ÓÅ
ÆÁËÔÏÒÉÚÉÒÁ ÐÏ ÔÁÚÉ ÓÉÍÅÔÒÉÑ, ÓßÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÉÑÔÁ ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÉÔÅ (×ÉÖ § 4), ÐÏÌÕÞÅ-
ÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÝÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ×ÓÉÞËÉ ÏÓÔÁÎÁÌÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ.

7.7 áÂÅÌÅ×Á É ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

ïÓÎÏ×ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÎÁ ×ßÚÂÕÖÄÁÎÉÑÔÁ × ÅÄÎÁ èÏÌÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÁ ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ
ÓÌÉ×ÁÎÅ, Ô.Å. ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÚÁ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÎÅ ÎÁ ÎÏ×É ÞÁÓÔÉÃÉ ÓßÓÔÁ×ÅÎÉ ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ. ÷ÁÖÎÏ
ÎÅÝÏ Å ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÔÁ ÆÁÚÁ, ËÏÑÔÏ ÐÒÉÄÏÂÉ×ÁÔ ËÏÒÅÌÁÃÉÏÎÎÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÇÁÔÏ Ä×Å
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7.7 áÂÅÌÅ×Á É ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ

Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉ ÓÉ ÒÁÚÍÅÎÑÔ ÍÅÓÔÁÔÁ. ðÒÉ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÆÁÚÁÔÁ ÓÅ ÚÁÍÅÎÑ ÓßÓ

Ô.ÎÁÒ. "braid" ÍÁÔÒÉÃÁ.
÷ßÐÒÅËÉ ÏÂÝÏÐÒÉÅÔÏÔÏ ÓÈ×ÁÝÁÎÅ, ÞÅ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉÔÅ × ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ

ÓÅ ÐÏÄÞÉÎÑ×ÁÔ ÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ Å
ÁÂÅÌÅ×Á, ÐÏÒÁÄÉ ÓÏßÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÔÏ Ó ÁÂÅÌÅ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ 331.
ïÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ÐÏËÁÚ×Á, ÞÅ (c = �2) ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ èÁÌ-

ÄÅÊÎ--òÅÚÁÊ ÍÏÖÅ ÄÁ ÓÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁ ËÁÔÏ ÇÒÁÎÉÞÎÁ ÔÏÞËÁ × ÓÅÒÉÑÔÁ ÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉ ÍÏÄÅÌÉ
ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ

∆r;r0 =
(rp0� pr0)2

� (p� p0)2

4pp0
; cp;p0 = 1�6

(p� p0)2

pp0
(7.7.1)

(r < p; r0 < p0) ÚÁ p = 1; p0 = 2. ôÏÇÁ×Á ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ [r;s] ÏÔ ÔÁÂÌÉÃÁÔÁ ÎÁ ëÁÃ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÏÔ ÔÉÐÁ SU(2)�SU(2) [27]

[r;s]� [r0;s0] = ∑
0� n�min(r;r0)�1

0� m�min(s;s0)�1

[jr� r0j+1+2n; js� s0j+1+2m]; (7.7.2)

ËÏÉÔÏ ÓÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×É.
ðÒÉÍÅÒ: ðÏÌÅÔÏ [3;1].
ôÏ×Á Å SU(2) ÔÒÉÐÌÅÔÁ V

j
m ÓßÓ ÓÐÉÎ j = 1 É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ 3 (6.4.60). ïÔ ÅÄÎÁ ÓÔÒÁÎÁ, ÓßÇÌÁ-

ÓÎÏ (7.7.2), Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ

[3;1]� [3;1] = [1;1]+ [3;1]+ [5;1]: (7.7.3)

ôßÊ ËÁÔÏ ÐÏÌÅÔÁÔÁ, ËÏÉÔÏ ÓÅ ÒÁÖÄÁÔ ÐÒÉ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÞÁÓÔ×ÁÔ × ÓÉÎÇÕÌÁÒÎÁÔÁ
ÞÁÓÔ ÎÁ òïð ÐÏÌÅÔÏ [5;1] ÎÑÍÁ ÄÁ ÐÒÉÓßÓÔ×Á, ÐÏÎÅÖÅ ∆5;1 = 10 > 2∆3;1. ïÔ ÄÒÕÇÁ ÓÔÒÁÎÁ,
ÆÏÒÍÕÌÉÔÅ (6.4.60) ÎÉ ÐÏÚ×ÏÌÑ×ÁÔ ÄÁ ÐÒÅÓÍÅÔÎÅÍ ÄÉÒÅËÔÎÏ ÓÉÎÇÕÌÁÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ òïð
ËÁÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÍÅ òïð ÚÁ Ψ�:

V 1
1 (z)V

1
�1(w) '

2

(z�w)6
�

6T (w)

(z�w)4
�

3∂T (w)

(z�w)3
+

9

10

∂2T (w)

(z�w)2
+ � � �

+ 2
V 1

0 (w)

(z�w)3
�5

∂V 1
0 (w)

(z�w)2
+ � � � (7.7.4)

ðÏÌÅÔÁÔÁ 1;T (w);∂T (w);∂2T (w) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÔÏ [1;1] ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁÔÁ, ÄÏ-
ËÁÔÏ V 1

0 ;∂V 1
0 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ [3;1]. ðÒÉÓßÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÐÏ×ÅÞÅ ÏÔ ÅÄÉÎ

ÓÅËÔÏÒ × òïð Å ÂÅÌÅÇ ÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, ÏÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ
ÍÉÎÉÍÁÌÎÉÔÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÐßÒ×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ (7.7.1) ÓÅ ÐÏÄÞÉÎÑ×ÁÔ ÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉ-
ËÁ.
ïÔ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(

du(1);2Z), ÏÂÁÞÅ, ÐÏÌÅÔÁÔÁ
V 1

0 ;∂V 1
0 ÏÔÎÏ×Ï ÐÏÐÁÄÁÔ × ËÌÁÓÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÁÔÁ, ÐÏÎÅÖÅ × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÓÁ [l=2],

(l = �1;0;1;2), ÔßÊ ËÁÔÏ ÓÁ ÎÅÕÔÒÁÌÎÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ × òïð ÕÞÁÓÔ×Á ÓÁÍÏ ËÌÁÓÁ ÎÁ
ÅÄÉÎÉÃÁÔÁ, Ô.Å. ÎÑÍÁ ÂÅÌÅÚÉ ÎÁ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ.
ðßÌÎÏÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï ÎÁ Ô×ßÒÄÅÎÉÅÔÏ, ÞÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ Å ÁÂÅÌÅ×Á ÓÌÅÄ×Á ÏÔ ÏÔßÖ-

ÄÅÓÔ×Ñ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ Ä×ÁÔÁ ÍÏÄÅÌÁ.
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8 íÁËÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÏ c= 3 ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÓÄ×ÏÅÎÉ èÏ-
ÌÏ×É ÓßÓÔÏÑÎÉÑ

8.1 òÁÃÉÏÎÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁdu(1)
3
-- ÍÏÄÅÌ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ

äÏ ÔÏÚÉ ÍÏÍÅÎÔ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÈÍÅ ÓÁÍÏ ÚÁÒÑÄÏ×É ÒÅÛÅÔËÉ ÏÔ ÒÁÎÇ 2 (ËÏÉÔÏ ÏÔÇÏ×ÁÒÑÔ ÎÁ
ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ×ÁÒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ c = 2). éÚÇÌÅÖÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÏ ÄÁ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÉÍ, ÞÅ ÚÁÒÑÄÏ×ÉÔÅ ÒÅÛÅÔËÉ Ó×ßÒÚÁÎÉ Ó Ë×ÁÎÔÏ×Ï èÏÌÏ×É ÆÌÕÉÄÉ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÉÍÁÔ
ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ ×ßÚÍÏÖÅÎ ÒÁÎÇ. ïÔ ÔÁÚÉ ÇÌÅÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÍÏÖÅ ÄÁ ÉÚÇÌÅÖÄÁ ÉÚÌÉÛÎÏ ÄÁ ÔßÒÓÉÍ
ÒÅÛÅÔËÉ Ó ÐÏ-×ÉÓÏË ÒÁÎÇ, ËÏÇÁÔÏ ÉÍÁÍÅ ÚÁÄÏ×ÏÌÉÔÅÌÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ν =

1
2
ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ

ÞÒÅÚ A(

du(1)
2
;Γ).

ëÁËÔÏ ÏÂÁÞÅ ÏÔÂÅÌÑÚ×ÁÔ æÒØÏÌÉÈ,ýÔÕÄÅÒ É ôÉÒÁÎ (æýô) (×Ö. § 5 É § 7 É ôÁÂÌÉÃÁ

B.2 × Appendix B × [50]) ÓßÝÅÓÔ×Õ×Á ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÒÁÎÇ 3, ËÏÑÔÏ ÄÅÆÉÎÉÒÁ "ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏ
ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ" ÍÏÄÅÌ ÚÁ ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ Ó ν =

1
2
. éÚÕÞÁ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÔÏÚÉ ÍÏÄÅÌ ÓÅ ÏËÁÚ×Á ÄÏ-

ÓÔÁ ÐÏÌÅÚÎÏ: ËÁËÔÏ ÓÅ ÏÔÂÅÌÑÚ×Á × [50] ÔÏÊ ÓßÄßÒÖÁ ÌÏËÁÌÎÁ SU(2)�SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑ
ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÁ ÎÁ ÓÐÉÎÏ×É ×ßÒÔÅÎÉÑ É ÒÁÚÍÑÎÁ ÎÁ ÓÌÏÅ×ÅÔÅ.
îÉÅ ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ c = 2 ÍÏÄÅÌÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÎ × § 4 ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎ ËÁÔÏ

U(1) (÷ÁÊÌÏ×Á ÞÁÓÔ) ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ æýô ÍÏÄÅÌÁ.
èÉÒÁÌÎÁÔÁ èÏÌÏ×Á ÒÅÛÅÔËÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ æýô, Ô.Å. Ä×ÏÊËÁÔÁ (G;Q) Å ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÁ ×

ÎÏÒÍÁÌÅÎ ÂÁÚÉÓ (Õ-ÎÉÅ (9.5) [50]) ËÁËÔÏ ÓÌÅÄ×Á

Γ = Γ
phys

= fZq+Z

~α1
+Z

~α2
g; GΓ =

0

@

3 1 1

1 2 0

1 0 2

1

A

; Q= q

�

=

1

2
(q�

~α1
+

~α2

2
): (8.1.1)

óÔÒÕËÔÕÒÁÔÁ ÎÁ ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ É ÔÅÈÎÉÔÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ Å ÐÏÄÏÂÎÁ ÎÁ
ÔÁÚÉ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ. ÷ ÓÉÌÁ Å

Γ�=Γ = Z8 () jΓj= det GΓ = 8); (8.1.2)

ÎÅÎÕÌÅ×ÉÔÅ ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÎÁ ÁÄÉÔÉ×ÎÁÔÁ ÇÒÕÐÁ Γ�=Γ (ÐÏÄÏÂÎÏ ÎÁ ÂÁÚÉÓÁ (4.3.4) ÎÁ L�=L )
ÉÍÁÔ ×ÉÄÁ:

�

~α�

1 =�

1

8
(5~α1

+

~α2
)�

1

4
q 2 �

~α�

1 +Γ; ∆
�1 =

1

2
j

~α�

1j
2
=

5

16
; (Qj

~α�

1) =�

1

4
;

�(2~α�

1�~α1
) =�

1

4
(

~α1
+

~α2
)�

1

2
q 2 �2~α�

1 +Γ;

∆
�2 =

1

4
; (Qj2~α�

1�~α1
) =�

1

2
;

�(3~α�

1�2~α1
+q) =�

1

8
(3~α2

�

~α1
)�

1

4
q 2 �3~α�

1 +Γ;

∆
�3 =

5

16
; (Qj3~α�

1�2~α1
+q) =

1

4
;

1

2
(

~α1
+

~α2
) 2 4~α�

1 +Γ; ∆4 =
1

2
;

�

Qj

(

~α1
+

~α2
)

2

�

= 0: (8.1.3)
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8.1 òÁÃÉÏÎÁÌÎÏ ÒÁÚÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ du(1)
3
-- ÍÏÄÅÌ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ

ïÔÎÏ×Ï, ËÁËÔÏ ÐÒÉ ÍÏÄÅÌÁ 331, ÓÅËÔÏÒÉÔÅ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÓÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÅÎÉ × ôÁÂÌÉÃÁ 3

ôÁÂÌÉÃÁ 3: óÅËÔÏÒÉ ÎÁ ÓÕÐÅÒÏÔÂÏÒ ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ æýô

ËÏÓÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌ ÚÁÒÑÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔ
(λ) = λ~α�

1 +Γ q

�

(Qjq

�

) ∆ =

1
2
jq

�

j

2

(0) 0 0 0

(�1) �

~α�

1 �

1
4

5
16

(�2) �(2~α�

1�
~α1

) �

1
2

1
4

(�3) �(3~α�

1�2~α1
+q) �

1
4

5
16

(4) 1
2
(

~α1
+

~α2
) 0 1

2

ôÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ∆2n ÏÔÇÏ×ÁÒÑÝÉ ÎÁ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ Ó ÞÅÔÅÎ ÚÁÒÑÄ
ÏÔ ÎÅÔ×ÉÓÔÉÒÁÎÉÑ ÓÅËÔÏÒ (∆0 = 0; ∆

�2 =

1
4
; ∆4 =

1
2
) Óß×ÐÁÄÁÔ ÔÏÞÎÏ Ó ÔÅÚÉ ÏÔ Z4 ÐÏÄ-

ÇÒÕÐÁÔÁ ÎÁ L�=L ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÞÒÅÚ (4.3.4) ÚÁ m = 2. óßÝÏÔÏ Å ×ÑÒÎÏ É ÚÁ ÍÉÎÉÍÁÌÎÉÔÅ
ÓÔÏÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓËÁÌÁÒÎÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁQ Ó ×ÅËÔÏÒÉÔÅ ×ß× ×ÓÅËÉ ÏÔ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÉÚÂÒÏ-
ÅÎÉ × ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ ËÏÌÏÎÁ ÎÁ Õ-ÎÉÅ (8.1.3). ÷ Ä×ÁÔÁ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÁÊ-ÍÁÌËÉÑÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ
(ÄÒÏÂÅÎ) ÅÌÅËÔÒÉÞÅÎ ÚÁÒÑÄ ÎÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÁ Å 1

4
.

òÅÛÅÔËÁÔÁ Γ (8.1.1) ÉÚÐßÌÎÑ×Á ÕÓÌÏ×ÉÅÔÏ Q3 ÚÁ ×ÒßÚËÁ ÍÅÖÄÕ ÚÁÒÑÄÁ É ÓÔÁÔÉÓÔÉ-
ËÁÔÁ. ðÒÉ ÔÏ×Á Γ

phys

ÓßÄßÒÖÁ Ä×ÏÊËÁ ×ÅËÔÏÒÉ q

i
; i = 1;2, ËÏÉÔÏ ÚÁÅÄÎÏ Ó ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ

ÅÌÅËÔÒÉÞÎÉÑ ÚÁÒÑÄQ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ Q1 -- Q3 Ó ÆÁËÔÏÒ ÎÁ ÚÁÐßÌ×ÁÎÅ ν = (QjQ) = 1=2.
úÁ ÄÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÍ ÔÏ×Á Ô×ßÒÄÅÎÉÅ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÍÅ ÏÔ ÎÏÒÍÁÌÎÉÑ ÂÁÓÉÓ (8.1.1) ÎÁ Γ ËßÍ

ÎÅÊÎÉÑ ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ ÂÁÚÉÓ (æýô [50] § 3),

q

1
= q�

~α1
; q

2
= q�

~α2
; q

3
= q ()

~αi
= q

3
�q

i
; i = 1;2;3) (8.1.4a)

ËÏÊÔÏ ÓÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÁ ÞÒÅÚ

GΓ(q
i
) =

�

(q

i
jq

j
)i; j=1;2

�

=

0

@

3 1 2

1 3 2

2 2 3

1

A

; (Qjq

i
) = 1: (8.1.4b)

ðÏÌÕÞÅÎÁÔÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌÎÁ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(Γ) ÏÔÎÏ×Ï ÍÏÖÅ ÄÁ
ÂßÄÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎÁ ËÁÔÏ Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÏ ÎÁ ÏÒ-
ÔÏÇÏÎÁÌÎÁÔÁ ÒÅÛÅÔËÁ Γ2;1;1 (ËÏÑÔÏ ÒÁÚÛÉÒÑ×Á Γ)

(Γ�)Γ2;1;1 = fZe

0
�Ze

1
�Ze

2
g; e

0
= 2Q= q� e

1
; e1

=

1

2
(

~α1
+

~α2
);

e2
=

1

2
(

~α1
�

~α2
); (e

µ
je

ν
) = je

µ
j

2δµν; µ;ν = 0;1;2; je0
j

2
= 2; je1

j

2
= je

2
j

2
= 1: (8.1.5)

îÁÉÓÔÉÎÁ, ÁËÏ ×ß×ÅÄÅÍ ÔÏËÁ

Jσ
(z) = JQ(z)+ J

~α1

(z) (

~α1
= e

1
+ e

2
; JQ(z) =

1

2
Je

0

(z)); (8.1.6)
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ÔÏÇÁ×Á ×ßÔÒÅÛÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚßÍ σ ÎÁ ÒÁÚÛÉÒÅÎÁÔÁ ÈÉÒÁÌÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÚÁÄÁÄÅÎ Ó

σ(A) = e

iπJσ
0 A e

�iπJσ
0
; for A 2 A2;1;1 (8.1.7)

ÏÓÔÁ×Ñ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ×ÓÅËÉ ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ A(Γ) É ÐÒÏÍÅÎÑ ÚÎÁËÁ
ÎÁ ÏÓÎÏ×ÎÉÔÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÉ ÎÁ ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÚÁÒÑÄÁ E�e

ν
É ÁÓÏÃÉÉÒÁÎÉÔÅ âÏÚÅ (ÚÁ ν = 0)

É æÅÒÍÉ (ÚÁ ν = 1;2) ÌÏËÁÌÎÉ ÚÁÒÅÄÅÎÉ ÐÏÌÅÔÁ.
÷ ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ ðÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ þÅÔÎÏÓÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÏ ÓÈÅÍÁÔÉÞÎÏ

0

@

3 1 1

1 2 0

1 0 2

1

A

=

0

@

2 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

,

(�1)ω1+ω2+ω3
= 1; (8.1.8)

Ô.Å. ÅÌÅÍÅÎÔßÔ~ω = ωi e
i
2 Γ2;1;1 (ωi 2Z) Å ÓßÝÏ ÅÌÅÍÅÎÔ ÎÁ Γ (8.1.1) ÔÏÇÁ×Á É ÓÁÍÏ ÔÏÇÁ×Á,

ËÏÇÁÔÏ (�1)ω1+ω2+ω3
= 1. ëÁËÔÏ ÝÅ ×ÉÄÉÍ ÐÏ ÎÁÔÁÔßË ÍÏÄÅÌßÔ 331 ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ ÔÏÚÉ

ÍÏÄÅÌ ÞÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÒÉ ËÏÑÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ (8.1.8) ÐÒÅÍÉÎÁ×Á ×
ÔÏ×Á (4.5.5) ÚÁ ÍÏÄÅÌÁ 331.
èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ χΓ

λ(τ;ζ) ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÈÉÒÁÌÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ A(Γ)
ÓÅ ÄÁ×ÁÔ ÓßÓ ÓÌÅÄÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇ ÎÁ (4.9.34)

χΓ
λ(τ;ζ) = e

�

π
2
(Imζ)2
Imτ

ch

λ
Γ(τ;ζ) (8.1.9a)

ch

λ
Γ(τ;ζ) = K0(τ;2)Kλ(τ;2)K

�λ(τ;2ζ;8)+K1(τ;2)Kλ+1(τ;2)K4�λ(τ;2ζ;8) (8.1.9b)

(λ mod 8). äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ (8.1.9) Å ÎÁÐßÌÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁ ÔÏ×Á ÚÁ (4.9.34).
ôÁËÁ ÏÔÎÏ×Ï ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ ÓÔÁÔÓÕÍÁ, ËÏÑÔÏ Å (T 2

;S;U;V) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ

ZΓ(τ;ζ) =
4

∑
λ=�3

jχΓ
λ(τ;ζ)j

2
: (8.1.10)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ æýô ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á ×ÓÉÞËÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÉ ÆÉÚÉÞÅÓËÉ ÕÓÌÏ-

×ÉÑ ÚÁ èÏÌÏ× ÆÌÕÉÄ Ó ν = 1=2. ÷ ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ËßÍ ÔÏ×Á, ÔÏÚÉ ÍÏÄÅÌ ÐÒÉÔÅÖÁ×Á[su(2)


[su(2) ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å ËÁÔÏ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁA(Γ)ÐÏÒÏÄÅÎÁ ÏÔ ÚÁÒÅÄÅÎÉÔÅ ÔÏËÏ×ÅE�

~αi
(z)

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ

[E
~αi

(z1);E
�

~α j

(z2)] =

�

J
~αi

(z2)δ(z12)�δ0(z12)

�

δi j; (8.1.11)

ËßÄÅÔÏ J~α ÓÁ ÓßÏÔ×ÅÔÎÉÔÅ ëÁÒÔÁÎÏ×É ÔÏËÏ×Å (ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÝÉ ×ÅÞÅ × (8.1.6)) ËÏÉÔÏ ËÏÍÕ-

ÔÉÒÁÔ Ó ÅÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÉÑ (u(1) - ) ÔÏË JQ(z) (ÄÅÆÉÎÉÒÁÎ × Õ-ÎÉÅ (8.1.6)). ôÏÊ ÏÓÉÇÕÒÑ×Á
ÌÏËÁÌÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÑ ÎÁ SU(2)

spin

�SU(2)

layer

ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ (ÏÐÒÁ×ÄÁ×ÁÝÁ ÎÁ-
ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÔÏ ÎÁ æýô "ÍÁËÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÎ").
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8.2 ëÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ: 331 ÍÏÄÅÌ É ðÆÁÆÏ× ÍÏÄÅÌ

8.2 ëÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ: 331 ÍÏÄÅÌ É ðÆÁ-
ÆÏ× ÍÏÄÅÌ

òÅÁÌÉÚÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ν =

1
2
ÓßÓÔÏÑÎÉÅÔÏ ÞÒÅÚ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁ A(L) ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ 331 ÄÁÄÅÎÁ × ÐÒÅÄ-

ÈÏÄÎÉÔÅ ÐÁÒÁÇÒÁÆÉ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÁ ÏÔ ÍÏÄÅÌÁæýô ÁËÏ ÐÒÅÍÁÈÎÅÍU(1)
ÔÏËÁ

I(z)(� Je
2

(z)) =
1

2

�

J
~α1

(z)� J
~α2

(z)
�

(8.2.1)

ÐÏÒÏÄÅÎ ÏÔ Ä×ÏÊËÁÔÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÉ ÷ÁÊÌÏ×É ÓÐÉÎÏÒÉ

ϕ(z) = E�e

2

(z); ϕ�(z) = Ee

2

(z) ) I(z) = :ϕ�(z)ϕ(z):: (8.2.2)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔ, ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ

TL(z) =
1

2
:
n

J1(z)J
1
(z)+ J2(z)J

2
(z)
o

:; (8.2.3)

ËßÄÅÔÏ fJi
g É fJig ÓÁ ÄÕÁÌÎÉÔÅ ÂÁÚÉÓÉ ÎÁ ëÁÒÔÁÎÏ×ÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ A(L) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á

ÏÔ ÔÅÎÚÏÒÁ TΓ(z) ÎÁ A(Γ) ÞÒÅÚ ÉÚ×ÁÖÄÁÎÅ ÎÁ ÐÒÉÎÏÓÁ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ óÕÇÁ×ÁÒÁ) ÎÁ
I(z):

TL(z) = TΓ(z)�
1

2
:I2

(z):: (8.2.4)

ó ÄÒÕÇÉ ÄÕÍÉ A(L) ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ A(Γ) ÁËÏ "ÏÔËÁÌÉÂÒÉÒÁÍÅ" ×ÔÏÒÉÑ ÆÁËÔÏÒ × ÒÁÚÛÉ-
ÒÅÎÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ

A(Γ2;1;1) = A(Γ2;1)
A(Γ1) (8.2.5)

ÓßÏÔ×ÅÔÓÔ×ÁÝÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÔÁ (8.1.5) É ÓÌÅÄ ÔÏ×Á ÎÁÐÒÁ×ÉÍ Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄ.
ïÂÏÂÝÁ×ÁÊËÉ ÔÁÚÉ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÍÏÖÅÍ ÏÝÅ ÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ðÆÁÆÏ×ÉÑ ÍÏÄÅÌ ËÁÔÏ ËÁÌÉ-

ÂÒÏ×ßÞÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ [B] ËÁËÔÏ ÔÏ×Á ÂÅÛÅ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÏ × § 5.
îÁËÒÁÑ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÏÔÂÅÌÅÖÉÍ, ÞÅ ðÆÁÆÏ×ÉÑÔ ÍÏÄÅÌ ÓÅ ÐÏÌÕÞÁ×Á ÏÔ ÍÏÄÅÌÁ ÎÁæÒØÏ-

ÌÉÈ ÞÒÅÚ Ä×Å ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÉ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ, ËÏÉÔÏ ÓÁ ÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÎÁ ÁÆÉÎ-
ÎÉÑ ËÏÓÅÔ

Ising=

\su(2)1�
\su(2)1

\su(2)2

: (8.2.6)

îÁÉÓÔÉÎÁ, ÐÒÉ ÐßÒ×ÁÔÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÓÅ ÐÒÅÍÁÈ×Á du(1)-ÔÏËÁ (8.2.1) ÐÒÉ ËÏÅÔÏ ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ
331 ÍÏÄÅÌÁ. óÌÅÄ×ÁÝÁÔÁ ÓÔßÐËÁ Å ÄÁ ÕÎÉÝÏÖÉÍ ÉÍÁÇÉÎÁÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÷ÁÊÌÏ×ÉÑ ÆÅ-
ÒÍÉÏÎ ÏÓÔÁ×ÁÝ × 331 ÍÏÄÅÌÁ (×ÉÖ § 5), ËÏÊÔÏ Å íÁÊÏÒÁÎÏ× ÆÅÒÍÉÏÎ. ëÏÍÂÉÎÉÒÁÊËÉ
ÔÅÚÉ Ä×Å ÓÔßÐËÉ É ÏÔÞÉÔÁÊËÉ ÒÅÌÁÃÉÑÔÁ

Ising


du(1) =\su(2)2

ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ Õ-ÎÉÅ (8.2.6).
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äïðÿìîåîéå A áîáìéôéþîá δ-æõîëãéñ

äÏÐßÌÎÅÎÉÅ A áÎÁÌÉÔÉÞÎÁ δ-ÆÕÎËÃÉÑ
éÚÈÏÖÄÁÍÅ ÏÔ ÄÅÆÉÎÉÃÉÑÔÁ ÎÁ δ-ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

hδz1
jui= u(z1) =

I

S1

δ(z1� z2)u(z2)
dz2

2πi
; (A.1)

ËßÄÅÔÏ ÐÒÏÂÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ u(z) Å ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ × ËÒßÇÏ×ÉÑ ×ÅÎÅÃ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÏÔ ËÏÎÔÕÒÉÔÅ
CR ÉCρ ÉÚÏÂÒÁÚÅÎÉ ÎÁ æÉÇ. 15.

æÉÇÕÒÁ 15: ëÏÎÔÕÒÉÔÅ CR É Cρ ÐÏ ËÏÉÔÏ ÓÅ ÉÚ×ßÒÛ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÁÎÅÔÏ ÐÒÉ ìÏÒÁÎÏ×ÏÔÏ
ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁ δ-ÆÕÎËÃÉÑÔÁ

-

Cρ

CR

sz0

s

z1

A

D

B

C
s

s

>

s

s

=

-

=

�

äÁ ÐÒÉÌÏÖÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÔÁ ÎÁ ëÏÛÉ ÚÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ u(z)

u(z1) =
1

2πi

I

Γ

u(z2)

z2� z1
dz2; (A.2)

ËßÄÅÔÏ ÚÁÔ×ÏÒÅÎÉÑ ËÏÎÔÕÒ ÓÅ ÏÆÏÒÍÑ ÏÔ Γ =CR +C̄ρ + ~AB+

~CD. ëÁÔÏ ÏÔÞÅÔÅÍ, ÞÅ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÉÔÅ ÐÏ ËÏÎÔÕÒÉÔÅ ~AB É ~CD ÓÅ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÁÔ ×ÚÁÉÍÎÏ

B
Z

A

u(z2)

z2� z1
dz2 =�

D
Z

C

u(z2)

z2� z1
dz2 (A.3)

ÚÁ ÐßÌÎÉÑ ËÏÎÔÕÒÅÎ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÚÁÐÉÛÅÍ

u(z1) = hδz1
jui=

1

2πi

n

I

CR

u(z2)

z2� z1
dz2�

I

Cρ

u(z2)

z2� z1
dz2

o

: (A.4)
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äÁ ÐÒÅÒÁÂÏÔÉÍ ÐÏÏÔÄÅÌÎÏ Ä×ÁÔÁ ËÏÎÔÕÒÎÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ:

1. ëÏÇÁÔÏ z2 2CR: jz2� z0j> jz0� z1j )

1

z2� z1
=

1

z2� z0

∞

∑
n=0

�z1� z0

z2� z0

�n

)

I

CR

u(z2)

z2� z1
dz2 =

I

CR

1

z2� z0

∞

∑
n=0

�z1� z0

z2� z0

�n

u(z2)dz2:

(A.5)

2. ëÏÇÁÔÏ z2 2Cρ: jz1� z0j> jz2� z0j )

1

z2� z1
=�

1

z1� z0

∞

∑
n=0

�z2� z0

z1� z0

�n

=�

�1

∑
n=�∞

(z1� z0)
n

(z2� z0)
n+1

: (A.6)

ïÓ×ÅÎ ÔÏ×Á ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÏÒÍÉÒÁÍÅ ËÏÎÔÕÒÁ Cρ ! CR ÂÅÚ ÄÁ ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÍÅ ÐÒÅÚ
ÏÓÏÂÅÎÉ ÔÏÞËÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ

I

Cρ

u(z2)

z2� z1
dz2 =�

I

CR

�1

∑
n=�∞

(z1� z0)
n

(z2� z0)
n+1

u(z2)dz2: (A.7)

ôÁËÁ, × ËÒÁÊÎÁ ÓÍÅÔËÁ, ÐÏÌÕÞÁ×ÁÍÅ

hδz1
jui=

I

S1

δ(z1� z2)u(z2)
dz2

2πi
=

I

CR

∞

∑
n=�∞

(z1� z0)
n

(z2� z0)
n+1

u(z2)
dz2

2πi
: (A.8)

ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÝÎÏÓÔÔÁ, ÉÚÂÉÒÁÍÅ z0 = 0 ÉCR � S1, ÔÁËÁ ÞÅ

δ(z1� z2) =

1

z2

∞

∑
n=�∞

�z1

z2

�n

=

1

z1

∞

∑
n=�∞

�z2

z1

�n

=

1

z1

∞

∑
n=0

�z2

z1

�n

+

1

z2

∞

∑
n=0

�z1

z2

�n

=

=

1

z1� z2
+

1

z2� z1
; (A.9)

ËßÄÅÔÏ ÉÚÐÏÌÚ×ÁÈÍÅ ÏÚÎÁÞÅÎÉÅÔÏ

1

z1� z2

def

= lim
z1 ! z2

jz1j> jz2j

1

z1� z2
= lim

jz1j!jz2j+

1

z1� z2
: (A.10)

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (A.9) ÉÚÒÁÚÑ×Á ÔßÖÄÅÓÔ×ÏÔÏ ÎÁ óÏÈÏÃËÉ.
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äïðÿìîåîéå B îåðòé÷ïäéíé ðòåäóôá÷ñîéñ îá áâåìå÷áôá
çòõðá ZN

äÏÐßÌÎÅÎÉÅ B îÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕ-
ÐÁ ZN

îÅËÁ
ZN =

n

g = e

2πi
µ
N

�

�

�

0� µ� N�1
o

: (B.1)

ôÏÇÁ×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÔÏ

(0) ϕ : ZN ! End V

(i) ϕ(1) = 1

(ii) ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) 8 g1;g2 2 ZN (B.2)

ÓÅ ÎÁÒÉÞÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ZN. âÒÏÑÔ ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ
ÎÁ ÅÄÎÁ ËÒÁÊÎÁ ÇÒÕÐÁ Å ÒÁ×ÅÎ ÎÁ ÂÒÏÑ ÎÁ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÏÓÔ [38, 37], ËÏÉÔÏ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×ÁÔ ÏÒÂÉÔÉÔÅ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ ×ßÒÈÕ ÓÅÂÅ ÓÉ

[g] = fh�1gh j g 2 ZNg: (B.3)

úÁ ÅÄÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ hg = gh É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ×ÓÅËÉ ËÌÁÓ ÎÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÏÓÔ ÓßÄßÒÖÁ ÐÏ
ÅÄÉÎ ÅÌÅÍÅÎÔ, Ô.Å. ÂÒÏÑÔ ÎÁ ËÌÁÓÏ×ÅÔÅ ÎÁ ÓÐÒÅÇÎÁÔÏÓÔ (ÒÅÓÐÅËÔÉ×ÎÏ ÂÒÏÑÔ ÎÁ ÎÅÅË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÉÔÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ) Óß×ÐÁÄÁ Ó ÐÏÒÑÄßËÁ jZNj= N ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÇÒÕÐÁ.
óßÝÏ ÔÁËÁ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÔÅ ni ÎÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÔ [38]

∑
i

n2
i = jGj; )

N�1

∑
i=0

n2
i = jZNj= N ) ni = 1 8i:

ôÁËÁ ×ÉÖÄÁÍÅ, ÞÅ ×ÓÉÞËÉ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÅÄÎÁ ËÒÁÊÎÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ
ÓÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉ (ÄÉÒÅËÔÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌÓÔ×Ï ÎÁ ÔÏÚÉ ÆÁËÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÏ ÏÝÅ Ó
ÐÏÍÏÝÔÁ ÎÁ ÌÅÍÁÔÁ ÎÁ ûÕÒ.)
óÅÇÁ ÍÏÖÅÍ ÄÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÍÅ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ:

ϕα(h) 2 End C

ϕα(h)x = hαx; 8h 2 ZN; 8x 2 C : (B.4)

ðÒÏ×ÅÒÑ×ÁÍÅ ÄÅÆÉÎÉÃÉÏÎÎÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

(i) : ϕα(1)x = (1)αx = 1:x

(ii) : ϕα(g1)ϕα(g2)x = (g1)
α
(g2)

αx = (g1:g2)
αx = ϕα(g1:g2)x:

(B.5)

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ, Õ-ÎÉÅ (B.4) ÎÁÉÓÔÉÎÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÅ ÎÁ ZN.
ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ×ßÒÈÕ α
1) ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÏÓÔ:
ôßÊ ËÁÔÏ ZN Å ÃÉËÌÉÞÎÁ ÇÒÕÐÁ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ

hN
= 1 8 h 2 ZN )
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ϕα(h
N
) = ϕα(1) = 1 = hαN

= e

2πi
µ
N

αN
= e

2πiµα
= 1:

îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ µ = 0; : : : ;N�1 ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔßÒßÔ α ÎÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÉÔÅ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ZN ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×Á α 2 Z.
2) ðÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔ:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ × ÔÏÚÉ ÓÌÕÞÁÊ Å ÉÚÐßÌÎÅÎÏ

ϕα+N(g)� ϕa(g):

ôÏÇÁ×Á ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉÔÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕÐÁÔÁ ZN ÓÅ ÚÁÄÁ×ÁÔ Ó

8g = e

2πi
µ
N
2 ZN

ϕα(g) = gα
; α mod N (íàïð: 0� α� N�1): (B.6)

âÒÏÑÔ ÎÁ ÔÁËÁ ÄÅÆÉÎÉÒÁÎÉÔÅ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ (ËÏÉÔÏ ÓÁ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ,
ÐÏÎÅÖÅ ÓÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉ ) Å N, Ô.Å. ÔÏ×Á ÓÁ ×ÓÉÞËÉÔÅ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÉ ÎÅÅË×É×ÁÌÅÎÔÎÉ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÑÎÉÑ ÎÁ ËÒÁÊÎÁÔÁ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕÐÁ ZN.
èÁÒÁËÔÅÒÉÔÅ ÎÁ ÔÅÚÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑ

σα(g)
def

= tr

C

ϕα(g)� gα (B.7)

Óß×ÐÁÄÁÔ ÓßÓ ÓÁÍÉÔÅ ÍÁÔÒÉÞÎÉ ÅÌÅÍÅÎÔÉ, ÐÏÎÅÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÑÎÉÑÔÁ ÓÁ ÅÄÎÏÍÅÒÎÉ.
äÒÕÇÁ ÏÓÏÂÅÎÏÓÔ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÉÔÅ ÇÒÕÐÉ Å, ÞÅ ÃÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒßÔ ÎÁ ×ÓÅËÉ ÅÌÅÍÅÎÔ Óß×-

ÐÁÄÁ Ó ÃÑÌÁÔÁ ÇÒÕÐÁ. îÁÉÓÔÉÎÁ,

8h 2G h�1gh = g )Gg �G
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äÏÐßÌÎÅÎÉÅ C ðÆÁÆÉÁÎßÔ ËÁÔÏ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑ ÎÁ ÄÅ-
ÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ

÷ ÔÏ×Á ÄÏÐßÌÎÅÎÉÅ ÝÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÅ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÁÃÉÑÔÁ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ ÔÏÞÎÏ
×ßÚÐÒÏÉÚ×ÅÖÄÁ ðÆÁÆÉÁÎÁ. äÁ ÏÚÎÁÞÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ (wi = zN+i)

det

� 1

zi�w j

�

= ∆(zi;zN+i) = ∑
ρ2SN

sgn(ρ)
N

∏
i=1

1

zi� zN+ρ(i)
(C.1)

É ÄÁ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÚÉÒÁÍÅ ÏÔÎÏÓÎÏ ×ÓÉÞËÉÔÅ 2N ÉÎÄÅËÓÁ

A ∆(zi;zN+i) =
1

2N
(N!)2 ∑

σ2S2N

sgn(σ) ∑
ρ2SN

sgn(ρ)
N

∏
i=1

1

zσ(i)� zσ(N+ρ(i))
(C.2)

îÏÒÍÉÒÏ×ßÞÎÉÑ ÆÁËÔÏÒ ÏÔÞÉÔÁ ÐßÒ×ÏÎÁÞÁÌÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ:

� ÒÁÚÍÑÎÁ ÎÁ ÓÔßÌÂÏ×Å É ÒÅÄÏ×Å: ÔÏ×Á Å ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑ ÎÁ ÄÅÔÒÍÉÎÁÎÔÁÔÁ (C.1) ÏÔÎÏ-
ÓÎÏ ÒÁÚÍÑÎÁÔÁ zi $ z j É zN+i $ zN+ j ÐÏÏÔÄÅÌÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÎÏ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉÍ
ÎÁ (N!)2

� ÐÏÒÁÄÉ ÁÎÔÉÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁÔÁ 1
zi�z j

= �

1
z j�zi

ÔÒÑÂ×Á ÏÝÅ ÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ

2N .

ôÏÇÁ×Á ÄÁ ÒÁÚÇÌÅÄÁÍÅ ÓÌÅÄÎÁÔÁ ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ
ρ0 = [1;2 : : : ;N;N +ρ(1);N +ρ(2); : : : ;N +ρ(N)] =: ε�ρ 2 S2N (ËßÄÅÔÏ ε2 SN Å ÅÄÉÎÉÞÎÁÔÁ
ÐÅÒÍÕÔÁÃÉÑ) ÔÁËÁ, ÞÅ

A ∆(zi;zN+i) =

=

1

2N
(N!)2 ∑

ρ0

2 ε�SN

sgn(ρ0) ∑
σ2S2N

sgn(σ)
N

∏
i=1

1

zσ(ρ0

(i))� zσ(ρ0

(N+i))

=

=

1

2N
(N!)2 ∑

ρ0

2 ε�SN

∑
σ0

2S2N

sgn(σ0)
N

∏
i=1

1

zσ0

(i)� zσ0

(N+i)

=

�

ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

σ0 = σ�ρ0

�

=

N!

2N
(N!)2 ∑

σ0

2S2N

sgn(σ0)
N

∏
i=1

1

zσ0

(i)� zσ0

(N+i)

=

=

1

2NN!
∑

σ0

2S2N

sgn(σ0)
N

∏
i=1

1

ξσ0

(2i�1)�ξσ0

(2i)

= Pf

� 1

ξi�ξ j

�

; (C.3)

ËßÄÅÔÏ zi = ξ2i�1; zN+i = ξ2i. ðÏ-ÎÁÔÁÔßË, ÐÏÎÅÖÅ ðÆÁÆÉÁÎßÔ Å ÎÁÐßÌÎÏ ÁÎÔÉÓÉÍÅ-

ÔÒÉÞÅÎ, ÐÒÅÍÉÎÁ×ÁÎÅÔÏ ÏÔ ξi ÏÂÒÁÔÎÏ ËßÍ zi ÄÏÂÁ×Ñ ÓÁÍÏ ÆÁËÔÏÒÁ (�1)
N(N�1)

2 . ôÁËÁ
ÐÏÌÕÞÉÈÍÅ ÓÌÅÄÎÉÑ ÒÅÚÕÌÔÁÔ

A det

� 1

zi� zN+ j

�

= (�1)
N(N�1)

2
Pf

� 1

zi� z j

�

: (C.4)
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úÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ðÒÉÎÏÓÉ ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÎÔÁ

ðÒÏ×ÅÄÅÎÏÔÏ ÉÚÓÌÅÄ×ÁÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑ×Á ÄÁ ÂßÄÁÔ ÎÁÐÒÁ×ÅÎÉ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÉÚ×ÏÄÉ:

� ÷ÓÉÞËÉ ËÏÎÆÏÒÍÎÉ ÍÏÄÅÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉ ÚÁ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ÐÌÁÔÏÔÏ ν = 1=2 ÎÁÂÌÀ-
ÄÁ×ÁÎÏ × Ä×ÕÓÌÏÊÎÉ èÏÌÏ×É ÓÉÓÔÅÍÉ ÍÏÇÁÔ ÄÁ ÂßÄÁÔ ÐÏÌÕÞÅÎÉ ÞÒÅÚ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉ
ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÏÔ ÅÄÉÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ ÍÏÄÅÌ -- íÁËÓÉÍÁÌÎÏ ÓÉÍÅÔÒÉÞÎÉÑ
ÍÏÄÅÌ ÐÏÐÁÄÁÝ × ËÌÁÓÉÆÉËÁÃÉÑÔÁ ÎÁ æÒØÏÌÉÈ.

� òÅÛÅÔßÞÎÉÑÔ ÐÏÄÈÏÄ ËßÍ ÍÏÄÅÌÁ 331 Å ÅË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÁ Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂ-

ÒÁÔÁ W1

[su(2)1, Ô.Å. 331 ÍÏÄÅÌßÔ ÍÏÖÅ ÄÁ ÂßÄÅ ÒÁÚÇÌÅÖÄÁÎ ËÁÔÏ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ

ÔÅÏÒÉÑ Ó ËÒÁÊÎÁ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÇÒÕÐÁ. ðÒÁ×ÉÌÏÔÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ÞÒÅÚ
×ßÔÒÅÛÎÉ Á×ÔÏÍÒÏÆÉÚÍÉ ÎÁ ÁÂÅÌÅ×ÁÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁ ÔÏËÏ×Å.

� ðÆÁÆÏ×ÉÑÔ ÍÏÄÅÌ ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÉÒÁ ËÁÔÏ ËÁÌÉÂÒÏ×ßÞÎÁ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ, ÐÒÉ
ËÏÑÔÏ ÓÅ ÕÎÉÝÏÖÁ×Á ÉÍÁÇÉÎÅÒÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÎÁ ÷ÁÊÌÏ×ÉÔÅ ÆÅÒÍÉÏÎÉ ÉÚÇÒÁÖÄÁÝÉ
ÎÅÕÔÒÁÌÎÁÔÁ ÞÁÓÔ ÏÔ 331 ÍÏÄÅÌÁ. ÷ ÒÅÚÕÌÔÁÔ ÏÔ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ÓÅ ÎÁÒÕÛÁ×Á ÄÉÎÁÍÉÞ-
ÎÁÔÁ ÓÉÍÅÔÒÉÑW1+∞ ÎÁ ÎÅÓ×É×ÁÅÍÉÔÅ Ë×ÁÎÔÏ×É ÆÌÕÉÄÉ. ðÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ÏÔ
ÁÂÅÌÅ×É, ÚÁ 331ÍÏÄÅÌÁ, ÓÅ ÐÒÅ×ÒßÝÁÔ × ÎÅÁÂÅÌÅ×É ÓÌÅÄ ÐÒÏÅËÃÉÑÔÁ ËßÍðÆÁÆÏ×ÉÑ
ÍÏÄÅÌ.

� îÁÍÅÒÅÎÏ Å ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ HR ÍÏÄÅÌÁ ÞÒÅÚ ÕÎÉÔÁÒÎÁ ëôð Ó (ÐßÌÅÎ) ÃÅÎÔÒÁÌÅÎ ÔÏ-
×ÁÒ ÎÁ ÷ÉÒÁÓÏÒÏ c = 2 É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÎÏ ÄÅÆÉÎÉÔÎÏ ÓËÁÌÁÒÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. óÌÅÄ
ÐÒÅÈÏÄÁ ËßÍ ÕÎÉÔÁÒÎÁÔÁ ÔÅÏÒÉÑ SU(2) ÓÉÍÅÔÒÉÑÔÁ ÎÁ ×ßÌÎÏ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐßÒ-
×ÉÞÎÉÔÅ ÐÏÌÅÔÁ, ÐÒÉÓßÓÔ×ÁÝÁ × c =�1 ÔÅÏÒÉÑÔÁ, ÓÅ ÎÁÒÕÛÁ×Á. ðÒÅÄÅÆÉÎÉÒÁÎÅÔÏ
ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÁ ÎÁ ÅÎÅÒÇÉÑÔÁ ×ÏÄÉ ÄÏ ÓßÝÏÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ, ÎÏ Ó ÏÔÍÅÓÔÅÎÉ
ÉÎÄÅËÓÉ É ÔÏÚÉ ÐßÔ ×ßÒÈÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÄÅÆÉÎÉÔÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ. ðßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ×ÁÝÉ ÏÂÝÏÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁ ÞÅÔÎÏÓÔ Óß×ÐÁÄÁÔ (ÓÌÅÄ ÏÔÍÅÓÔ×ÁÎÅÔÏ
ÎÁ ÉÎÄÅËÓÉÔÅ ÉÍ) Ó ÔÅÚÉ ÎÁ 331 ÍÏÄÅÌÁ. ðÏ ÔÏÚÉ ÎÁÞÉÎ ×ÓÉÞËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ,
×ËÌÀÞÉÔÅÌÎÏ ÓÔÁÔÓÕÍÉÔÅ, ÎÁ ÍÏÄÅÌÉÔÅ HR É 331 Óß×ÐÁÄÁÔ. óÔÁÔÉÓÔÉËÁÔÁ ÎÁ Ë×Á-
ÚÉÄÕÐËÉÔÅ × ÕÎÉÔÁÒÎÉÑ ÍÏÄÅÌ Å ÄÒÏÂÎÁ, ÎÏ ÁÂÅÌÅ×Á, Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÎÉÑ ÒÅÄ Å ÒÁ×ÅÎ
ÎÁ ÏÓÅÍ.

� óßÝÅÓÔ×Õ×Á ×ßÚÍÏÖÎÏÓÔ ÄÁ ÓÅ ÏÔÄÅÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÔÏ ÓßÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌÁ HR ÏÔ
331 ÍÏÄÅÌÁ ËÁÔÏ ÓÅ ÎÁÐÒÁ×É Z2 ÏÒÂÉÆÏÌÄ ÏÔÎÏÓÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÔÏ ÎÁ ÔÏ×ÁÒÏÓÐÒÑÇÁ-
ÎÅÔÏ. ôÏÇÁ×Á ÏÞÁË×ÁÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÎ ÒÅÄ Å 18, Á ÐÒÁ×ÉÌÁÔÁ ÎÁ ÓÌÉ×ÁÎÅ ËÁËÔÏ É
ÏÂÍÅÎÎÁÔÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÎÁ Ë×ÁÚÉÞÁÓÔÉÃÉÔÅ ÓÅ ÏÞÁË×Á ÄÁ ÂßÄÅ ÎÅÁÂÅÌÅ×Á.

ôÅÚÉ ÉÚ×ÏÄÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ×ÁÔ ÏÓÎÏ×ÎÉÑ ÐÒÉÎÏÓ ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÎÔÁ. ôÅ ÓÁ ÐÕÂÌÉËÕ×ÁÎÉ ×
[B,á,C,D]. ëßÍ ÔÑÈ ÔÒÑÂ×Á ÄÁ ÓÅ ÄÏÂÁ×ÑÔ ÐÒÉÎÏÓÉÔÅ ÚÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔ×ÁÎÅ ÎÁ ÁÐÁÒÁÔÁ ÎÁ
ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÎÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÉ × ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÔÁW1+∞, ÞÒÅÚ
ÉÚÐÏÌÚ×ÁÎÅÔÏ ÎÁ ÂÉÌÏËÁÌÎÉ ÐÏÌÅÔÁ [C,A] É ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑÔÁ [A] ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÎÁÔÁ ËÏ-
ÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÁ ëÁÃ--ôÏÄÏÒÏ× ÚÁ ÐÒÉÌÁÇÁÎÅ ×ßÒÈÕ ÐßÌÎÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ, Ô.Å. ÚÁ ÎÅÎÕÌÅ×É
ÅÌÅÍÅÎÔÉ ÏÔ ëÁÒÔÁÎÏ×ÁÔÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÁ (ÒÅÓÐ. ÎÅÎÕÌÅ× ÈÉÍÉÞÅÎ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ), ËÁËß×ÔÏ Å
ÓÌÕÞÁÑ ÎÁ ëôð ÐÒÉÌÁÇÁÎÉ ËßÍ Ë×ÁÎÔÏ×ÉÑ ÅÆÅËÔ ÎÁ èÏÌ.
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âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ

âÉÈ ÉÓËÁÌ ÄÁ ÉÚËÁÖÁ ÎÁÊ-ÓßÒÄÅÞÎÉ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÏÑ ÎÁÕÞÅÎ ÒßËÏ×ÏÄÉÔÅÌ ÁËÁÄ.
é×ÁÎ ôÏÄÏÒÏ× É ÎÁ ÍÏÑ ÎÁÕÞÅÎ ËÏÎÓÕÌÔÁÎÔ ÐÒÏÆ. áÎÄÒÅÁ ëÁÐÅÌÉ ÚÁ ÕÓÉÌÉÑÔÁ, ÐÒÏ-
Ñ×ÅÎÏÔÏ ÔßÒÐÅÎÉÅ É ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÔÏ ÎÁÓßÒÞÁ×ÁÎÅ ÐÏ ×ÒÅÍÅ ÎÁ Óß×ÍÅÓÔÎÁÔÁ ÎÉ ÒÁÂÏÔÁ.

âÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÓßÍ ÓßÝÏ ÎÁ âÏÖËÏ âÁËÁÌÏ× ÏÔ Massachusetts Institute of Technologies,
ÓÔ.Î.Ó. II ÓÔ., Ä-Ò ìÀÄÍÉÌ èÁÄÖÉÉ×ÁÎÏ×, ÓÔ.Î.Ó. I ÓÔ. ÄÆÎ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ çÅÒÄÖÉËÏ×, ËÁËÔÏ
É ÎÁ ÃÑÌÁÔÁ ÇÒÕÐÁ ÐÏ ôÅÏÒÉÑ ÎÁ åÌÅÍÅÎÔÁÒÎÉÔÅ þÁÓÔÉÃÉ ËßÍ éñéñå ÚÁ ÍÎÏÇÏÂÒÏÊ-
ÎÉÔÅ ÄÉÓËÕÓÉÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅ ÎÁ ÍÏÑÔÁ ÄÏËÔÏÒÁÎÔÕÒÁ. óÐÅÃÉÁÌÎÁ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔ ÚÁÓÌÕÖÁ×Á
Î.Ó. ÷ÌÁÄÉÍÉÒ íÏÌÏÔËÏ× ÚÁ ÎÅÏÃÅÎÉÍÁÔÁ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁ ÐÏÍÏÝ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÉÔÅ ÅÔÁÐÉ ÎÁ
ÐÒÅÄÐÅÞÁÔÎÁ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁ ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÑÔÁ.

äÉÓÅÒÔÁÎÔßÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉ ÎÁ ÓÌÅÄÎÉÔÅ ÉÎÓÔÉÔÕÃÉÉ ÚÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁÔÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×Á ÐÏÄËÒÅÐÁ
ÐÒÉ ÐßÔÕ×ÁÎÉÑÔÁ ÐÏ ×ÒÅÍÅ ÎÁ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÁÔÁ ÎÁ ÄÉÓÅÒÔÁÃÉÏÎÎÉÑ ÔÒÕÄ:

� îÁÃÉÏÎÁÌÅÎéÎÓÔÉÔÕÔ ÚÁñÄÒÅÎÁæÉÚÉËÁ (IstitutoNazionale di FisicaNucleare, sez.

di Firenze) É ÎÁ æÁËÕÌÔÅÔÁ ÐÏ æÉÚÉËÁ ËßÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÎÁ æÌÏÒÅÎÃÉÑ (Diparti-

mento di Fisica --Universita di Firenze) ÚÁÆÉÎÁÎÓÏ×ÁÔÁ ÐÏÄËÒÅÐÁ ÉÉÚËÌÀÞÉÔÅÌÎÏÔÏ
ÇÏÓÔÏÐÒÉÅÍÓÔ×Ï ÐÏ ×ÒÅÍÅ ÎÁ ÎÅÇÏ×ÉÔÅ ÐÏÓÅÝÅÎÉÑ ÐÒÅÚ 1996, 1998 Ç.

� Erwin Schr
¨
odinger Institute for Mathematical Physics, ÷ÉÅÎÁ -- ÚÁ ÇÏÓÔÏÐÒÉÅÍÓÔ×Ï É

ÐÏÄËÒÅÐÁ (Í. óÅÐÔÅÍ×ÒÉ 1998) × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌÎÁÔÁ ÆÁÚÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÁÔÁ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ
[B].

� íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÅÎ éÎÓÔÉÔÕÔ ÚÁ ôÅÏÒÅÔÉÞÎÁ æÉÚÉËÁ, ôÒÉÅÓÔ (Internatinal Center for

Theoretical Physics) É × ÞÁÓÔÎÏÓÔ ÎÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÉÔÅ ÎÁ "III Trieste Conference on

Statistical Field Theory" (Í. àÎÉ 1998 Ç.) ÚÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÁÔÁ ÐÏÄËÒÅÐÁ.

� ÷ÉÓÛÅÔÏíÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏ õÞÉÌÉÝÅ, ôÒÉÅÓÔ (Scuola Internazionale Superiore di Stu-

di Avanzati - SISSA) ÚÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÁÔÁ ÐÏÄËÒÅÐÁ ÐÒÉ ÐÏÓÅÝÅÎÉÅÔÏ ÍÕ ÐÒÅÚ Í. íÁÒÔ
1995 Ç.

� îÁÃÉÏÎÁÌÎÁ æÏÎÄÁÃÉÑ ÚÁ îÁÕÞÎÉéÚÓÌÅÄ×ÁÎÉÑ ÚÁ ÞÁÓÔÉÞÎÁ ÆÉÎÁÎÓÏ×Á ÐÏÄËÒÅÐÁ
ÐÏ ÄÏÇÏ×ÏÒ æ-404.
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