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Introduzione

Uno degli obiettivi della fisica è quello di comprendere le differenti fasi della materia.
Alcuni di queste possono essere descritte mediante la rottura spontanea della simmetria
e la teoria di Ginzburg-Landau del parametro d’ordine locale. In tempi più recenti,
sono state scoperte fasi della materia per le quali non si applica questo paradigma, ma
esiste comunque un comportamento collettivo e coerente dei gradi di libertà del sistema,
il cosiddetto ordine topologico. Gli stati topologici della materia presentano proprie-
tà topologiche ed universali, ovvero globali e robuste rispetto a piccole deformazioni
dell’hamiltoniana.

L’esempio più noto di questi sistemi è l’effetto Hall quantistico. Uno strato bidi-
mensionale di semiconduttore, posto in campi magnetici molto intensi (∼ 10 Tesla) e
temperature estremamente basse (∼ 10 mK), presenta una conduttività trasversa σH
con andamento a plateaux al variare del campo magnetico. In corrispondenza dei pla-
teaux, σH assume valori interi (effetto Hall intero) e frazionari (effetto Hall frazionario)
in unità (e2/h) che sono molto precisi (∆σH/σH ∼ 10−9) ed universali.

Ai plateaux il sistema è un isolante in quanto la conduttività longitudinale si annulla.
Gli elettroni formano un fluido incompressibile, ovvero uno stato a densità uniforme con
un gap per le eccitazioni nell’interno del sistema (bulk). Nell’effetto Hall frazionario,
le eccitazioni di bulk possiedono carica frazionaria e statistica quantistica frazionaria e
sono dette anioni (anyons). Il fluido incompressibile presenta inoltre delle eccitazioni
chirali localizzate al bordo del sistema, che hanno massa nulla e possono essere descritte
da teorie di campo relativistiche in (1 + 1) dimensioni spazio-temporali. In particolare,
queste teorie possiedono naturalmente l’invarianza di scala e conforme, che permettono
di derivare esattamente delle proprietà fisiche universali. Lo studio dell’effetto Hall
quantistico si basa quindi su una ricca modellistica delle teorie di campo conformi in
(1 + 1) dimensioni e delle associate teorie di gauge topologiche di Chern-Simons in
(2 + 1) dimensioni.

Un’altra simmetria che è stata associata agli stati Hall è dovuta alle proprietà
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geometriche di un fluido incompressibile. A livello classico, una goccia di un fluido a
densità costante può essere deformata mediante trasformazioni locali di coordinate che
preservano l’area. Queste trasformazioni soddisfano la cosiddetta algebra W∞ a livello
quantistico.

In questa tesi, le proprietà dell’effetto Hall quantistico ad energie sotto il gap,
ovvero gli effetti topologici e geometrici di bulk e la dinamica degli stati di bordo, sono
descritte utilizzando le teorie di campo effettive. Un esempio di quantità universale
esattamente determinata dalla teoria dei campi è dato dalla conduttività Hall σH . La
corrente Hall si traduce in una corrente anomala nella teoria conforme al bordo del
sistema, associata all’anomalia chirale. Come è noto in teoria dei campi, l’anomalia
è un effetto globale ed esatto che non riceve correzioni dalla dinamica microscopica a
corte distanze. Questa descrizione permette quindi di spiegare la grande precisione dei
valori osservati sperimentalmente per questa quantità.

La corrente Hall non è il solo fenomeno di trasporto rilevante in questo sistema.
La risposta ad una deformazione meccanica è parametrizzata dalla cosiddetta visco-
sità Hall ηH , che descrive una forza ortogonale al moto del fluido. La quantità ηH è
proporzionale al momento angolare intrinseco s delle eccitazioni del fluido. La teoria
di campo effettiva di Wen-Zee descrive la viscosità Hall mediante l’accoppiamento ad
una metrica spaziale che realizza le deformazioni meccaniche del fluido. Questo effet-
to può anche essere spiegato assumendo la presenza di eccitazioni dipolari nel fluido
incompressibile, che sono derivabili dalla simmetria W∞.

Nell’effetto Hall, la corrispondenza fra quantità di bulk e di bordo è molto importan-
te. Nel caso della corrente Hall, questa corrispondenza è ben compresa e ne stabilisce
la relazione con l’anomalia chirale, come già accennato. Nel caso della viscosità Hall,
le proprietà di bulk sono chiare, ma i corrispondenti effetti e osservabili di bordo non
erano compresi. In particolare, non era chiaro se il parametro s fosse una quantità
universale ed esatta come la conduttività σH .

Lo studio di questa tesi cerca di comprendere più chiaramente la corrispondenza
bulk-bordo nell’effetto Hall, ed in particolare spiegare l’universalità del parametro s.
Come primo risultato, deriviamo esplicitamente le quantità osservabili della teoria con-
forme di bordo dalla teoria microscopica dei livelli di Landau completamente pieni, che
descrive l’effetto Hall intero. Le fluttuazioni di carica della teoria conforme sono otte-
nute effettuando uno specifico limite per grande numero di elettroni, N → ∞, ovvero
per grandi dimensioni della goccia. Quindi mostriamo che le eccitazioni di bordo sono
descritte da n teorie conformi indipendenti con carica centrale c = 1.
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Successivamente analizziamo il significato del momento angolare intrinseco s al bor-
do e mostriamo che questo determina la carica dello stato fondamentale, s = sn, della
teoria conforme associata all’n-esimo livello di Landau. I valori di sn sono universali,
a meno di una costante globale, in modo analogo all’energia dello stato fondamentale
nell’effetto Casimir.

Nell’ultima parte della tesi studiamo il legame tra la simmetria W∞ di bulk e la
simmetria conforme. Costruiamo così la corrispondenza tra le fluttuazioni indotte dai
diffeomorfismi che preservano l’area della goccia e le cariche della teoria conforme di
bordo.

La tesi è strutturata come segue. Nel capitolo 1 riassumiamo le principali proprietà
di una teoria di campo conforme bidimensionale e in particolare la costruzione dell’al-
gebra delle correnti che descrive le fluttuazioni di carica e di energia. Nel capitolo 2
introduciamo l’effetto Hall quantistico intero e frazionario e discutiamo la teoria confor-
me delle eccitazioni di bordo. Nel capitolo 3 esponiamo le teorie di campo effettive per
l’effetto Hall, la teoria di Chern-Simons e di Wen-Zee, ed analizziamo le loro estensioni
al bordo. Nel capitolo 4 introduciamo la simmetria quantistica W∞ dei diffeomorfismi
del piano che preservano l’area. Inoltre riassumiamo il corrispondente sviluppo multi-
polare delle fluttuazioni di densità e illustriamo il ruolo dei dipoli nella viscosità Hall.
Infine nel capitolo 5 presentiamo i risultati originali. Costruiamo le cariche conformi di
bordo per n livelli di Landau pieni e verifichiamo l’andamento conforme della funzione
di correlazione dei campi. Mostriamo come il momento angolare intrinseco s sia legato
ad una ridefinizione del potenziale chimico di ogni livello e come l’invarianza conforme
determini l’universalità di questo parametro. Quindi deriviamo il legame tra le cariche
conformi e le fluttuazioni indotte dalla simmetria W∞ del bulk, estendendo l’analisi
anche all’effetto Hall frazionario.
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Capitolo 1

Teorie di campo conformi

Una teoria di campo è invariante di scala quando la sua azione non cambia per una
dilatazione delle coordinate, xµ → λxµ. Quindi questa teoria non possiede alcuna
scala caratteristica, che sia questa una massa o una lunghezza di correlazione finita.
Ad esempio, un campo scalare libero a massa nulla in d dimensioni è invariante di
scala, con azione:

S =

∫
ddx ∂µφ∂

µφ. (1.1)

L’invarianza sotto dilatazione delle coordinate richiede che l’operatore di campo tra-
sformi nel seguente modo:

φ (x)→ φ′ (x′) = λ−
d−2

2 φ (x) , (1.2)

dove l’esponente ∆ = d−2
2

è la dimensione di scala del campo.
L’invarianza conforme è la generalizzazione locale dell’invarianza di scala, dove le

trasformazioni dipendono dal punto, λ = λ (x). Si può dimostrare che in due dimen-
sioni la simmetria conforme discende automaticamente dall’invarianza di scala ed è
inoltre descritta da un’algebra infinito dimensionale [1]. Questa simmetria permette la
soluzione esatta della dinamica in alcune teorie [2] [3] [4], come discuteremo in seguito.

1.1 Trasformazioni conformi

1.1.1 Simmetria conforme in d dimensioni

Consideriamo uno spazio-tempo d-dimensionale con metrica gµν di segnatura (p, q). Il
cambiamento di scala locale si può ottenere mediante la seguente trasformazione della
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metrica gµν :
gµν (x)→ g′µν (x) = Ω (x) gµν (x) con Ω (x) > 0. (1.3)

La (1.3) è chiamata trasformazione di Weyl e preserva l’angolo tra due vettori u, v
dello spazio-tempo, dato da:

u · v
‖u‖‖v‖

=
gµνu

µvν

(gαβgµνuαuβvµvν)
1/2
. (1.4)

Una trasformazione conforme è una trasformazione locale delle coordinate xµ → x′µ (x)

che realizza un riscalamento locale della metrica, ovvero tale che:

gµν (x)→ g′µν (x′) =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′µ
gαβ (x) = Ω (x) gµν (x) . (1.5)

Nel caso di trasformazioni di coordinate infinitesime xµ → x′µ = xµ + εµ (x), abbiamo,

g′µν (x′) = gµν (x)− (Dµεν +Dνεµ) , (1.6)

dove Dµ è la derivata covariante. L’equazione (1.5) diventa,

Dµεν +Dνεµ = α (x) gµν (x) . (1.7)

ed è detta equazione di Killing conforme. Supponiamo adesso di avere una metrica
piatta gµν = ηµν . La funzione α (x) si ottiene calcolando la traccia della (1.7):

∂µεν + ∂νεµ =
2

d
ηµν∂ · ε. (1.8)

Prendendo la derivata ∂µ∂ν della (1.8) si ottiene:

(d− 1) ∂2 (∂ · ε) = 0. (1.9)

In una dimensione le trasformazioni di coordinate non sono vincolate perchè sono tutte
ovviamente conformi. In dimensione d > 2, notiamo dall’equazione (1.9) che εµ (x)

deve essere al più un polinomio di secondo grado nelle coordinate. Le trasformazioni
conformi corrispondono pertanto a:

• εµ = aµ , ovvero le traslazioni;

• εµ = ωµνx
ν , con ω antisimmetrico, corrispondenti alle rotazioni;

• εµ = λxµ , ovvero le trasformazioni di scala;

• εµ = bµx2 − 2xµb · x , dette trasformazioni conformi speciali.

Studiando l’algebra dei rispettivi generatori si dimostra che il gruppo conforme in
d = p+ q dimensioni è isomorfo a SO (p+ 1, q + 1) [2]. Notiamo inoltre che il gruppo
di Poincarè ISO (p, q) è un sottogruppo del gruppo conforme.
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1.1.2 Algebra conforme in due dimensioni

In due dimensioni l’analisi è differente. Nel caso di segnatura Euclidea (2, 0), le
equazioni (1.8) diventano le condizioni di Cauchy-Riemann per la funzione ε (z) =

ε1 + iε2,
∂1ε1 = ∂2ε2 e ∂1ε2 = −∂2ε1. (1.10)

Pertanto la trasformazione conforme è descritta da una funzione analitica ε (z) nella
variabile z = x1 + ix2. Possiamo costruire una mappa conforme nel piano complesso z
nel seguente modo:

z → z′ = z + ε (z) e z̄ → z̄′ = z̄ + ε̄ (z̄) . (1.11)

Abbiamo ottenuto il risultato ben noto che le trasformazioni conformi bidimensionali
coincidono con le trasformazioni analitiche nel piano complesso. Queste sono dunque
descritte da un numero infinito di parametri.

È conveniente riscrivere la metrica nelle coordinate (z, z̄):

ds2 = gµνdx
µdxν =

(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

= dzdz̄. (1.12)

Utilizziamo la notazione µ = (z, z̄) per descrivere la somma ripetuta degli indici nelle
coordinate complesse; la metrica Euclidea assume quindi i valori,

gzz =
∂xµ

∂z

∂xν

∂z
gµν = 0, gz̄z̄ = 0 , gzz̄ =

1

2
, gzz̄ = 2, (1.13)

e le condizioni di Cauchy-Riemann diventano:

∂z̄ε
z = 0, εz = ε (z) ; ∂zε

z̄ = 0, εz̄ = ε̄ (z̄) . (1.14)

L’effetto della trasformazione conforme su una funzione del piano φ (z, z̄) è il se-
guente:

φ (z′, z̄′) = φ (z + ε (z) , z̄ + ε̄ (z̄)) = φ (z, z̄) + ε (z) ∂zφ+ ε̄ (z̄) ∂z̄φ. (1.15)

Per trovare i generatori, sviluppiamo la funzione analitica ε (z) in serie di Laurent in
z = 0:

ε (z) =
∑
n∈Z

εnz
n+1, (1.16)

ed analogamente per ε̄ (z̄). La variazione della funzione scalare φ (z, z̄) risulta:

δφ = ε (z) ∂zφ+ ε̄ (z̄) ∂z̄φ =
∑
n∈Z

(
εnz

n+1∂zφ+ ε̄nz̄
n+1∂z̄φ

)
. (1.17)
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I generatori delle trasformazioni conformi sono quindi identificati da:

δφ = −
∑
n∈Z

(
εn`n + ε̄n ¯̀

n

)
, `n = −zn+1∂z e ¯̀

n = −z̄n+1∂z̄. (1.18)

Questi soddisfano la seguente algebra:

[`n, `m] = (m− n) `m+n ,[
¯̀
n, ¯̀

m

]
= (m− n) ¯̀

m+n ,[
`n, ¯̀

m

]
= 0.

(1.19)

Se consideriamo le variabili (z, z̄) come indipendenti, è possibile interpretare l’algebra
(1.19) come somma diretta di due algebre A

⊕
Ā, in quanto gli `n e gli ¯̀

m commutano
fra loro. L’algebra A è definita dai generatori `n agenti sul piano C compattificato nella
sfera di Riemann. Non tutti i generatori sono globalmente ben definiti, solamente per
|n| 6 1 è possibile definire dei campi vettoriali non singolari nell’origine e nel punto
all’infinito. I generatori delle trasformazioni conformi globali sono dunque {`−1, `0, `1}.
Lo stesso argomento può essere applicato per i generatori ¯̀

n. Ritroviamo quindi per
le trasformazioni regolari l’algebra SO (3, 1) ≈ SU (2) × SU (2) discussa nella sezione
1.1.1.

I generatori `−1 = −∂z, ¯̀−1 = −∂z̄ definiscono le traslazioni nel piano complesso,
mentre `0 + ¯̀

0 e i
(
`0 − ¯̀

0

)
rappresentano rispettivamente le dilatazioni e le rotazioni.

I generatori `1 e ¯̀
1, infine, definiscono le trasformazioni conformi speciali. Notiamo

come la distinzione tra trasformazioni conformi globali e locali sia un risultato che si
presenta solamente in due dimensioni.

1.2 Invarianza conforme in due dimensioni

1.2.1 Campi primari e funzioni di correlazione

Nelle teorie conformi bidimensionali si definiscono dei campi quantistici la cui leg-
ge di trasformazione conforme ricalca quella di un tensore covariante nella relati-
vità generale. Si definisce quindi primario il campo che, sotto la mappa conforme
z → f (z) , z̄ → f̄ (z̄), trasforma nel seguente modo:

Φ (z, z̄)→
(
∂f

∂z

)h(
∂f̄

∂z̄

)h̄
Φ
(
f (z) , f̄ (z̄)

)
. (1.20)

Le quantità
(
h, h̄
)
sono chiamate dimensioni o pesi conformi del campo primario Φ.

Considerando una dilatazione globale f (z) = λz, si ha che la dimensione di scala
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∆ è data dalla somma dei pesi conformi, ∆ = h + h̄. Viceversa la differenza tra
i due pesi definisce lo spin conforme, s = h − h̄. Il campo Φ è altrimenti detto
quasi-primario quando trasforma come in (1.20) solamente per trasformazioni conformi
globali {`−1, `0, `1}. Un campo non primario è detto secondario; ad esempio, le derivate
di un campo primario non trasformano con la (1.20) e sono quindi campi secondari.
Infine il campo Φ = Φ (z), dipendente solamente dalla variabile olomorfa z, è detto
campo chirale o olomorfo e il suo peso conforme h̄ è nullo.

L’invarianza sotto trasformazioni conformi impone vincoli stringenti sulla forma
delle funzioni di correlazione. Nel caso delle trasformazioni conformi regolari, ovvero
globalmente definite, la variazione dei correlatori a n punti di campi quasi primari,

〈Φ1 (z1, z̄1) . . .Φn (zn, z̄n)〉

→
n∏
i=1

(
∂f

∂z

)hi
z=zi

(
∂f̄

∂z̄

)h̄i
z̄=z̄i

〈
Φ1

(
f (z1) , f̄ (z̄1)

)
. . .Φn

(
f (zn) , f̄ (z̄n)

)〉
,

(1.21)

deve essere complessivamente nulla. Ad esempio la funzione a due punti deve soddi-
sfare:

〈Φ1 (z1) Φ2 (z2)〉 =

(
∂f

∂z

)h1

z=z1

(
∂f

∂z

)h2

z=z2

〈Φ1 (f (z1)) Φ2 (f (z2))〉 . (1.22)

L’invarianza sotto traslazioni, f (z) = z+ a, implica che 〈Φ1 (z1) Φ2 (z2)〉 = g (z1 − z2).
L’invarianza sotto rotazioni comporta la dipendenza solo dal modulo |z12| = |z1 − z2|.
Infine considerando le dilatazioni, f (z) = λz, e le trasformazioni conformi speciali,
l’equazione (1.22) determina la forma della funzione di correlazione a meno di una
costante:

〈Φ1 (z1) Φ2 (z2)〉 =
C12

|z12|2h1
δh1,h2 , (1.23)

convenzionalmente fissata ad uno, C12 = 1.
Analoghe condizioni determinano completamente la funzione a tre punti, a meno

della costante C123 chiamata costante di struttura: insieme alle dimensioni
(
hi, h̄i

)
,

queste costanti determinano le proprietà dinamiche delle teorie conformi [3].
Si può dimostrare che con quattro coordinate la quantità,

η12,34 = (z1 − z2) (z3 − z4) / (z1 − z3) (z2 − z4) , (1.24)

detta birapporto, è invariante sotto trasformazioni conformi globali. Ne segue che le
funzioni di correlazione a n punti, con n > 4, sono determinate parzialmente dalla
simmetria conforme, come funzioni in generale arbitrarie dei birapporti [3].
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Quando si considerano le trasformazioni conformi infinito dimensionali, le fun-
zioni di correlazione non sono invarianti, ma soddisfano una relazione funzionale di
covarianza analoga alle identità di Ward delle teorie di gauge, schematizzata dalla
forma:

N∑
i=1

〈Φ1 . . . δΦi . . .ΦN〉 = 〈δSΦ1 . . .ΦN〉 . (1.25)

In questa identità, la variazione del correlatore (1.21) è compensata da un termine di
variazione dell’azione. L’identità di Ward (1.25), derivata ad esempio nella rassegna [3],
è una relazione fondamentale delle teorie conformi bidimensionali.

1.2.2 Tensore energia-impulso

Una quantità di importanza fondamentale nello studio delle teorie di campo conformi
è il tensore energia-impulso. Questo è definito dalla variazione dell’azione rispetto a
perturbazioni della metrica:

T µν = 2 (2π)d−1 δS

δgµν
. (1.26)

Nel caso particolare delle trasformazioni conformi regolari, la variazione dell’azione
deve essere nulla. Usando le equazioni (1.6), (1.8) otteniamo:

δS =
1

(2π)d−1 d

∫
ddxT µνηµν∂ · ε = 0. (1.27)

Notiamo che questa espressione si annulla se il tensore energia-impulso ha traccia nulla:

T µµ = 0. (1.28)

Data la proprietà delle trasformazioni infinitesime εµ di essere al più quadratiche nel-
le coordinate, la condizione (1.28) non è in generale necessaria, ma basterebbe che
T µµ = ∂2Λ, con Λ un campo scalare. Tuttavia si può mostrare [2] che in due dimensioni
tale campo con

(
h, h̄
)

= (0, 0) non può essere definito globalmente per via delle singo-
larità infrarosse e quindi la condizione di traccia nulla (1.28) è anche necessaria. Da
questo risultato discende anche che l’invarianza di scala (globale) implica l’invarianza
conforme.
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Il tensore Tµν simmetrico e a traccia nulla in due dimensioni ha solamente due
componenti indipendenti. Nelle coordinate complesse prima introdotte abbiamo:

Tzz =
1

4
(T00 − 2iT01 − T11) , (1.29)

Tz̄z̄ =
1

4
(T00 + 2iT01 − T11) , (1.30)

Tzz̄ = Tz̄z =
1

4
T µµ = 0. (1.31)

La legge di conservazione ∂µT µν = 0 si esprime nelle coordinate complesse come ∂zTz̄z̄ =

∂z̄Tzz = 0; ne segue che Tzz e Tz̄z̄ siano rispettivamente funzioni olomorfe e anti-
olomorfe, T (z) ≡ Tzz e T̄ (z̄) ≡ Tz̄z̄.

1.2.3 Quantizzazione radiale

La descrizione operatoriale della teoria richiede l’identificazione di una direzione di
tipo tempo, sulle cui ipersuperfici ortogonali definire delle regole di commutazione e
uno spazio di Hilbert per gli stati. Consideriamo la teoria definita su un cilindro
Euclideo (1 + 1)-dimensionale, con la coordinata temporale τ che scorre lungo l’asse
del cilindro, da −∞ a +∞, e la coordinata spaziale σ periodica di periodo 2πR. Il
cilindro con coordinata complessa ξ = τ + iσ può essere mappato nel piano complesso
z dalla trasformazione conforme (Fig. 1.1):

z = eξ/R = e
τ+iσ
R . (1.32)

Di conseguenza una traslazione temporale τ → τ +a, generata dall’hamiltoniana H
della teoria, corrisponde ad una dilatazione nel piano z → ea/Rz, generata da `0 + ¯̀

0.
Pertanto il tempo scorre radialmente nel piano z. D’altra parte una traslazione spaziale
σ → σ + bR nel cilindro corrisponde ad una rotazione z → eibz. Nel piano z, le
ipersuperfici a tempo costante sono cerchi centrati nell’origine, mentre l’infinito futuro,
τ = +∞, e l’infinito passato, τ = −∞, sono rappresentati rispettivamente dal punto
all’infinito e dall’origine. Abbiamo quindi mostrato che la quantizzazione canonica sul
cilindro corrisponde alla quantizzazione radiale della teoria nel piano.

La legge di trasformazione conforme di un campo nel formalismo operatoriale si ot-
tiene a partire dal commutatore a tempi uguali con la carica conservata dalla simmetria.
L’espressione della carica è la seguente:

Θ =

∫
τ=const.

dσ j0 nel piano−−−−−→ Θ =
1

2πi

∮ (
dz T (z) ε (z) + dz̄ T̄ (z̄)

)
, (1.33)
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Figura 1.1: Mappa dal cilindro al piano complesso

dove l’integrale
∮
dz è svolto sulla circonferenza a raggio costante nel piano z e T (z),

T̄ (z̄) sono adesso operatori che agiscono nello spazio di Hilbert. La variazione del
campo è quindi data da:

δεε̄Φ (w, w̄) =
1

2πi

(∮
|z|≡|w|

dz [T (z) ε (z) ,Φ (w, w̄)] + c.c.

)
. (1.34)

Questa espressione richiede l’introduzione dell’ordinamento temporale degli operatori.
Nel caso della quantizzazione radiale si introduce il seguente ordinamento radiale:

R (A (z)B (w)) =

A (z)B (w) se |z| < |w|,

B (w)A (z) se |z| > |w|.
(1.35)

Il commutatore in (1.34) deve quindi essere valutato sui contorni di z indicati in Fig.1.2.
La differenza dei cammini può essere deformata nel solo integrale lungo il cammino Cw
attorno al punto w, utilizzando l’analiticità del campo T (z). Grazie alla decomposizio-
ne olomorfa e antiolomorfa della simmetria conforme, possiamo studiare la trasforma-
zione della sola parte olomorfa del campo primario Φ (w); analoghe espressioni valgono
per la parte antiolomorfa. Prendendo la forma infinitesima della trasformazione (1.20)
per h̄ = 0 otteniamo:

δεΦ (w) = [h (∂ · ε) + ε (w) ∂] Φ (w) . (1.36)
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Figura 1.2: Differenza dei cammini d’integrazione intorno a w

Questa trasformazione deve essere uguagliata alla parte olomorfa della (1.34):

δεε̄Φ =
1

2πi

[∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

]
dz ε (z)T (z) Φ (w) =

=
1

2πi

∮
Cw
dz ε (z)T (z) Φ (w) = (h∂ε (w) + ε (w) ∂) Φ (w) .

(1.37)

Utilizzando l’olomorficità dei campi T (z), possiamo riscrivere la relazione (1.37) come
una condizione sulle singolarità polari del prodotto dei campi quantistici corrispondenti:

T (z) Φ (w) =
h

(z − w)2 Φ (w) +
1

(z − w)
Φ (w) + termini regolari per z → w. (1.38)

Si può dimostrare che questo risultato si ottiene anche dall’identità di Ward per la
simmetria conforme nel formalismo funzionale, (1.25), [2, pp. 118-120].

In ogni teoria di campo, le funzioni di correlazione sono singolari quando le posizioni
di due o più campi coincidono. Tali singolarità a corte distanze sono espresse in termini
dell’OPE (Operator Product Expansion) degli operatori:

A (z)B (w) ∼
∑
i

Ci (z − w)Oi (w) , (1.39)

dove dove gli Oi sono un set completo di operatori locali mentre le Ci sono le funzioni
di struttura. La (1.39) esprime la relazione di completezza dell’algebra degli operatori
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locali ed ha un significato molto preciso nelle teorie conformi, dove C (w − z) ha un
andamento a potenza. Ad esempio l’equazione (1.38) descrive l’OPE tra il tensore
energia-impulso e un campo olomorfo primario.

Notiamo adesso che il tensore energia-impulso non è un campo primario, infatti
l’OPE con se stesso è data da:

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4 +
2

(z − w)2T (w) +
1

z − w
∂wT (w) + termini regolari. (1.40)

Il termine aggiuntivo con un polo di ordine 4 è necessario per ottenere il correlatore
〈TT 〉 non nullo [2]. La costante c è chiamata carica centrale o anomalia conforme
ed il suo valore dipende dalla teoria descritta, come vedremo nella prossima sezione.
Osserviamo che il tensore energia-impulso T (z) è comunque un campo quasi-primario
con dimensioni conformi

(
h = 2, h̄ = 0

)
.

1.2.4 Sviluppo in modi normali

Gli operatori utilizzati per costruire lo spazio di Hilbert degli stati conformi sono
ottenuti dalla serie di Laurent del tensore energia-impulso nel seguente modo:

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln, Ln =
1

2πi

∮
C0
dz zn+1T (z) , (1.41)

T̄ (z̄) =
∑
n∈Z

z̄−n−2L̄n, L̄n =
1

2πi

∮
C0
dz̄ z̄n+1T̄ (z̄) . (1.42)

L’esponente (−n− 2) è scelto in modo tale che sotto dilatazioni Ln trasformi come un
campo con dimensione di scala −n.

Partendo dalle relazioni (1.41), si può ottenere l’algebra degli operatori Ln utiliz-
zando l’OPE dei tensori energia-impulso (1.40) e seguendo la Fig 1.2:

[Ln, Lm] =

[
1

2πi

∮
C0
dz zn+1T (z) ,

1

2πi

∮
C0
dwwm+1T (w)

]
=

=
1

(2πi)2

∮
C0
dw

∮
Cw
dz zn+1wn+1T (z)T (w) .

(1.43)

Integrando si ottiene l’espressione:

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12

(
n3 − n

)
δn+m,0. (1.44)

Abbiamo quindi ottenuto la celebrata algebra di Virasoro delle trasformazioni conformi
bidimensionali. Analoga espressione si ottiene per gli L̄n. Osserviamo che la (1.44) dif-
ferisce dall’algebra conforme classica (1.19) per l’estensione centrale parametrizzata da
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c. Ogni teoria di campo conforme contiene un insieme di rappresentazioni dell’algebra
di Virasoro per un dato valore di c. Si nota infine come L−1, L0 e L1 soddisfino un’al-
gebra priva di termini anomali, riconducendosi così ai generatori delle trasformazioni
conformi globali SL (2,C).

1.2.5 Spazio di Hilbert

Lo spazio di Hilbert è costruito a partire dallo stato di vuoto |0〉 per la teoria sul piano
z con hamiltoniana H = L0 + L̄0. Richiediamo che l’azione del tensore energia-impulso
T (z) su |0〉 sia regolare per z = 0; la (1.41) implica le relazioni,

Ln |0〉 = 0, n > −1. (1.45)

In particolare ritroviamo l’invarianza del vuoto sotto le trasformazioni conformi glo-
balmente definite L−1, L0 e L1. Vedremo in seguito che le trasformazioni generate da
Ln con n 6 −2 creano stati eccitati.

L’operazione di coniugazione hermitiana nel cilindro euclideo comporta un cambia-
mento di segno nella coordinata temporale τ = it, che nel piano conforme corrisponde
alla trasformazione d’inversione z → 1/z. Utilizzando la legge di trasformazione (1.20)
applicata al campo T (z) otteniamo:

T

(
1

z

)
= T (z) z4. (1.46)

Richiedendo l’hermiticità del tensore T (z) abbiamo:

L†n = L−n. (1.47)

L’aggiunta dell’equazione (1.45) è quindi:

〈0|Ln = 0 per n 6 1. (1.48)

Osserviamo che i generatori di SL (2,C) L−1, L0 e L1 annichilano sia il vuoto “in” |0〉
che il vuoto “out” 〈0|.

La teoria della rappresentazione dell’algebra di Virasoro può essere sviluppata ana-
lizzando gli stati generati dai campi conformi applicati al vuoto, come adesso discutere-
mo. Ad ogni campo primario Φh sono associati dei campi secondari o discendenti, che
formano la famiglia conforme [Φh] a cui corrisponde una rappresentazione irriducibile
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dell’algebra (1.44). In ogni teoria possiamo identificare un set completo di campi locali
{Oi} che consiste di un numero, anche infinito, di famiglie conformi,

{Oi} =
⊕
h

[Φh] . (1.49)

Per determinare i discendenti si calcola l’OPE del campo primario con il tensore
energia-impulso sviluppato in modi normali:

T (z) Φh (w) =
∑
n∈Z

(z − w)−n−2 (LnΦh) (w) . (1.50)

In tal modo, dall’equazione (1.38), possiamo dedurre l’azione dei modi Ln sul campo;
in particolare:

(L0Φh) (w) = hΦh (w) , (1.51)

(L−1Φh) (w) = ∂wΦh (w) , (1.52)

(LnΦh) (w) = 0 per n > 0. (1.53)

Ad ogni campo primario Φh possiamo associare il seguente stato ottenuto applicando
il campo al vuoto:

|h〉 = Φh (0) |0〉 . (1.54)

Sfruttando la (1.54) e le (1.51 - 1.53) otteniamo:

Ln |h〉 = 0 per n > 0, (1.55)

L0 |h〉 = h |h〉 . (1.56)

Quindi lo stato |h〉 è autostato di L0 con autovalore h. Inoltre questo stato è annichilato
da metà dei generatori di Virasoro, analogamente allo stato di vuoto (1.45). Gli stati
eccitati corrispondenti ai discendenti del campo Φh sono quindi della forma:

L−n1L−n2 . . . L−nk |h〉 , n1 > n2 > . . . nk > 0. (1.57)

Utilizzando l’algebra di Virasoro (1.44) otteniamo:

L0L−n |h〉 = (h+ n)L−n |h〉 , (1.58)

pertanto i discendenti hanno energia intera positiva rispetto allo stato |h〉. Questo stato
di energia minima nel settore del campo Φh è detto “stato di peso massimo” nella teoria
delle rappresentazioni dell’algebra di Virasoro [3]. In conclusione ogni stato |h〉 e la
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sua torre di stati eccitati corrisponde ad una rappresentazione dell’algebra di Virasoro
(si noti l’ortogonalità 〈h|h′〉 = δhh′ dovuta alla (1.23)).

Lo stato di peso massimo “out” è ottenuto mediante l’operazione di aggiunzione che
consiste nella trasformazione conforme z → 1/z. Abbiamo:

〈h| = lim
z,z̄→∞

〈0|Φh (z, z̄) z2hz̄2h̄. (1.59)

Questo stato soddisfa le equazioni:

〈h|Ln = 0 per n < 0, (1.60)

〈h|L0 = 〈h|h. (1.61)

1.2.6 Teorie fermioniche e bosoniche libere

Teoria bosonica libera

Consideriamo adesso due esempi del formalismo precedentemente introdotto. Il caso
più semplice è quello della teoria euclidea di un campo bosonico libero a massa nulla
in due dimensioni1:

S =
1

8π

∫
d2x
√
g gµν∂µϕ∂νϕ =

1

2π

∫
d2x ∂ϕ∂̄ϕ. (1.62)

La funzione di correlazione a due punti del campo bosonico è:

〈ϕ (z, z̄)ϕ (w, w̄)〉 = − log (z − w)− log (z̄ − w̄) . (1.63)

Osserviamo che il campo bosonico ϕ si decompone anch’esso in parte olomorfa e anti-
olomorfa, ma non è un campo conforme, in quanto il propagatore non ha l’andamento
a legge di potenza. D’altra parte, la sua derivata ∂ϕ è un campo conforme olomorfo
con correlatore,

〈∂ϕ (z) ∂ϕ (w)〉 = − 1

(z − w)2 . (1.64)

Dalla (1.26), applicata all’azione (1.62), si ottiene il tensore energia-impulso del
sistema bosonico:

T (z) =
1

2
: ∂ϕ∂ϕ : . (1.65)

Nel caso quantistico, il prodotto di due campi è singolare per punti coincidenti
e quindi l’espressione (1.65) è regolarizzata introducendo l’ordinamento normale (: :).

1In questa tesi, a parte dove specificato, ∂ ≡ ∂z e ∂̄ ≡ ∂z̄
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Nella teoria libera, possiamo applicare il teorema di Wick per calcolare espressioni
ordinate normalmente. Utilizzando la definizione (1.65) di T (z) e la contrazione dei
campi (1.63), otteniamo le seguenti espressioni per l’OPE del campo ∂ϕ con T e di due
tensori energia-impulso:

T (z) ∂ϕ (w) ∼ 1

(z − w)2∂ϕ (w) +
1

z − w
∂2ϕ (w) , (1.66)

T (z)T (w) ∼ 1/2

(z − w)4 +
2

(z − w)2T (w) +
1

z − w
∂T (w) . (1.67)

Dal confronto con le equazioni (1.38) e (1.40) segue che il campo ∂ϕ è un campo
primario olomorfo di dimensione conforme h = 1, mentre la carica centrale c della
teoria bosonica è pari a 1.

Notiamo che la dimensione conforme del bosone ϕ è nulla, e quindi è possibile
costruire dei campi locali detti operatori di vertice:

Vα (z, z̄) =: eiαϕ(z,z̄) : . (1.68)

Calcolando l’OPE con T , si trova che i Vα sono campi primari con dimensioni conformi(
h, h̄
)

=
(
α2

2
, α

2

2

)
.

Vedremo che in generale una teoria conforme interagente con c = 1 sarà descritta
da una collezione di campi Vα ed associate rappresentazioni [2]. Notiamo infine che la
quantizzazione canonica della teoria (1.62) discussa nel capitolo 3 riprodurrà le relazioni
ottenute in questo paragrafo.

Teoria fermionica libera

Consideriamo adesso un fermione di Majorana libero in due dimensioni. L’azione
Euclidea si scrive:

S =
1

16π

∫
d2xΨ†γ0γµ∂µΨ =

1

8π

∫
d2x

(
χ̄∂χ̄+ χ∂̄χ

)
, (1.69)

dove si è preso Ψ =

(
χ

χ̄

)
. La funzione di correlazione ha la forma olomorfa,

〈χ (z)χ (w)〉 =
1

z − w
, (1.70)

che indica che il campo χ ha dimensione
(
h, h̄
)

= (1/2, 0). Analoga espressione si trova
per il campo antiolomorfo χ̄ (z̄).
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Il tensore energia-impulso risulta essere:

T (z) =
1

2
: χ (z) ∂χ (z) : . (1.71)

Calcolando le OPE col teorema di Wick come nel caso bosonico otteniamo:

T (z)χ (w) ∼ 1/2

(z − w)2χ (w) +
1

z − w
∂χ (w) , (1.72)

T (z)T (w) ∼ 1/4

(z − w)4 +
2

(z − w)2T (w) +
1

z − w
∂T (w) . (1.73)

Queste relazioni verificano che il campo primario χ ha dimensione h = 1
2
ed inoltre

determinano la carica centrale della teoria c = 1
2
.

Introduciamo adesso il campo fermionico chirale ψ (z) complesso, detto fermione
di Weyl, che descrive fermioni carichi. Questo può essere realizzato con due spinori di
Majorana, ψ = χ1 + iχ2 e quindi ha carica centrale c = 1. Definiamo i modi ψn del
campo nel seguente sviluppo:

ψ (z) =
∑
n

ψnz
−n− 1

2 . (1.74)

In analogia con la discussione nella sezione 1.2.4 per i modi Ln, eq.(1.43), utilizziamo
la relazione (1.74) per calcolare l’algebra dei modi ψn. Si ottengono le relazioni di
anti-commutazione canoniche,

{ψn, ψm} = δn+m,0. (1.75)

Oltre al campo ψ di dimensione conforme h = 1
2
, è possibile costruire un campo di

dimensione conforme h = 1:

ρ (z) =: ψ† (z)ψ (z) : . (1.76)

Questo campo corrisponde alla densità di carica della teoria del fermione di Weyl. La
carica ρ (z) e l’energia T (z) locali possono essere sviluppate in modi normali, definendo
gli Ln (1.41) e corrispondentemente ρ (z) =

∑
n ρnz

−n−1.
I generatori ρn e Ln soddisfano una generalizzazione dell’algebra di Virasoro della

seguente forma:

[ρn, ρm] = nδn+m,0,

[Ln, ρm] = −mρn+m,

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
1

12

(
n3 − n

)
δn+m,0,

(1.77)
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detta algebra delle correnti. Queste espressioni possono essere ottenute dalle definizioni
(1.71) e (1.76) utilizzando la quantizzazione canonica (1.75) o equivalentemente dalle
OPE dei campi conformi (1.72), (1.73).

Il fatto che la carica centrale c = 1 della teoria di Weyl sia la stessa della teoria
bosonica suggerisce un legame fra le due teorie. In effetti esiste una relazione esatta
detta bosonizzazione in due dimensioni, che sarà descritta nel capitolo 3.
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Capitolo 2

Effetto Hall quantistico

2.1 Introduzione

Il sistema fisico che introduciamo in questo capitolo fu ideato nel 1879 dal fisico Ed-
win Hall per determinare il segno della carica q dei portatori di corrente. Un nastro
conduttore è posto nel piano (x, y) e su di esso scorre una corrente jjj = qρvvv lungo y,
(Fig.2.1). Il sistema bidimensionale è immerso in un campo magnetico BBB omogeneo e
statico perpendicolare al nastro nella direzione z. Sui portatori della corrente jjj agisce
una forza di Lorentz FFFL che provoca una differenza di carica ed un campo elettrico EEE
in direzione x. All’equilibrio abbiamo:

F = q
(
EEE +

vvv

c
×BBB

)
= 0. (2.1)

Introduciamo il tensore conduttività ji = σijEj, per descrivere campo elettrico e
corrente non collineari, e otteniamo dalla (2.1):

σik =

(
0 qρc/B

−qρc/B 0

)
. (2.2)

Quindi nell’effetto Hall classico la corrente è puramente trasversa e il suo segno deter-
mina la carica dei portatori.

Negli anni ottanta, l’effetto Hall in strati bidimensionali di elettroni realizzati in
giunzioni di semiconduttori di silicio e GaAs-AlGaAs mostrò una conduttività anomala
nel regime quantistico [5] [6]. Per campi magnetici dell’ordine di 10 Tesla e a tem-
perature di 10 − 100 mK, si osservano dei plateaux nella conduttività in funzione del
campo magnetico. Inoltre i valori della conduttività ai plateaux sono multipli interi di
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Figura 2.1: Effetto Hall

e2/h:

σik

∣∣∣∣
plateau

= ν
e2

h

(
0 −1

+1 0

)
, ν = 1, 2, 3, . . . , (2.3)

dove l’intero ν è detta frazione di riempimento o filling fraction. In Fig. 2.2 è riportato
l’andamento delle componenti del tensore resistività Rij, ovvero il tensore inverso di
σij, che quindi ai plateaux assume la forma:

Rij

∣∣∣∣
plateau

=
1

ν

h

e2

(
0 +1

−1 0

)
. (2.4)

Come si nota nel grafico (2.2), l’andamento lineare classico della resistività trasversa
Rxy (2.4), è violato. Il fatto che la conduttività Ohmica σxx (2.3) si annulli in corrispon-
denza dei plateaux suggerisce l’esistenza di un gap di energia tra lo stato fondamentale
del sistema e gli stati eccitati. Klitzing, Dorda e Pepper [5] furono i primi ad osservare
i plateaux, scoprendo così l’effetto Hall quantistico intero (IQHE). Negli anni succes-
sivi, grazie all’utilizzo di campioni più puri, furono osservati anche plateaux a valori
frazionari di ν [7]. In particolare esistono due serie: la serie di Laughlin ν = 1/ (q + 1)

con q pari, e la serie di Jain ν = m/ (q ± 1), con m = 2, 3, . . .. Queste descrivono il
cosiddetto effetto Hall quantistico frazionario (FQHE) [8].

In questo capitolo discutiamo le principali proprietà che fanno dell’effetto Hall quan-
tistico un sistema particolarmente interessante. In primo luogo i valori sperimentali
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Figura 2.2: I valori della resistività Rxy e Ryy in funzione del campo magnetico per un sistema alla
temperatura di 85mK. I numeri indicati mostrano il valore della filling fraction ν.

assunti dalla conduttività nei plateaux sono universali, ovvero insensibili ai dettagli
microscopici del campione utilizzato [6]. Inoltre i valori sono estremamente precisi,
(∆σxy/σxy ∼ O (10−9)), rendendo l’effetto Hall quantistico uno dei fenomeni più preci-
si conosciuti in fisica, che permette la determinazione della costante di struttura fine α
con un’accuratezza comparabile con quella degli esperimenti in fisica delle particelle [5].
Questi fenomeni lasciano supporre la presenza di proprietà di simmetria e geometriche
che determinano i valori della conduttività indipendentemente dai dettagli microscopici
dell’hamiltoniana del sistema.

Un approccio teorico che permette di descrivere fenomeni universali è quello della
teoria dei campi effettiva. Vedremo infatti che le proprietà descritte precedentemente,
come la quantizzazione esatta della conduttività, possono essere formalizzate dalla teo-
ria di gauge topologica detta di Chern-Simons. D’altra parte l’insensibilità ai dettagli
microscopici è caratteristica di grandi lunghezze di correlazione e di invarianza di scala
e conforme. Mostreremo che le eccitazioni di bassa energia del sistema Hall si trovano
al bordo del campione bidimensionale e sono descritte da una teoria di campo conforme
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in (1 + 1) dimensioni, una spaziale e una temporale.

2.2 Effetto Hall quantistico intero

2.2.1 Livelli di Landau

Iniziamo con il ricordare il comportamento quantistico di elettroni liberi sottoposti ad
un campo magnetico costante. L’hamiltoniana di singola particella è:

H =
1

2m

(
ppp− e

c
AAA
)2

, (2.5)

dove si è trascurata l’interazione di Pauli con lo spin dell’elettrone, perché si suppone
completamente polarizzato dal campo. Consideriamo per comodità un sistema bidi-
mensionale nel piano infinito con invarianza per rotazioni, nel quale risulta conveniente
scegliere la gauge simmetrica per il campo elettromagnetico: Ai = −1

2
Bεijxj1, con

i, j = 1, 2. Il campo B definisce una scala di lunghezza caratteristica, la lunghez-
za magnetica, `B =

√
2~c/eB, corrispondente alla dimensione delle orbite di ciclo-

trone percorse dagli elettroni. D’ora in avanti scegliamo le unità di misura naturali
~ = c = kB = 12. Passando alle coordinate complesse z = x1 + ix2 e z̄ = x1 − ix2, è
possibile definire due coppie di operatori di creazione e distruzione [9],

a =
z

2`B
+ `B∂̄, a† =

z̄

2`B
− `B∂,

[
a, a†

]
= 1, (2.6)

b =
z̄

2`B
+ `B∂, b† =

z

2`B
− `B∂̄,

[
b, b†

]
= 1, (2.7)

mentre tutti gli altri commutatori di a e b sono nulli. In termini di questi operatori la
(2.5) assume la forma dell’hamiltoniana di oscillatore armonico:

H = wc

(
a†a+

1

2

)
, (2.8)

dove wc = eB/m è la frequenza di ciclotrone. L’operatore di momento angolare lungo
l’asse z, J = −ixiεij∂j, può essere riscritto come:

J = b†b− a†a. (2.9)

Pertanto, questo sistema è caratterizzato da stati, detti livelli di Landau, con energia
εn = wc (n+ 1/2), n ∈ N, che sono degeneri nel momento angolare m, m = −n,−n +

1, . . . (la degenerazione è finita per un sistema finito, come vedremo in seguito).
1εij è il tensore antisimmetrico definito da ε12 = 1.
2Faremo comparire eventualmente le costanti }, c in formule più significative.
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A bassa temperatura e grandi campi magnetici, T < wc, gli elettroni si trovano
principalmente nel primo livello di Landau. Questo è descritto da stati che soddisfano
aψ = 0. Sostituendo l’operatore (2.6), si trova ψ = ϕ (z) e−|z|

2/2`2B , dove ϕ è una fun-
zione analitica di z che può essere scelta autostato del momento angolare. Si ottengono
quindi gli autostati di singolo elettrone del primo livello di Landau,

ψ0,m (z, z̄) =
1

`B
√
π

1√
m!

(
z

`B

)m
e−|z|

2/2`2B . (2.10)

La funzione d’onda a molti corpi di N elettroni che riempiono il primo livello (corri-
spondente a ν = 1) si ottiene prendendo il determinante di Slater delle funzioni d’onda
di singola particella. Questa quantità assume la forma del cosiddetto determinante di
Vandermonde:

Ψ ({zi, z̄i}) =
N∏
i<j

(zi − zj) exp

(
−

N∑
i=1

|zi|2

2`2
B

)
. (2.11)

La base di autostati del livello n di Landau può essere ricavata applicando gli
operatori a† e b† sullo stato fondamentale ψ0,0 = 1√

π`B
e−|z|

2/2`2B , ottenendo l’espressione:

ψn,m =

(
b†
)n+m√

(n+m)!

(
a†
)n

√
n!
ψ0,0 (z, z̄)

=
1

`B
√
π

√
n!

(n+m)!

(
z

`B

)m
Lmn
(
|z|2/`B

)
e−|z|

2/2`2B , con m+ n ≥ 0,

(2.12)

dove n = 0, 1, 2, . . . indica il livello di Landau e gli Lmn sono i polinomi di Laguerre
generalizzati.

Le funzioni d’onda del primo livello di Landau |ψ0,m| sono piccate radialmente
ad una distanza dall’origine pari a rm = `B

√
m, formando così un struttura a orbi-

tali concentrici, (Fig. 2.3). L’area racchiusa nell’orbita di raggio rm risulta pari a
Am = πr2

m = 2π/e
B
m e perciò contiene m quanti di flusso Φ0 = 2π/e del campo ma-

gnetico B. Di conseguenza la corona circolare tra due successivi orbitali racchiude un
quanto di flusso Φ0. Considerando il sistema di un disco di area A vediamo che questo
può contenere approssimativamente un numero di stati degeneri Nφ corrispondente al
numero di quanti di flusso creati dal campo B nel campione:

Nφ =
BA

Φ0

. (2.13)

Si può dimostrare che questo risultato è esatto e indipendente dalla forma della super-
ficie.
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Figura 2.3: Gli stati degeneri sono rappresentati da orbitali di raggio rm. Ciascuna circonferenza
racchiude un’area contenente m quanti di flusso del campo magnetico B. Per ν = 1 ogni orbitale è
occupato da un elettrone.

Supponiamo che il sistema di N elettroni riempia n livelli di Landau, ovvero che
il campo magnetico B sia tale da fissare la degenerazione dei livelli di Landau Nφ in
modo che:

n =
N

Nφ

=
ρA

BA/Φ0

=
2πρ

eB
. (2.14)

Dall’equazione (2.2) si ottiene3

σxy = −eρ
B

= − e
2

2π
n. (2.15)

Abbiamo quindi mostrato che una semplice analisi degli elettroni liberi in n livel-
li di Landau completamente pieni riproduce l’effetto Hall quantistico intero (2.3).
L’esistenza del gap, necessaria per avere σxx = 0, è assicurata da ∆ = wc.

All’aumentare del campo magnetico B la filling fraction ν diminuisce come in Fig.
2.2, in quanto la degenerazione dei livelli Nφ aumenta, quindi fissato il numero di
elettroni diminuisce il numero dei livelli di Landau pieni. In base all’analisi precedente,
solamente certi valori precisi di B sono tali da permettere un riempimento completo

3Nonostante le geometrie siano diverse dal piano infinito, indichiamo sempre con σxy e σxx

rispettivamente la conduttività trasversa e longitudinale al campo elettrico applicato.
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dei livelli e quindi un gap finito. Resta quindi da capire l’esistenza di plateaux, ∆B > 0

dove la conducibilità Hall rimane costante al valore intero e σxx = 0.
Questo fenomeno può essere spiegato dalla presenza di impurezze nel sistema [6]. A

tale scopo, introduciamo un potenziale V (x) con minimi locali in corrispondenza delle
impurezze. Il potenziale rompe la degenerazione dei livelli di Landau che diventano
delle bande; supponiamo che la presenza delle impurezze non mescoli i livelli di Landau,
ovvero che |V | � wc. Un altro effetto delle impurezze è quello di trasformare alcuni
stati quantistici estesi, nei quali gli elettroni sono liberi di muoversi in tutto il sistema, in
stati localizzati in quanto intrappolati nei minimi locali del potenziale V [10]. Come si
vede in Fig. 2.4, gli stati estesi si posizionano ancora al centro di ogni livello di Landau,
quelli localizzati nelle code fra diversi livelli. Quando l’energia di Fermi si trova nella
regione degli stati localizzati, variando il campo B e quindi la degenerazione, cambia
il numero di elettroni che occupano gli stati localizzati, mentre l’occupazione degli
stati estesi che trasportano corrente rimane costante. Si osserva quindi il plateau della
conduttività in un intervallo di valori ∆B, che è proporzionale alla densità di impurezze.
Continuando a variare B, il numero di elettroni in eccesso o in difetto rispetto alla
degenerazione supera il numero di stati localizzati disponibili, quindi la conduttività
varia sensibilmente a seguito dell’occupazione di un’altra banda e la resistenza Hall si
comporta secondo la teoria classica fino al riempimento di tutti gli stati estesi e alla
formazione di un nuovo plateau.

2.2.2 Invarianza di gauge e argomento del flusso di Laughlin

Il disordine introdotto dalle impurezze permette di capire qualitativamente l’andamento
di σxy a plateaux, ma non spiega da solo l’eccezionale precisione della sua quantizza-
zione Hall, insensibile ai dettagli microscopici della teoria. Esistono vari approcci che
permettono di spiegare la robustezza della conduttività e che verranno discussi a più
riprese nella tesi.

Il primo di questi è l’argomento del flusso dovuto a Laughlin [11]. Supponiamo
di avere un sistema di elettroni su un anello come in Fig.2.5. Aggiungiamo al campo
magnetico B un flusso Φ (t) dipendente dal tempo lungo l’asse centrale, ad esempio
inserendo un solenoide all’interno dell’anello. Variamo il flusso Φ nel tempo da 0 a Φ0

in modo adiabatico cioè in un intervallo di tempo T � 1/∆, dove ∆ ∼ wc è il gap.
Tale flusso induce una forza elettromotrice E = −∂Φ/∂t longitudinale ed una corrente
Hall radiale. Lo spettro del sistema dipende da Φ (t), ma è lo stesso all’inizio e alla fine
del ciclo, in quanto l’hamiltoniana H (Φ = 0) è legata all’hamiltoniana H (Φ = Φ0) da
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Figura 2.4: La densità degli stati nei livelli di Landau in presenza di impurezze.

una trasformazione di gauge del campo A. Più precisamente l’effetto del flusso Φ (t)

può essere cancellato da una trasformazione di gauge degli stati:

ψ (r, θ)→ e−ie
Φ
2π
θψ (r, θ) . (2.16)

Per Φ = Φ0, la trasformazione di gauge è periodica e mappa un autostato in un altro,
quindi lo spettro di H (0) e H (Φ0) coincidono. Nel processo, ogni stato localizzato è
mappato in se stesso, mentre ogni stato esteso va nel corrispondente stato al successivo
raggio disponibile, causando la corrente Hall. Questo fenomeno prende il nome di
flusso spettrale, spectral flow, e avviene anche nel sistema privo di impurezze. Infatti in
questo caso la trasformazione di fase indotta dal flusso aumenta di un’unità il momento
angolare dello stato facendo saltare l’elettrone nell’orbitale successivo.

In conclusione, la conseguenza dell’inserimento adiabatico di Φ0 è il trasferimento di
una carica elettronica dal bordo interno dell’anello a quello esterno, per ogni livello di
Landau pieno. Se i livelli di Landau pieni sono n, si crea una corrente radiale I = ne/T

che comporta una conduttività Hall pari a:

σxy =
I

E
= − e

2

2π
n. (2.17)

Abbiamo riottenuto il risultato (2.15) in modo esatto, in quanto l’argomento non richie-
de ipotesi sulla forma dell’hamiltoniana microscopica, che può contenere interazione fra
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Figura 2.5: Rappresentazione schematica dell’argomento di Laughlin per l’effetto Hall nella geometria
dell’anello. L’inserzione del flusso Φ genera una forza elettromotrice e una corrente radiale dovuta
allo spectral flow degli stati quantistici estesi.

gli elettroni, disomogeneità del campo B etc, a patto che non chiudano il gap ∆.

2.2.3 Stato fondamentale incompressibile

Consideriamo il sistema (2.5) a molti corpi, descritto in seconda quantizzazione dal-
l’hamiltoniana:

Ĥ =
1

2m

∫
d2x

(
DiΨ̂

)† (
DiΨ̂

)
, (2.18)

con Di = ∂i + ieAi, la derivata covariante, e con l’operatore di campo Ψ̂ che ammette
uno sviluppo sulla base delle autofunzioni dell’energia e del momento angolare di singola
particella (2.12):

Ψ̂ (xxx, t) =
∞∑
n=0

∞∑
m=−n

ĉ(n)
m ψn,m (xxx) e−i(n+1/2)wct. (2.19)

I coefficienti dello sviluppo ĉ(n)
m sono gli operatori di creazione fermionici dello spazio

di Fock e soddisfano {
ĉ(n)
m , ĉ

(j)†
l

}
= δn,jδm,l, (2.20)

mentre tutti gli altri anti-commutatori sono nulli.
Consideriamo lo stato fondamentale |Ω〉 a molti corpi corrispondente al primo livello

di Landau pieno su un disco di raggio R e contenente tutti gli stati di singola particella
di momento angolare 0 6 m 6 L. Ricordando la struttura degli orbitali in Fig. 2.3, il
raggio del disco è legato approssimativamente a L da R ' `B

√
L. Dunque possiamo

scrivere:
|Ω〉 = ĉ†0ĉ

†
1 . . . ĉ

†
L |0〉 , (2.21)
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dove per semplicità ĉ†m = ĉ
(0)†
m e |0〉 è il vuoto dello spazio di Fock. Questa configu-

razione è chiaramente incompressibile. Infatti un’onda di densità provocherebbe una
diminuzione del momento angolare totale e quindi un salto obbligato di elettroni verso
stati liberi a livelli superiori. Questo richiederebbe energie necessarie a superare il gap
wc che non sono accessibili per alti campi magnetici e basse temperature.

Discutiamo adesso la forma della densità nello stato fondamentale con ν = 1

espressa dal valore d’aspettazione dell’operatore ρ̂ = Ψ̂†Ψ̂. Si ottiene facilmente
l’espressione:

〈Ω| ρ̂ |Ω〉 =
1

`2
Bπ

e−r
2/`2B

L∑
m=0

1

m!

(
r

`B

)2m

. (2.22)
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Figura 2.6: Valore d’aspettazione della densità di carica (2.22) in unità di 1/π`2B nel primo livello di
Landau con L = 50 in funzione di r/`B .

Questa forma, riportata in figura 2.6, è caratteristica di una goccia di fluido bidi-
mensionale. Per r � `B

√
L abbiamo la densità uniforme tipica di un fluido, mentre

per r ' `B
√
L il profilo va rapidamente a zero. In conclusione abbiamo mostrato che il

primo livello di Landau pieno (ν = 1) corrisponde ad un fluido quantistico di elettroni
che è incompressibile per il gap wc � T .

2.2.4 Stati di bordo

Possiamo analizzare il sistema Hall nella geometria del disco utilizzando lo spazio di
Hilbert del piano infinito, discusso precedentemente, al quale aggiungiamo un poten-
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ziale confinante gli elettroni. Questo modificherà la struttura al bordo dei livelli di
Landau rompendo la degenerazione [10]. Nella geometria del disco, il potenziale con-
finante è una funzione radiale V = V (r), mantenendo così il momento angolare un
buon numero quantico. Nei pressi del bordo gli autostati del momento angolare ac-
quistano uno spettro che cresce approssimativamente in modo lineare, come in figura
2.7. L’incompressibilità definisce inoltre una superficie di Fermi dove il mare di Fermi
corrisponde all’interno del sistema. Le eccitazioni di minore energia sullo stato |Ω〉
sono quelle di tipo buca-particella localizzate al bordo.

Possiamo rappresentare l’effetto del potenziale confinante tramite, ad esempio, un
potenziale quadratico, per poi effettuare il limite al bordo degli stati elettronici [9]. Il
potenziale confinante armonico,

VC (|z|) = α|z|2 + β, (2.23)

dà luogo ad uno spettro lineare per gli stati di momento angolare m ∼ L nel primo
livello di Landau:

εm = α (m− L) + β. (2.24)

I coefficienti α e β dipendono in generale dal numero di particelle N = L+1, in quanto
lo spettro lineare è generato dinamicamente, e possono essere sviluppati in potenze di√
L ' R. Le eccitazioni al bordo sono descritte da una teoria di campo conforme se α,

nel limite L→∞, ammette la seguente espansione:

α =
v

m
√
L

+O
(

1

L

)
. (2.25)

Espandendo anche β,

β = β0 −
vµ

m
√
L

+O
(

1

L

)
, (2.26)

a meno di termini di O (1/L) si trova lo spettro lineare caratteristico delle teorie
conformi nella geometria spazio-temporale del cilindro:

εm = β0 +
v

R
(m− L− µ) . (2.27)

Notiamo come le eccitazioni neutre buca-particella al bordo abbiano energie dell’ordine
O
(

1/
√
L
)
, mentre eccitazioni cariche (positive) costano un’energia β0 + O

(
1/
√
L
)
.

Nel limite L → ∞, la legge di dispersione assume una forma relativistica con spettro
ε ∝ vp, dove p = m/`B

√
L è il momento unidimensionale; inoltre il parametro adi-

mensionale µ gioca il ruolo di potenziale chimico [9]. Questo risultato mette in luce
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Figura 2.7: Spettro generato dinamicamente in presenza di un potenziale confinante. I livelli perdono
la degenerazione al bordo.

la possibilità di rappresentare la teoria al bordo come una teoria conforme di fermioni
carichi che descrivono le eccitazioni buca-particella di bassa energia. È dovuta a Sto-
ne [12] [13] [14] la dimostrazione che gli elettroni (2 + 1)-dimensionali corrispondono al
bordo a fermioni relativistici di Weyl (1 + 1)-dimensionali, carichi e relativistici il cui
mare di Dirac coincide col livello di Landau pieno per L→∞.

Studiamo adesso il comportamento della teoria nel limite termodinamico L '
(R/`B)2 → ∞, costruendo la dinamica dei gradi di libertà al bordo del campione.
In questo limite la teoria diventa manifestamente relativistica ed è possibile ricavare
l’algebra di Virasoro (1.44) e pertanto l’invarianza conforme al bordo. Per prima cosa
osserviamo come l’operatore di campo valutato al bordo diventi:

Ψ̂
(
Reiθ, t

)
=

(
2

π`B

)1/4 ∞∑
m=0

ĉm
Cm√
2πR

eimθe−iεmt, (2.28)

con C 2
m

(
R2
)

=

√
2π

(m)!

(
R2

`2
B

)m+1/2

e−R
2/`2B . (2.29)

Prendendo il limite termodinamico L→∞, i coefficienti Cm descrivono delle gaussiane
centrate in R2 = m+ 1/2:

Cm
(
R2
)
' exp

(
−(R2 − (m+ 1/2))

2

4 (m+ 1/2)

)
. (2.30)
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All’interno della regione di spettro lineare (2.27), L −
√
L 6 m 6 L +

√
L, i picchi

delle gaussiane appartengono all’intervallo (L−O (1)) `2
B 6 R2 6 (L+O (1)) `2

B. Per-
tanto in tale regione i coefficienti Cm fissano il valore del raggio, R2 = (L±O (1)) `2

B,
motivando così la relazione:

Nφ =
R2

`2
B

= L+ µ, (2.31)

con µ ∼ O (1). Sostituendo dunque R2 = (L+ µ) `2
B nelle gaussiane (2.30), e traslando

m → m + L, in modo da considerare l’indice m come il momento angolare al bordo
rispetto al massimo valore L, si ottiene:

CL+m ∼ exp

(
−(m− µ+ 1/2)2

4L

)
, (2.32)

che nel limite termodinamico al bordo tende ad 1,

lim
L→∞

CL+m = 1, |m| <
√
L. (2.33)

Pertanto possiamo riscrivere l’operatore di campo:

Ψ̂
(
Reiθ, t

)
'
(

2

π`2
B

)1/4

ei(L+µ)θF̂R (θ, t) , (2.34)

dove F̂R (θ, t) =
1√
2πR

∞∑
m=−∞

d̂me
i(m−µ)(θ−vt/R), d̂m = ĉm+L, (2.35)

dove gli operatori d̂m d̂†m rispettivamente distruggono e creano le eccitazioni buca-
particella al bordo.

L’hamiltoniana di bulk col potenziale confinante ha la forma:

Ĥ =
1

2m

∫
d2x

(
DiΨ̂

)† (
DiΨ̂

)
+

∫
d2x Ψ̂†VCΨ̂. (2.36)

Nel primo livello di Landau DiΨ̂ = 0, mentre il termine di potenziale è localizzato sul
bordo per la forma ridotta delle funzioni d’onda degli stati vicini alla superficie di Fermi.
Dalla forma dell’energia (2.27) otteniamo quindi la seguente forma dell’hamiltoniana
di bordo:

ĤR =
v

2

∫ 2π

0

dθ F̂ †R (−i∂θ) F̂R + c.c. , (2.37)

in termini del campo F̂R (2.35). Questa è l’hamiltoniana di un fermione carico, chirale
e relativistico che si muove con velocità v su un cerchio di circonferenza 2πR.
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2.2.5 Teoria conforme degli stati di bordo

La teoria conforme così costruita è naturalmente definita sul cilindro minkowskiano(
Reiθ, t

)
. È possibile passare al piano conforme, con ordinamento radiale descritto al

capitolo 1, introducendo la variabile,

η = e
1
R

(vτ+iRθ), (2.38)

dove τ = it è il tempo euclideo. Nella variabile η il campo F̂R e il suo hermitiano
coniugato F̂ †R sono anti-olomorfi, come richiesto per i fermioni di Weyl introdotti nel
paragrafo 1.2.6:

F̂R (η̄) =
η1/2

√
2πR

F̂ (η̄) , F̂ (η̄) =
∞∑

m=−∞

η̄−m+µ−1/2d̂m, (2.39)

F̂ †R (η̄) =
η1/2

√
2πR

F̂ † (η̄) , F̂ † (η̄) =
∞∑

m=−∞

η̄m−µ−1/2d̂†m. (2.40)

L’hamiltoniana ĤR e la densità di corrente ρ̂R sono anch’esse chirali:

ρ̂R (η̄) = F̂ †RF̂R, (2.41)

ĤR =
1

i

∮
dη̄ ĤR, ĤR (η̄) =

1

2
v
((
∂η̄F̂

†
R

)
F̂R − F̂ †R∂η̄F̂R

)
. (2.42)

Per ricostruire l’algebra delle correnti (1.77) definiamo le seguenti cariche:

ρ̂n =
R

i

∮
dη̄ ρ̂R (η̄) η̄n−1 =

∞∑
m=−∞

d̂†m−nd̂m, (2.43)

L̂n =
R

iv

∮
dη̄ ĤR (η̄) η̄n =

∞∑
m=−∞

(
m− n

2
− µ

)
d̂†m−nd̂m. (2.44)

Tali cariche generano le trasformazioni locali di gauge e conformi. Le trasformazioni
globali sono generate da ρ̂0, operatore totale di carica, e da L̂−1, L̂0, L̂1, dove L̂0 è
l’hamiltoniana adimensionale nel piano legata a quella della teoria sul bordo da:

ĤR = v/R
(
L̂0 − 1/24

)
, (2.45)

dove la correzione − v
R

c
24
, c = 1, è l’energia di Casimir della teoria conforme sul cilindro

spazio-temporale.
La prescrizione per l’ordinamento normale è fissata posizionando gli operatori di

distruzione d̂m con m > 0 e d̂†m con m < 0 alla destra degli operatori di creazione d̂†m
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con m > 0 e d̂m con m < 0. Una volta fissata la regola di ordinamento, si possono
calcolare le regole di commutazione degli operatori (2.43), (2.44) ottenenendo [9]

[ρ̂n, ρ̂m] = nδn+m,0,[
L̂n, ρ̂m

]
= −mρ̂n+m,[

L̂n, L̂m

]
= (n−m) L̂n+m −

1

12

(
n3 − n

)
δn+m,0.

(2.46)

Riconosciamo la parte chirale dell’algebra delle correnti (1.77) con c = 1.
Lo stato fondamentale |Ω〉 rappresenta il mare di Dirac per la teoria relativistica,

in quanto per definizione d̂m |Ω〉 = d̂†−m |Ω〉 = 0 per m > 0. Dalle (2.46), le proprietà
dello stato |Ω〉 sono [9]

L̂n |Ω, µ〉 = ρ̂n |Ω, µ〉 = 0 per n > 0, (2.47)

L̂0 |Ω, µ〉 =

(
1

8
+

1

2

(
µ2 − µ

))
|Ω, µ〉 , (2.48)

ρ̂0 |Ω, µ〉 =

(
1

2
− µ

)
|Ω, µ〉 . (2.49)

Notiamo che lo stato fondamentale |Ω, µ〉 deve essere neutro rispetto all’operatore ρ̂0

che rappresenta la carica fisica che si accoppia correttamente col campo elettromagne-
tico. Pertanto il potenziale chimico µ è fissato dinamicamente dalle (2.49):

µ =
1

2
. (2.50)

Notiamo che lo stato fondamentale |Ω, µ = 1/2〉 è invariante per SL (2,C), perché è an-
nichilato dai tre generatori delle trasformazioni conformi globali nel piano, L̂−1, L̂0, L̂1.

2.2.6 Anomalia chirale

Mostriamo come si ottenga la corrente Hall dal punto di vista della teoria conforme al
bordo. Riprendiamo l’argomento di Laughlin discusso nella sezione 2.2.2, considerando
una geometria ad anello in cui aggiungiamo un flusso Φ (t) al centro. Il potenziale
elettromagnetico subisce una variazione δAi che può essere scritta come:

δAi = Φ (t) εij
xj

|x|2
. (2.51)

La variazione del flusso nel tempo genera un campo elettrico tangenziale al bordo
esterno |z| = R che vale:

E = −∂δAθ
∂t

=
Φ̇

R
. (2.52)
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La teoria al bordo (1 + 1)-dimensionale è allora descritta da fermioni di Weyl accoppiati
ad un campo elettrico esterno. Come è noto tale teoria è affetta da un’anomalia chira-
le che viola la conservazione della carica per effetti quanto-relativistici. Per descrivere
l’anomalia è utile effettuare una trasformazione di gauge che annulli il termine di poten-
ziale vettore δAi = 0, in favore del potenziale scalare δA0 = −Φ̇θ [9]. L’hamiltoniana
(2.42) in campo esterno ha la forma:

ĤR =
v

2

∫ 2π

0

dθ F̂ †R (−i∂θ) F̂R + c.c.+R

∫ 2π

0

dθ eδA0ρ̂R. (2.53)

Dall’equazione di Heisenberg

i
dρ̂R
dt

=
[
ρ̂R, ĤR

]
, (2.54)

si ottiene la variazione della densità di carica:(
∂t +

v

R
∂θ

)
ρ̂R = − e

2πR
∂θδA0 =

e

2π
E. (2.55)

Questa equazione descrive il tasso di produzione di particelle cariche al bordo estratte
dal mare di Dirac (livello di Landau pieno). Sul bordo interno è presente la stessa
anomalia ma di segno opposto, di modo che il sistema nel suo complesso non presenti
anomalie. Perciò l’anomalia della teoria relativistica al bordo non è altro che il flusso
radiale di cariche dal bordo interno a quello esterno, ovvero la corrente Hall:

ji = − e
2

2π
εijEj. (2.56)

Il fenomeno ora descritto in cui un’anomalia in (1 + 1) dimensioni è compensata da
una corrente classica in (2 + 1) dimensioni è detto anomaly inflow. Come noto dalla
teoria dei campi, l’anomalia (2.55) è un risultato esatto che quindi non riceve ulteriori
correzioni dinamiche. Inoltre la carica trasportata dal processo adiabatico di Laughlin
è dato dall’integrale spazio-temporale dell’anomalia,

∆Q =

∫ ∞
−∞

dt

∫ 2π

0

dθ R
(
∂t +

v

R
∂θ

)
ρ̂R =

e

2π

∫
dtdθ E = e. (2.57)

Nella teoria dei campi (1 + 1)-dimensionale, la quantità integrale si può riscrivere nella
forma:

e

2π

∫
M
d2xF = en, n ∈ Z, (2.58)

che risulta definire una grandezza invariante topologica, detta prima classe di Chern
[15], con F campo magnetico in (1 + 1) dimensioni (ovvero campo elettrico in (2 + 1)
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dimensioni). La quantità integrale (2.58) assume solamente valori interi quando la
superficie d’integrazione M è compatta. Nel nostro caso possiamo assumere che il
tempo sia compattificato ottenendo la superficie di un toro bidimensionale.

Il fatto che la conducibilità Hall sia associata ad un invariante topologico ne assicura
l’indipendenza dalle variazioni locali del campo elettromagnetico, nonché dalla presenza
di una metrica bidimensionale non banale. Quest’ultima può modellare sia l’effetto
delle impurezze discusso precedentemente, sia le deformazioni meccaniche e termiche
al sistema, come discuteremo nei prossimi capitoli. Abbiamo quindi formulato un altro
argomento per la robustezza della conducibilità Hall nell’ambito della teoria dei campi
effettiva del bordo, che la rende indipendente dalle proprietà a grande energia, o piccole
distanze, del sistema.

Osserviamo che esiste un’altra scrittura della conducibilità dovuta a Thouless e
collaboratori [16] [17] come l’invariante topologico della fase di Berry del sistema quan-
tistico originale, che non necessita il limite della teoria al bordo. La formulazione in
teoria dei campi qui presentata è quella adatta per la discussione delle teorie effettive
nei prossimi capitoli.

Notiamo infine che la relazione fra anomalia ed invarianti topologici è ben studiata
in teoria dei campi e in fisica matematica, dove l’espressione integrale (2.58) è detta
teorema dell’indice dell’operatore di Dirac bidimensionale [18] [15].

2.3 Effetto Hall quantistico frazionario

Nella discussione precedente abbiamo utilizzato il modello di fermioni liberi e il riem-
pimento completo dei livelli per spiegare l’effetto Hall quantistico intero. Per frazioni
di riempimento frazionarie la teoria non interagente prevede un’alta degenerazione dei
livelli. Pertanto, per spiegare il gap osservato sperimentalmente, ovvero σxx = 0, è
necessario tener conto anche dell’interazione coulombiana tra gli elettroni. Tale feno-
meno non può essere descritto come perturbazione degli stati degeneri e quindi è un
effetto non perturbativo. Al momento non esiste una teoria microscopica del fenomeno
e quindi si utilizzano dei modelli effettivi che sono formulati a vari livelli.

2.3.1 Funzione d’onda di Laughlin

Cominciamo col descrivere la teoria della funzione d’onda effettiva di Laughlin [19]
che storicamente ha determinato il quadro concettuale per tutti gli approcci teorici
successivi dell’effetto Hall quantistico frazionario e di fatto ha introdotto un nuovo

37



stato della materia. Questa funzione d’onda descrive il plateau con ν = 1/p, con
p dispari. In analogia col caso ν = 1, assumiamo che gli elettroni formino un fluido
quantistico incompressibile: supponiamo l’esistenza di un gap tra lo stato fondamentale
e gli stati eccitati (incompressibilità) ed una densità uniforme nel bulk (fluidità).

La funzione d’onda proposta da Laughlin ha la forma:

Ψ1/p ({zi} , {z̄i}) =
N∏
i<j

(zi − zj)p exp

(
−

N∑
i=1

|zi|2

2`2
B

)
. (2.59)

Notiamo l’antisimmetria per scambio di due elettroni zi → zj, grazie alla parità di p.
Inoltre la funzione presenta nel pre-fattore uno zero di ordine p quando due elettro-
ni tendono a coincidere nella stessa posizione, che riproduce l’effetto dell’interazione
coulombiana a corte distanze. Infatti l’analisi numerica dello spettro mostra che l’an-
satz (2.59) è molto accurato in presenza del potenziale coulombiano ed anche altre
interazioni repulsive.

Per comprendere le proprietà fisiche dello stato di Laughlin, lo si associa al problema
di un plasma di cariche classiche bidimensionale. Infatti si può interpretare la densità
di probabilità

∣∣Ψ1/p

∣∣2 come peso di Boltzmann,∣∣Ψ1/p

∣∣2 ({zi} , {z̄i}) = e−βV ({zi},{z̄i}), (2.60)

del seguente potenziale:

V ({zi} , {z̄i}) = −2p2

N∑
i<k

ln |zi − zj|+
p

`2
B

N∑
i=1

|zi|2, (2.61)

dove abbiamo definito la temperatura fittizia β = 1/p.
Tale potenziale descrive un plasma di N particelle con carica p. L’interazione

coulombiana in due dimensioni ha l’atteso andamento logaritmico, soluzione dell’equa-
zione di Poisson bidimensionale. Inoltre le particelle sono attratte verso l’origine da un
background uniforme di carica con densità:

ρ̄ = −∇2π|z|2/(4π`2
B) = −1/π`2

B. (2.62)

Per minimizzare l’energia, il plasma tende a neutralizzare la carica di background
costante. Ci aspettiamo quindi il seguente risultato per la densità elettronica:

ρ (z1) =

∫
dz2 . . . dzN

∣∣Ψ1/p ({zi} , {z̄i})
∣∣2∫

dz1 . . . dzN
∣∣Ψ1/p ({zi} , {z̄i})

∣∣2 =
1

pπ`2
B

, (2.63)
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ovvero che il plasma si trovi nella fase liquida. Chiamando A l’area del campione, si
trova,

1

p
= ρπ`2

B = ρ
2π

eB
= N

Φ0

AB
=

N

Nφ

, (2.64)

ovvero la filling fraction vale, come volevamo, 1/p. Inoltre, per via della neutralità, la
densità è uniforme al valore di ρ = 1/pπ`2

B.
Tuttavia la (2.63) è valida solamente se l’interazione coulombiana è schermata dina-

micamente (Debye Screening) su scale O (`B). Analisi numeriche ed argomenti analitici
mostrano che il plasma è un liquido su scale O (`B) per tutti i valori p . 70, ben oltre
il regime d’interesse per l’effetto Hall, p . 9 [6]. Nel regime di bassa densità, p > 70, il
plasma invece forma il più noto reticolo esagonale di Wigner dove l’interazione coulom-
biana non è schermata e il gap si annulla. In conclusione, lo stato di Laughlin realizza
un fluido quantistico analogamente al caso ν = 1; il fluido è anche incompressibile,
perché le eccitazioni hanno un gap finito come discuteremo nel prossimo paragrafo.

2.3.2 Carica e statistica frazionaria

Un’eccitazione del liquido incompressibile di Laughlin corrisponde a un vortice che
modifica localmente il profilo di densità. Il vortice più piccolo, detto quasi-buca, situato
nel punto ξ, è descritto secondo la teoria di Laughlin dalla funzione d’onda:

Ψhole (ξ, {zi} , {z̄i}) =
N∏
k=0

(zk − ξ) Ψ1/p ({zi} , {z̄i}) . (2.65)

Notiamo che sovrapponendo p quasi-buche si ottiene la funzione d’onda di N + 1

elettroni, che descrive una buca rispetto al sistema degli N elettroni originali. La
quasi-buca ha un’importante proprietà: porta una carica frazionaria e∗ = e/p. Infatti,
applicando l’analogia del plasma bidimensionale, la densità elettronica (2.60) diventa:

|Ψhole|2 (ξ, {zi} , {z̄i}) = exp

(
−β

(
V ({zi} , {z̄i})− 2p

N∑
k=1

ln |zk − ξ|

))
. (2.66)

Osserviamo che, oltre al potenziale V ({zi} , {z̄i}), le particelle del plasma risentono
della repulsione −2p ln |z − ξ| dovuta alla presenza di una carica unitaria nel plasma
in posizione ξ. Come un elettrone corrisponde, nel plasma, a una particella di carica
−p, così una carica unitaria corrisponde a un’eccitazione elettronica di carica e/p del
fluido incompressibile. La fisica del plasma determina inoltre che l’eccitazione di quasi-
buca ha un gap finito, corrispondente alla self-energia coulombiana della carica non
schermata di una buca di dimensione `B, ovvero ∆ ∼ e2/(p2`B).
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La funzione d’onda dello stato con due vortici nelle posizioni ξ1 e ξ2 è data da:

Ψ2;holes (ξ1, ξ2, {zi} , {z̄i}) = (ξ1 − ξ2)1/p
N∏
i=1

(zi − ξ1) (zi − ξ2) Ψ1/p ({zi} , {z̄i}) . (2.67)

In questa espressione compare anche il prefattore (ξ1 − ξ2)1/p che è necessario per man-
tenere la neutralità del plasma equivalente, come si può intuire generalizzando la (2.66).
Questo prefattore complesso implica un’altra interessante proprietà delle eccitazioni del
fluido di Laughlin. Infatti, scambiando la posizione dei due vortici, ovvero effettuando
la rotazione nel piano complesso (ξ1 − ξ2)→ (ξ1 − ξ2) eiπ, la funzione d’onda acquista
la fase:

Ψ2 holes (ξ2, ξ1, {zi} , {z̄i}) = eiπ/pΨ2 holes (ξ1, ξ2, {zi} , {z̄i}) . (2.68)

Questa trasformazione definisce la statistica quantistica dei vortici, che è frazionaria,
ovvero diversa dal segno ±1 bosonico e fermionico. La possibilità di avere statistiche
diverse da quelle bosoniche e fermioniche in due dimensioni è stata proposta per la
prima volta nel 1977 da Leinaas e Myrheim [20]. Per tali particelle Wilczek propose il
termine di anioni (anyons) [21].

2.3.3 Stati gerarchici di Jain

La serie di valori ν = n/ (qn+ 1), con q pari e n = 1, 2, . . ., descrive un’ulteriore insieme
di plateaux stabili dell’effetto Hall quantistico osservati sperimentalmente. Una teoria
fenomenologica di questi sistemi è data dalla teoria dei fermioni composti di Jain [22].
Ricordiamo che 1/ν = Nφ/N determina il numero di flussi per elettroni. Nello stato
di Laughlin 1/p = q + 1, ogni elettrone ha associato (q + 1) flussi. Se immaginiamo di
“legare” q flussi all’elettrone, lo stato risultante, detto fermione composto, sarà immerso
nel campo magnetico rimanente B∗ = B−qΦ0ρ pari ad un flusso per particella, ovvero
si troverà in uno stato Hall intero, ν∗ = 1.

Analogamente i fermioni composti che riempiono n livelli di Landau effettivi, ν∗ =

n, corrispondono a elettroni nello stato

1

ν
= q +

1

n
, (2.69)

ovvero negli stati frazionari osservati sperimentalmente. Si stabilisce quindi una corri-
spondenza fra l’effetto Hal intero e frazionario

1

ν∗
=

1

n
↔ 1

ν
=

1

n
+ q (2.70)
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(a) (b)

Figura 2.8: (a): set up dell’apparato sperimentale per la misura della carica frazionaria. Il fluido è
compresso in un punto da un potenziale VG permettendo così l’effetto tunnel tra i due bordi chirali.
(b): l’inteferometro di Fabry-Perot adattato per la misura della statistica frazionaria. Attraverso
l’introduzione di due costrizioni R e L gli stati di bordo, mediante tunnelling, possono avvolgersi
intorno alle eccitazioni di vortici presenti nel fluido Hall.

che si può formulare a livello delle funzioni d’onda sia per lo stato fondamentale che
per le eccitazioni. Si ottengono così degli ansatz in notevole accordo con le simula-
zioni numeriche. Un’ipotesi implicita di questo approccio è che l’elettrone composto
sia debolmente interagente perché analogo all’elettrone libero nell’effetto Hall intero.
L’esistenza di eccitazioni debolmente interagenti accoppiate al campo ridotto B∗ è
confermata da molti esperimenti.

2.4 Misure della carica e della statistica frazionaria

Concludiamo questo capitolo con un breve cenno agli esperimenti effettuati per veri-
ficare l’esistenza di quasi-particelle di carica [23] [24] e statistica frazionaria [25], nel
FQHE.

2.4.1 Shot noise e carica frazionaria

Per determinare la carica frazionaria sono stati fatti esperimenti di tunnelling in cui si
fanno interagire gli stati di bordo. Poiché gli stati sono chirali su un bordo e anti-chirali
sull’altro, e pertanto non interagenti, un modo per farli interagire è quello di introdurre
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un’interazione puntuale realizzando una costrizione in un punto del fluido Hall, come
si vede in Fig.2.8(a). Si crea così la possibilità di osservare un effetto tunnel tra i due
bordi che può essere rappresentato da un termine reale nell’halmiltoniana al punto di
contatto.

Le basse temperature rendono il rumore termico delle correnti trascurabile rispet-
to al rumore quantistico dovuto alla discretizzazione dei portatori di carica. Questo
processo, detto Shot Noise, è descritto da una statistica poissoniana per eventi indi-
pendenti nel limite di debole interazione e quindi di piccola corrente di backscattering
IB. In questa statistica, la varianza del numero di particelle è proporzionale al valore
medio. Di conseguenza la fluttuazione quadratica SI della corrente IB è legata alla
corrente I dalla seguente relazione:

SI =
〈
|δIB|2

〉
= e∗I, (2.71)

dove e∗ è la carica delle particelle coinvolte nelle correnti IB. Inoltre, in caso di co-
strizione debole, il contributo maggiore al tunneling è dovuto alle eccitazioni con la
carica minore. Pertanto in tal modo si è potuto verificare sperimentalmente che la
carica minima per un’ecitazione al bordo, uguale a quella nel bulk, è frazionaria e pari
a e∗ = e/p [26].

2.4.2 Interferometro di Fabry-Perot e statistica frazionaria

Come abbiamo visto nella sezione precedente, la pittura di Laughlin per il FQHE
rivela la presenza di eccitazioni con statistica frazionaria. Per poter misurare tale
proprietà è necessario valutare la fase acquistata dalla funzione d’onda scambiando la
posizione di due eccitazioni, ovvero ruotando una di queste intorno all’altra. L’apparato
sperimentale, detto interferometro di Fabry-Perot, è mostrato in Fig. 2.8(b).

Si introducono due restrizioni R e L in corrispondenza delle quali le eccitazioni
hanno coefficiente di trasmissione, dovuta all’effetto tunnel, rispettivamente tL e tR.
L’indicazione necessaria alla verifica della statistica frazionaria viene dalla misura della
conduttività σyy, tra il bordo inferiore e quello superiore nel lato sinistro. Esistono
infatti due percorsi possibili per i portatori di carica: il passaggio diretto lungo la
costrizione L, oppure il circuito intorno alla regione centrale avvolgendo Nqp eccitazioni.
I due percorsi creano un termine d’interferenza in σyy:

σyy ∝ |tR|2 + |tL|2 + 2|tL ∗ tR|2 cos

[
(2πν)

(
Φ

Φ0

−Nqp

)]
. (2.72)
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Il primo termine nel coseno rappresenta la fase di Ahranov-Bohm dovuta alla presenza
del campo magnetico esterno B, mentre il secondo termine rappresenta il contributo
della fase statistica per l’avvolgimento intorno a Nqp anioni. Perciò la carica frazionaria
può essere misurata modulando σyy in funzione di Φ, mentre la statistica frazionaria,
può essere misurata aggiungendo un’eccitazione nel bulk e ripetendo la misura. Le
prime verifiche sperimentali di questo importantissimo fenomeno sono state presentate
in [27], ma non esiste una conferma definitiva della loro validità.
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Capitolo 3

Teorie di campo effettive

Nello studio dell’effetto Hall quantistico, l’azione effettiva a bassa energia è molto utile
per descrivere e parametrizzare gli effetti fisici, associati alle proprietà universali. Nel
capitolo precedente abbiamo visto come il fluido incompressibile Hall possieda ecci-
tazioni di bassa energia O (1/R) che vivono al bordo del sistema, ovvero in (1 + 1)

dimensioni spazio-temporali. Queste eccitazioni sono chirali a massa nulla e possie-
dono naturalmente la simmetria conforme che assicura l’universalità delle quantità
osservabili.

In questo capitolo mostreremo che la teoria di campo conforme in (1 + 1) dimensioni
è strettamente legata alla teoria di gauge di Chern-Simons per l’intero sistema in (2 + 1)

dimensioni [28]. Vedremo come questa teoria descrive sia le eccitazioni chirali sul bordo,
sia le proprietà statiche delle eccitazioni nel bulk.

3.1 Teoria di Chern-Simons

3.1.1 Azione idrodinamica e FQHE

L’azione effettiva a basse energie in teoria dei campi si ottiene dallo sviluppo in polinomi
dei campi con un numero crescente di derivate. Nel caso dell’effetto Hall, l’usuale
teoria scalare del parametro d’ordine di Ginzburg-Landau non si applica ed è necessario
introdurre un’azione con simmetria di gauge.

Consideriamo lo sviluppo in derivate del campo di background Aµ: notiamo che in
(2 + 1) dimensioni, esiste un’azione lineare nelle derivate, detta di Chern-Simons, che
è più rilevante dell’usuale termine di Yang Mills con due derivate. La sua espressione
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è:
SCS [A] =

k

4π

∫
d3x εµνρAµ∂νAρ , ε012 = 1. (3.1)

Questa azione è Lorentz invariante ed inoltre gauge invariante a meno di termini di su-
perficie discussi in seguito; non è invariante per trasformazioni di parità P e d’inversione
temporale T , in accordo con la presenza del campo magnetico esterno.

Mostriamo adesso che la teoria di Chern-Simons descrive effetti globali e topologici,
ovvero invarianti per deformazioni continue dei parametri. Introducendo la 1-forma
A = Aµdx

µ, l’azione (3.1) può essere scritta su una qualsiasi varietàM senza specificare
la metrica:

SCS [A] =
k

4π

∫
M
AdA, (3.2)

con dA la derivata esterna di A. L’invarianza per riparametrizzazioni delle coordinate
implica che l’hamiltoniana corrispondente è nulla, e quindi la teoria non descrive gradi
di libertà propaganti in (2 + 1) dimensioni.

Innanzitutto mostriamo come si ottiene la corrente Hall dalla (3.1). Definiamo
la corrente indotta dalla variazione del campo elettromagnetico Aµ, che comprende il
campo B costante ed una fluttuazione come nell’argomento di Laughlin al paragrafo
2.2.2. È immediato trovare i risultati:

J i =
δSCS [A]

δAi
=

k

2π
εijEj = ν

e2

2π
εijEj, (3.3)

J0 = eρ0 =
δSCS [A]

δA0

= ν
e2

2π
B. (3.4)

che corrispondono per k = νe2 alla corrente Hall e alla densità costante del fluido
incompressibile, (nel seguito sceglieremo e = 1).

L’azione effettiva (3.1) non è una descrizione completa degli stati Hall ed è neces-
sario considerare un nuovo campo di gauge che descrive le fluttuazioni del fluido Hall.
Introduciamo la corrente di materia jµ che è conservata e quindi può essere espressa in
termini di un campo di gauge abeliano aµ, detto idrodinamico [29], nel seguente modo:

jµ =
1

2π
εµνρ∂νaρ. (3.5)

In questa espressione la conservazione della corrente e l’invarianza di gauge di aµ sono
manifeste. Ad energie inferiori al gap del bulk, il fluido incompressibile di Laughlin
non presenta eccitazioni dinamiche, ma solo le fasi statistiche fra vortici statici. Intro-
duciamo quindi per il campo idrodinamico aµ ancora una dinamica di Chern-Simons,
ottenendo l’azione effettiva:

Seff [a,A] =

∫
d3x

(
− p

4π
εµνρaµ∂νaρ + jµAµ + ρ0A0

)
. (3.6)
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In questa espressione abbiamo accoppiato la corrente di materia (3.5) al campo esterno
Aµ, distinguendo la fluttuazione dal background costante B. Per semplicità di scrittura
utilizziamo il formalismo delle forme differenziali nella (3.6):

Seff [a,A] =

∫ (
− p

4π
ada+

1

2π
Ada

)
+

∫
d3x ρ0A0. (3.7)

Poiché l’azione è quadratica, l’integrale funzionale sul campo idrodinamico aµ si calcola
sostituendo le equazioni del moto nella (3.7), ottenendo l’azione indotta del campo
esterno Aµ precedentemente discussa:

Sind [A] =
1

4πp

∫
AdA+

1

2πp

∫
d3xA0ρ0, (3.8)

da cui discendono la densità di carica e di corrente Hall (3.3-3.4).
La formulazione (3.7) è quindi propriamente l’azione effettiva degli stati di Laughlin

con ν = 1/p, con p intero dispari. L’integralità del parametro p, detto livello, può essere
dimostrata dalla richiesta che l’azione (3.7) sia ben definita su varietàM compatte [30]
[31].

Vediamo adesso come la teoria di Chern-Simons riproduca eccitazioni con carica e
statistica frazionaria, in accordo alla teoria di Laughlin. Introduciamo una sorgente
statica nel punto xxx0 di carica q rispetto al campo idrodinamico aµ [32],

Seff [a,A] =

∫
d3x

(
− p

4π
εµνρaµ∂νaρ + jµAµ + ρ0A0 + qa0δ (xxx− xxx0)

)
. (3.9)

L’equazione del moto, derivata dalla variazione rispetto ad a0, determina la densità:

j0 =
B

2πp
+
q

p
δ (xxx− xxx0) . (3.10)

Il primo termine coincide con la densità dello stato fondamentale, mentre il secondo
corrisponde all’effetto dell’eccitazione introdotta nel fluido incompressibile. La (3.10)
mostra come questa abbia carica frazionaria −q/p. Inoltre, studiando le rimanenti
equazioni del moto, si vede come l’eccitazione porti q/p unità di flusso del campo aµ.
Di conseguenza la fase di Aharanov-Bohm di un’altra carica q1 trasportata lungo un
contorno che avvolge q risulta essere:

ei∆θ, ∆θ = 2π × q

p
× q1. (3.11)

Questa fase è topologica nel senso che non dipende dalla forma del contorno, ma solo
dal fatto che sia concatenato al punto xxx0. Nel caso di eccitazioni identiche q1 = q, il
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loro scambio determina la fase statistica:

∆θ =
π

p
q2. (3.12)

Per analizzare questi risultati consideriamo prima il caso di elettroni corrisponden-
ti ad eccitazioni di carica p rispetto al campo idrodinamico aµ; la loro fase statistica
(3.12) ∆θ = πp risulta effettivamente fermionica per p dispari. Inoltre, se avvolgiamo
un elettrone intorno ad un’eccitazione del fluido di carica q, questo acquista una fase
(3.11) ∆θ = 2πq. Pertanto la regolarità della funzione d’onda fermionica impone che
q ∈ Z. Ne segue che le eccitazioni di carica minima q = ±1 corrispondono alla carica
frazionaria ±e/p del fluido elettronico ed alla statistica frazionario ∆θ = π/p. Abbia-
mo mostrato che la teoria di Chern-Simons descrive eccitazioni di carica e statistica
frazionarie in accordo con il risultato della teoria di Laughlin.

Come abbiamo accennato nel capitolo 2, l’effetto Hall frazionario si osserva anche
ai valori ν = m/ (qm± 1), con q pari, corrispondenti agli stati gerarchici di Jain.
Per descrivere questi stati, si generalizza l’azione di Chern-Simons (3.7) a campi con
m componenti [33] [32]. Si introduce il vettore di campi idrodinamici aIµ, con I =

1, . . . ,m, accoppiati tra loro con una matrice simmetrica KIJ a valori interi tramite
l’azione di Chern-Simons. Tali campi idrodinamici sono carichi, con carica tI , rispetto
al campo elettromagnetico esterno e interagenti fra loro. Le eccitazioni nel bulk con
carica lI sono descritte inserendo nell’azione una sorgente esterna jIµ. Generalizzando
la (3.9), l’azione effettiva si scrive:

Seff =

∫ (
− 1

4π
KIJaIdaJ + tIAdaI

)
+

∫
d3x lIaIµjIµ. (3.13)

Si può mostrare [32] che in questa teoria, la filling fraction, la carica frazionaria e la
fase statistica delle eccitazioni sono date rispettivamente dalle formule:

ν =
m∑
I,J

tIK
−1
IJ tJ , q =

m∑
I,J

tIK
−1
IJ lJ , ∆θ = π

m∑
IJ

lIK
−1
IJ lJ . (3.14)

Lo stato di Laughlin è ovviamente riprodotto considerando un solo campo e prendendo
t = 1 e K = 1 + q = p; le serie di Jain si ottengono con m campi identici assumendo la
forma KIJ = ±δIJ + qCIJ , con CIJ = 1, tI = 1 ∀I, J = 1, . . . ,m. Questa formulazione
con m campi indipendenti è in accordo con la teoria di Jain per la funzione d’onda che
è basata sulla corrispondenza fra gli stati con ν = m/(mq ± 1) e l’effetto Hall intero
ν∗ = m (vedi paragrafo 2.3.3).
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3.1.2 Corrispondenza bulk-boundary

Nel capitolo precedente abbiamo discusso come la corrente Hall compensi la non con-
servazione della carica al bordo (anomaly inflow), e corrisponda dunque ad un tra-
sferimento di carica da un bordo all’altro. Complessivamente, considerando l’intero
sistema (2 + 1)-dimensionale, la carica è conservata. Ci aspettiamo dunque che nella
teoria effettiva la simmetria di gauge valga per l’intera geometria di bulk e bordo.

In effetti, la teoria di Chern-Simons non è invariante di gauge in presenza di un
bordo. La variazione dell’azione (3.6) (per Aµ = 0) per aµ → aµ + ∂µα produce una
derivata totale. Nella geometria spazio-temporale formata da un disco spaziale D di
raggio R e dalla coordinata temporale t, integrando la quadridivergenza con il teorema
di Stokes, otteniamo:

Seff → Seff −
p

4π

∫
S1×R

dtdxα (∂tax − ∂xat) , (3.15)

dove x = Rθ è la coordinata che definisce i punti della circonferenza S1, bordo del
disco D, mentre ax è la componente del campo di gauge lungo questa coordinata. Un
modo per annullare il termine di bordo potrebbe essere quello di prendere α|S1×R = 0.
Tuttavia in tal caso ignoreremmo completamente la fisica delle eccitazioni al bordo.
Dobbiamo quindi introdurre dei gradi di libertà di bordo e una corrispondente azione,
la cui variazione di gauge compensi la (3.15) [34].

Questa azione di bordo può essere derivata col seguente argomento [30] [32]. Notia-
mo innanzitutto che una scelta di gauge al bordo è necessaria per rompere l’invarianza
per diffeomorfismi delle coordinate e ottenere una hamiltoniana non nulla. La seguente
condizione di gauge, su S1 × R,

at − vax = 0, (3.16)

è in accordo con la chiralità delle eccitazioni, con la velocità v parametro aggiuntivo.
Passiamo dalle coordinate (t, x, r), con r coordinata radiale del disco D, alle coordinate
(t′, x′, r′),

t′ = t, x′ = x+ vt, r′ = r, (3.17)

il campo di gauge si trasforma nel seguente modo:

a′t′ = at − vax, a′x′ = ax, a′r′ = ar. (3.18)

Perciò la scelta di gauge (3.16) diventa, nella nuova base,

a′t′ = 0. (3.19)
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Poiché l’azione di Chern-Simons è topologica, le equazioni di moto del sistema non
cambiano in forma nelle nuove coordinate. Valutando la variazione dell’azione rispetto
al moltiplicatore di Lagrange a′t′ , si ricava il vincolo:

∂x′ar′ − ∂r′ax′ = 0. (3.20)

Soluzioni di questa equazione sono

a′x′ = ∂x′ϕ, a′r′ = ∂r′ϕ. (3.21)

Notiamo come queste soluzioni siano gradi di libertà di puro gauge nel bulk. D’altra
parte vedremo che questi diventano dinamici al bordo. Inserendo le soluzioni (3.21)
nell’azione di Chern-Simons, posto a′t′ = 0, si ottiene l’azione:

S = − p

4π

∫
D×R

d3x′ εi
′j′a′i′∂t′a

′
j′

= − p

4π

∫
d3x′ (∂x′ϕ∂t′∂r′ϕ− ∂r′ϕ∂t′∂x′ϕ)

= − p

4π

∫
S1×R

dx′dt′ ∂t′ϕ∂x′ϕ.

(3.22)

Tornando alle vecchie coordinate (t, x, r) otteniamo la seguente azione di bordo,

Sb = − p

4π

∫
S1×R

dxdt
(
∂tϕ∂xϕ− v (∂xϕ)2) , (3.23)

che descrive la propagazione di un campo chirale scalare in (1 + 1) dimensioni. Infatti
le equazioni di moto per il campo ρ = ∂xϕ diventano:

∂tρ− v∂xρ = 0. (3.24)

L’azione (3.23) può essere anche derivata direttamente da argomenti fenomenologici
[35].

In conclusione l’intero sistema di bulk e bordo è descritto dall’azione:

Seff + Sb = − p

4π

∫
D×R

ada− p

4π

∫
S1×R

dxdt ∂xϕ (∂t − v∂x)ϕ. (3.25)

Si verifica infine che il termine (3.15) prodotto dalla trsformazione di gauge di bulk
aµ → aµ + ∂µα si cancella con la variazione di Sb per ϕ→ ϕ+ α, utilizzando il legame
(3.16) tra i campi a e ϕ al bordo, ovvero ∂xϕ = ax = at/v.
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3.1.3 Bosone chirale

Come abbiamo visto nel capitolo precedente, la teoria conforme che descrive gli stati
di bordo dell’effetto Hall quantistico per ν = 1 è quella di un fermione di Weyl libero
in (1 + 1) dimensioni. Nel caso frazionario ν < 1 ci aspettiamo che il fermione di
Weyl acquisti un’interazione. D’altra parte la relazione bulk-boundary del paragrafo
precedente ci ha fornito il bosone chirale come teoria effettiva degli stati di Laughlin.
La relazione fra le teorie fermionica e bosonica è la ben nota bosonizzazione in (1 + 1)

dimensioni, una mappa esatta fra le teorie conformi corrispondenti [36].
Descriviamo adesso la quantizzazione canonica del bosone chirale [9]. Introduciamo

le condizioni al contorno,

ϕ (2π, t)− ϕ (0, t) = −2πα0. (3.26)

La soluzione dell’equazione del moto dell’azione (3.23),(
∂t −

v

R
∂θ

)
∂θϕ = 0, (3.27)

ha in generale la seguente forma:

ϕ (θ, t) = f (θ − vt) + g(t), (3.28)

dove abbiamo riscalato t → Rt. La funzione g(t) rappresenta il grado di libertà di
gauge dovuto all’invarianza dell’azione (3.23) sotto la trasformazione ϕ → ϕ + α (t).
Scegliendo la condizione (∂t − v∂x)ϕ = 0 si ottiene g(t) = 0. In questa gauge la
soluzione più generale che soddisfa le condizioni (3.26) è:

ϕ (θ − vt) = ϕ0 − α0 (θ − vt) + i
∑
n6=0

αn
n
ein(θ−vt), α∗n = α−n. (3.29)

Quantizziamo la teoria imponendo le regole di commutazione [35],

[ϕ (θ, t) , ϕ (θ′, t)] = i
π

2p
ε (θ − θ′) , (3.30)

dove ε (x) = ±1 per x ≷ 0. Queste relazioni sono scelte in modo che l’equazione
di Heisenberg riproduca correttamente le equazioni del moto (3.24). Sostituendo lo
sviluppo (3.29) si ottengono le relazioni di commutazione per le componenti del campo,

[α0, ϕ0] =
1

ip
, (3.31)

[αn, αm] =
n

p
δn+m,0, (3.32)
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mentre lo spazio di Fock è definito da:

αn |Ω〉 = 0, n > 0. (3.33)

Completiamo l’analogia con il fermione di Weyl costruendo l’intera algebra delle
correnti (2.46). Il primo passo è ricavare l’hamiltoniana dell’azione (3.23) e quindi
l’operatore L0; si ottiene (poniamo v = 1 nel seguito):

H =
p

4πR

∫ 2π

0

dθ (∂θϕ)2 =
1

R

(
p

2
α2

0 + p

∞∑
n=1

α−nαn

)
=

1

R
L0, (3.34)

mentre gli altri generatori di Virasoro sono definiti dai momenti dell’hamiltoniana,

Ln =
p

4π

∫ 2π

0

dθ (∂θϕ)2 e−in(θ−vt) =
p

2

∞∑
l=−∞

αn−lαl. (3.35)

Utilizzando le regole di commutazione (3.31) e (3.32) si ottiene l’algebra delle correnti
con c = 1,

[αn, αm] =
n

p
δn+m,0, (3.36)

[Ln, αm] = −mαn+m, (3.37)

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
1

12

(
n3 − n

)
δn+m,0, (3.38)

che è la stessa del caso fermionico con l’identificazione αn = ρn. In particolare la carica
totale ρ0 è rappresentata nella teoria bosonica da α0.

Supponiamo adesso che il campo bosonico sia compattificato:

ϕ (θ, t) ≡ ϕ (θ, t) +
2π

p
, p ∈ N. (3.39)

Le condizioni (3.26) implicano che ϕ (θ) è una mappa non banale del cerchio in sé
stesso. È necessaria la quantizzazione di α0,

α0 =
n

p
, n ∈ Z. (3.40)

Per la (3.31) il momento coniugato a α0 è pϕ0, quindi ϕ0 è una variabile angolare
che vive nell’intervallo [0, 2π] in accordo ancora con la (3.39) per p intero. Lo spettro
dell’operatore L0 risulta quindi dato dai valori,

hn =
pα2

0

2
=
n2

2p
, n ∈ Z, (3.41)
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mentre le cariche e la filling fraction sono:

qn = α0 =
n

p
, ν =

1

p
. (3.42)

Riassumendo la teoria bosonica chirale realizza tutte le possibili rappresentazioni
dell’algebra delle correnti con c = 1 corrispondenti alle teorie fermioniche interagenti
del FQHE [37]. Il valore di ν = 1/p riproduce lo spettro anionico dello stato di
Laughlin in accordo con la teoria di Chern-Simons e lo studio dell’anomalia chirale del
paragrafo 2.2.6. La teoria del bosone chirale risulta quindi uno strumento molto utile
per descrivere le proprietà universali dello stato di Laughlin e calcolare gli osservabili
degli esperimenti di conduzione e tunneling descritti nella sezione 2.4. Notiamo infine
che la teoria bosonica ammette compattificazioni più generali, ma queste non soddisfano
le condizioni sullo spettro fermionico dell’effetto Hall [3].

3.2 Teoria effettiva di Wen-Zee

Le proprietà degli stati Hall sono descritte da altri osservabili universali oltre alla con-
duttività come, ad esempio, il trasporto di calore o la risposta del fluido incompressibile
ad uno sforzo meccanico [38] [39] [40]. Tali risposte possono essere descritte attraverso
l’accoppiamento ad una metrica spaziale di background. Si ottiene un’estensione della
teoria effettiva (3.7) detta teoria di Wen-Zee-Frohlich [41] [42], dalla quale si ricava
in particolare la quantità chiamata viscosità Hall [43] [44] che tratteremo nei prossimi
paragrafi. Occupiamoci dunque della risposta ad uno sforzo meccanico, introducendo
alcune nozioni di base della teoria dell’elasticità [45].

3.2.1 Elementi della teoria dell’elasticità

Nella teoria dell’elasticità si considera la meccanica dei mezzi continui, che si deformano
infinitesimamente sotto l’effetto di forze esterne. Consideriamo un sistema planare ed
indichiamo un punto P con xxx = (x1, x2); definiamo il vettore spostamento uuu di P come:

ui = x′i − xi, (3.43)

dove xxx′ indica il nuovo vettore posizione del punto P dopo la deformazione. La
conoscenza del campo uuu (xxx) determina la deformazione del corpo.

Durante una deformazione cambiano le mutue distanze tra i punti del corpo. Consi-
deriamo due punti infinitamente vicini: i dxi, che indicano la differenza tra le coordinate
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dei rispettivi vettori posizione prima che la deformazione avvenga, si trasformano nei
dx′i = dxi + dui. La distanza tra due punti prima della deformazione,

dl2 = dx2
1 + dx2

2, (3.44)

diventa dopo la deformazione,

dl′2 = dx′21 + dx′22 = dl2 + 2
∂ui
∂xj

dxidxj +
∂ui
∂xj

∂ui
∂xl

dxjdxl, (3.45)

dove si è sostituito dui = ∂ui
∂xj
dxj. L’equazione (3.45) può essere riscritta nella forma

dl′2 = dxidxj
(
δij + ∂(iuj) + ∂iuk∂juk

)
. (3.46)

Trascurando il termine quadratico, notiamo che la deformazione ha la stessa forma
dei diffeomorfismi della metrica piatta gij = δij. Di conseguenza la risposta ad uno
sforzo meccanico è descrivibile introducendo una metrica spaziale esterna, alla quale si
accoppiano i gradi di libertà fisici; nel caso del fluido Hall il campo idrodinamico aµ.
La reazione del fluido sarà descritta dal comportamento della teoria sotto variazioni del
tensore metrico. Naturalmente, osserveremo degli effetti fisici che non sono invarianti
per diffeomorfismi diversamente dal caso della relatività generale.

3.2.2 Coordinate locali e connessione di spin

Nel formalismo di Cartan della relatività generale, possiamo scegliere una base locale
dello spazio tangente TP in ogni punto P , definendo un set si vettori ortonormali detti
vielbein (in due dimensioni zweibein) [46] [47].

Consideriamo il caso generico di una metrica spazio-temporale gµν , con µ, ν = 0, 1, 2,
con segnatura (2, 1) e scriviamo la relazione di ortonormalità che definisce i vielbein.
Abbiamo,

gµν = eAµ e
B
ν ηAB, (3.47)

dove A,B = 0, 1, 2 sono gli indici del riferimento locale, nel quale rimane la possibilità
di effettuare una trasformazione di Lorentz che preserva la metrica ηAB. I vielbein eAµ
e i loro inversi Eµ

B soddisfano le relazioni:

eAµE
µ
B = δAB, Eµ

Ae
A
ν = δµν . (3.48)

In generale è possibile riscrivere le componenti di un tensore nella base locale; ad
esempio per un vettore V µ abbiamo,

V A = eAµV
µ. (3.49)
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La derivata covariante del vettore nella base locale,

DµV
A = ∂µV

A + ω A
µ BV

B, (3.50)

introduce la connessione di spin ω A
µ B. Questa può essere espressa in termini dei vielbein

e delle loro derivate richiedendo le condizioni di torsione nulla e di connessione metrico-
compatibile, Dνe

A
µ = 0. Il risultato è la seguente espressione:

ωABµ (e) =
1

2

(
Eν[A∂[µe

B]
ν] − E

ν[AEB]σeCµ∂νe
C
σ

)
, wµAB = −wµBA. (3.51)

Consideriamo adesso un sistema fisico con dinamica non relativistica ed una metrica
solamente spaziale, gij = gij

(
xk, t

)
, con i, j, k = 1, 2, mentre g00 = g0j = 0 [41]. Le

componenti dei vielbein eAµ di tipo spazio-tempo e tempo-tempo sono nulle e la relazione
di ortonormalità (3.47) diventa:

gij = eai e
b
jδab, a, b, i, j = 1, 2. (3.52)

Definendo,

ωCµ =
1

2
εABCωµAB, (3.53)

le espressioni (3.51) si specializzano nelle seguenti formule:

ωaµ = 0, a = 1, 2, (3.54)

ω0 ≡ ω0
0 =

1

2
εabEaj∂0e

b
j, (3.55)

ωi ≡ ω0
i =

1

2
εabEaj∂ie

b
j −

1

2
√
g
εjk∂jgki, g = det(gij), (3.56)

che ci saranno utili nei prossimi paragrafi. Notiamo che la simmetria di Lorentz locale
si riduce alle rotazioni U (1) del piano con connessione abeliana ωµ.

3.2.3 Azione di Wen-Zee

Consideriamo lo stato di Laughlin ν = 1/p descritto nell’azione effettiva (3.7) ed ac-
coppiamo il campo idrodinamico ad una metrica spaziale gij (xxx, t). Per costruire l’inte-
razione utilizziamo la forma canonica dell’accoppiamento di un fermione alla gravità.
Nel caso di uno spinore relativistico in (2 + 1) dimensioni abbiamo l’interazione:

ωABµ ψ̄γµ
1

4
[γA, γB]ψ, A,B = 0, 1, 2. (3.57)
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Osserviamo che nel limite non relativistico (3.54-3.56) la (3.57) si riduce ad un’intera-
zione di corrente abeliana ∼ ω12

µ ψ̄γ
µψ. Ciò suggerisce di introdurre nell’azione effettiva

idrodinamica (3.7) l’accoppiamento alla metrica come un’ulteriore campo abeliano [48],

jµAµ → jµ (Aµ + s̄ωµ) , (3.58)

dove s̄ è un parametro libero della teoria che misura, come vedremo, il momento ango-
lare intrinseco delle eccitazioni a bassa energia (diverso dallo spin). Otteniamo dunque
l’azione:

Seff [a,A, g] =

∫ (
− 1

4πν
ada+

1

2π
(A+ s̄ω) da

)
+

∫
d3x ρ0A0, (3.59)

dove abbiamo definito la uno-forma ω = ωµdx
µ.

Integrando il campo aµ, ovvero utilizzando le sue equazioni del moto, otteniamo
l’azione indotta:

Sind [A, g] =
ν

4π

∫ (
AdA+ 2s̄Adω + s̄2ωdω

)
+

ν

2π

∫
d3xA0ρ0. (3.60)

Al primo e all’ultimo termine già visti in (3.8), si aggiungono il secondo termine, detto
azione di Wen-Zee SWZ [41], e il terzo termine puramente gravitazionale SGRWZ :

SWZ =
νs̄

2π

∫
Adω, (3.61)

SGRWZ =
νs̄2

2π

∫
ωdω. (3.62)

L’azione (3.60) sarà d’interesse centrale per le analisi condotte in questa tesi. La
sua correttezza per ν intero è stata verificata integrando i gradi di libertà ad alta
energia nella teoria microscopica degli elettroni nei livelli di Landau [49]. L’espressione
(3.60) è invariante di gauge e per i diffeomorfismi del piano che sono indipendenti dal
tempo (queste simmetrie sono valide a meno di termini di bordo che saranno discussi
in seguito). Nel resto di questo capitolo analizzeremo le conseguenze fisiche delle azioni
(3.61-3.62), in particolare le quantità osservabili relative alle proprietà di trasporto e
discuteremo la loro universalità.

Notiamo che nel caso di una teoria effettiva con più componenti, descritta alla fine
del paragrafo 3.1.1, (3.13), occorre introdurre un accoppiamento (3.58) con parametri
indipendenti sIjµI ωµ, I = 1, . . . ,m. Il risultato per l’azione di (3.61-3.62) resta valido
con s̄ = 1

m

∑
I sI e s̄2 = 1

m

∑
I s

2
I .
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3.2.4 Shift e momento angolare intrinseco

Il termine di Wen-Zee contiene tre contributi:

SWZ =
νs̄

2π

∫
Adω =

νs̄

2π

∫
d3x

(√
g

2
A0R+ εijȦiωj +

√
gBω0

)
, (3.63)

dove abbiamo introdotto la curvatura scalare della metrica spaziale,

R =
2
√
g
εij∂iωj, (3.64)

e il campo magnetico,

B =
1
√
g
εij∂iAj. (3.65)

Dalla variazione dell’azione indotta rispetto ad A0 ricaviamo la densità:

ρ =
1
√
g

δSWZ

δA0

=
ν

2π

(
B +

s̄

2
R
)
. (3.66)

Integrando questa espressione su una superficie D,

N =

∫
D
d2x
√
gρ =

ν

2π

∫
D
d2x
√
g
(
B +

s̄

2
R
)

= νNφ + νs̄χ, (3.67)

otteniamo una modifica della relazione (2.13) fra il numero di elettroniN ed il numero di
flussiNφ attraverso la superficie. La correzione sub-leadingO (1) rispetto aNφ ∼ O (N)

definisce la quantità chiamata shift, S = s̄χ, dove χ è la caratteristica di Eulero. La
prima osservazione sullo shift fu fatta da Wen e Zee [41] nel calcolo esplicito della
funzione d’onda di Laughlin nella superficie della sfera (χ = 2), ottenendo il valore
s̄ = p/2 per ν = 1/p.

Esistono numerosi studi sullo shift in letteratura. Se in principio il numero quantico
s̄ era considerato universale, ovvero indipendente dai dettagli del sistema, attualmente
il problema è aperto. Un modo per dimostrare l’universalità di una quantità di bulk
è quello di collegarla con un osservabile della teoria conforme al bordo che è necessa-
riamente universale (per energie inferiori al gap del bulk). Nel caso della conducibilità
Hall abbiamo studiato la corrispondenza bulk-boundary nella sezione 3.1.2 ed abbiamo
visto come la corrente Hall sia legata all’anomalia chirale della CFT al bordo, mediante
il meccanismo dell’anomaly inflow. Questo risultato ci assicura che σxy è universale
perchè l’anomalia è esatta, ovvero non riceve correzioni dovute a dinamiche di corte
distanze, ed inoltre non può essere modificata aggiungendo termini locali nell’azione
effettiva al bordo.
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Nel caso dello shift, dobbiamo quindi analizzare la corrispondenza bulk-boundary
per l’azione di Wen-Zee (3.61) e trovare i corrispondenti termini di bordo che assicu-
rano l’invarianza di gauge e per diffeomorfismi in tutto il sistema. Questa analisi è
stata condotta da Gromov, Jensen e Abanov in [50] in cui hanno ottenuto la seguente
modifica:

SWZ =
νs̄

2π

∫
M
Adω → S̃WZ =

νs̄

2π

∫
M
Adω +

νs̄

2π

∫
∂M

AK, (3.68)

dove K è la uno-forma della curvatura estrinseca del bordo1, ovvero del cilindro spazio-
temporale. Variando rispetto ad A0 ed integrando la densità sullo spazio si ottiene la
generalizzazione della (3.67):

N =
ν

2π

∫
D
B +

νs̄

2π

(∫
D
dω +

∫
∂D=S1

K

)
= νNφ + νs̄χ, (3.69)

in cui l’espressione della caratteristica di Eulero è estesa alle superfici spaziali con
bordo, ovvero χ = 2− 2g − b, dove g è il genus della superficie e b il numero di bordi.
Pertanto anche superfici piatte, come il disco e l’anello, possono dar luogo ad uno shift
non nullo.

L’estensione dell’azione di Wen-Zee SWZ per un termine di bordo locale suggerisce
che il momento angolare intrinseco s̄ non corrisponda ad una quantità universale nella
teoria conforme. Infatti termini locali possono essere modificati in una teoria di campo e
corrispondono a differenti scelte dello schema di rinormalizzazione. Vogliamo comunque
precisare che questa analisi non è una prova conclusiva della non universalità dello
shift. Resta possibile l’eventualità che s̄ parametrizzi anche altre quantità della teoria
conforme di bordo che sono universali. Questa è una delle domande principali che ci
siamo posti in questa tesi ed alla quale daremo una risposta nella parte originale al
capitolo 5.

La relazione fra N e Nφ nella geometria del disco (3.69) ci dà un semplice modo
per valutare lo shift dal calcolo del momento angolare della funzione d’onda per N
elettroni. Utilizziamo la relazione [48]:

J =
N

2
Nφ =

N2

2ν
−Ns̄. (3.70)

In questa formula possiamo notare un contributo di momento angolare O (N2) dato
dalla distribuzione classica della goccia di fluido ed un termine O (N) parametrizzato

1Kα = niDαt
i, dove ni e ti sono rispettivamente il versore normale e il versore tangente al cerchio

S1 bordo del disco spaziale.
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da s̄. Abbiamo quindi l’importante identificazione di s̄ come il momento angolare
intrinseco degli elettroni.

Calcoliamo alcuni valori di s̄. Nel caso dell’n-esimo livello di Landau pieno som-
mando il momento angolare di ciascun elettrone otteniamo:

Jn =
N−1−n∑
m=−n

m =
N2

2
− 2 (n− 1)

2
N. (3.71)

Pertanto il momento angolare intrinseco degli elettroni nel livello n è dato da:

sn =
2 (n− 1)

2
. (3.72)

Questo risultato è interpretabile come l’effetto della maggiore energia cinetica associata
alle orbite di ciclotrone nei livelli di Landau più alti. Infine nel caso della funzione
d’onda di Laughlin, il valore del momento angolare totale J = pN(N−1)

2
determina

s = p
2
come già detto.

3.2.5 Viscosità Hall

Il più importante risultato dell’azione di Wen-Zee è dato dalla risposta puramente
gravitazionale della (3.63). Consideriamo lo sforzo meccanico come una piccola flut-
tuazione della metrica piatta δij della geometria del disco D, in accordo con quanto
visto nella sezione 3.2.1. La risposta dello stato Hall allo sforzo è descritta dal tensore
energia-impulso indotto:

Tij = − 2
√
g

δSWZ

δgij

∣∣∣∣
gij=δij

. (3.73)

Per calcolare questa quantità sviluppiamo l’azione di Wen-Zee (3.63) per deboli
variazioni della metrica piatta esplicitando la dipendenza da δgij fino all’ordine qua-
dratico. Per far ciò è necessario riscrivere gli zweibein eai in termini della variazione
della metrica, δgij ' eij + eji = 2eij, e sostituire tale relazione nelle equazioni (3.55) e
(3.56). In tal modo si ricava:

ω0 ' −
1

8
εikδgijδġkj, ωj '

1

2
εki∂iδgkj. (3.74)

Inoltre, all’ordine lineare, la componente della spin-connection ωi è proporzionale alla
connessione affine: ωi = 1

2
εjkΓj,ik = 1

2
Γi. La curvatura scalare ha pertanto il seguente

sviluppo:

R =
2∂iωjε

ij

√
g
'
(
∂i∂j − δij∂2

)
δgij. (3.75)
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Figura 3.1: Illustrazione della viscosità Hall: il trascinamento del fluido induce una forza ortogonale
(frecce rosse).

Possiamo quindi riscrivere l’azione di Wen-Zee (3.63) al second’ordine nelle fluttuazioni
di gravità ed elettromagnetiche nella forma,

SWZ '
νs̄

4π

∫
d3x

(
A0R+ εijȦiΓj −

B

4
εijδgikδġjk

)
. (3.76)

Nel caso di campo elettromagnetico costante, il terzo termine è quello rilevante per
il calcolo del tensore energia-impulso; si ottiene:

Tij ' 2
δ

δgij

(
νs̄

4π

∫
d3x

B

8

(
εijδġkj + εkjδġij

)
δgik

)
, (3.77)

ovvero,

Tij ' −
νs̄

4π

B

2
(εimδġjm + εjmδġmi) = −ηH

2
(εimġjm + εjmġmi) . (3.78)

Il parametro

ηH =
νs̄B

4π
=
s̄ρ0

2
(3.79)

è detto viscosità Hall e parametrizza la risposta del fluido sotto deformazioni, ad esem-
pio a velocità costante. Questa corrisponde ad una forza ortogonale e quindi non
dissipativa, molto diversa dall’usuale viscosità longitudinale (vedi la figura 3.1) [51].
Avron, Seiler e Zograf [52] sono stati i primi a discutere la viscosità Hall in processi
adiabatici.

Notiamo che la risposta (3.78) allo sforzo meccanico descrive un effetto non cova-
riante, in quanto compaiono le derivate prime rispetto al tempo della metrica. Tale ri-
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sultato è in accordo con le simmetrie dell’azione di Wen-Zee che ricordiamo è invariante
solamente sotto riparametrizzazioni indipendenti dal tempo e rotazioni locali.

Al tempo t = 0, in due dimensioni possiamo scegliere la gauge conforme per il tenso-
re metrico: gij (t = 0,xxx) =

√
gδij. Le deformazioni dipendenti dal tempo δxi = ui (t,xxx)

possono essere suddivise nelle trasformazioni conformi e nelle isometrie. Le prime
mantengono la metrica diagonale, le seconde mantengono il determinante della me-
trica costante. Dato che le deformazioni conformi soddisfano l’equazione δgij ∝ δij

queste non danno contributo al tensore degli sforzi indotto (3.78). Rimangono dunque
le isometrie, chiamate anche diffeomorfismi che preservano l’area (area-preserving dif-
feomorphisms). Tali fluttuazioni sono espresse da una funzione generatrice scalare w
nel seguente modo:

ui = εij∂jw (t,xxx) . (3.80)

Sostituendo nella (3.78), si ottiene il tensore:

Tij = −ηH
(
2∂i∂j − δij∂2

)
ẇ. (3.81)

In conclusione, la viscosità Hall determina la risposta del fluido a deformazioni
corrispondenti a isometrie dipendenti dal tempo.

Notiamo infine l’effetto associato al secondo termine dell’azione di Wen-Zee (3.63).
La variazione dell’azione (3.60) rispetto al campo Ai determina la corrente Hall indotta

J i =
1
√
g

δSind
δAi

=
1
√
g

ν

2π
εij
(
Ej + s̄E j(g)

)
, (3.82)

che presenta una correzione data dal campo E j(g) = ∂iω0−∂0ω
i chiamato campo “gravi-

elettrico”.

3.2.6 Fluttuazioni al bordo della goccia

Un ulteriore effetto parametrizzato da s̄ è la risposta della densità Hall in presenza di
un campo magnetico non uniforme. Questo è dato da:

ρ =
ν

2π

(
1− s̄+ s̄0

2

∂2

B
+O

(
∂4

B2

))
B (xxx) . (3.83)

Il coefficiente s̄ appare assieme ad una correzione non universale s̄0 che dipende dal
valore del fattore giromagnetico nell’hamiltoniana microscopica. La correzione (3.83)
descrive un importante effetto osservato nelle analisi numeriche e analitiche del profilo
di densità per lo stato di Laughlin. Si osserva un picco al bordo della goccia di fluido
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𝜌ν=1/p 

𝑟 − 𝑅 

Figura 3.2: Simulazione numerica del profilo di densità della goccia per lo stato di Laughlin ν = 1/p

di N = 200 elettroni per p = 1, 2, 3, 4 in funzione della coordinata al bordo r − R. La densità è
normalizzata a uno nel bulk.

incompressibile di Laughlin, vedi Figura 3.2, che è assente per ν = 1. Il risultato (3.83)
non discende dall’azione di Wen-Zee, in quanto presenta termini di ordine più alto nelle
derivate che contengono il parametro dimensionato B. È stato ottenuto indipendente-
mente in [53] e in seguito dedotto dall’azione di Wen-Zee assumendo l’invarianza locale
galileiana che non sarà discussa in questa tesi.

3.3 Azione di Wen-Zee e anomalia gravitazionale

La teoria conforme chirale al bordo è caratterizzata anche da un’anomalia gravita-
zionale [54] che corrisponde ad una violazione a livello quantistico dell’invarianza per
diffeomorfismi dello spazio-tempo (1+1)-dimensionale, identificato col cilindro S1×R .
Questa anomalia implica la non conservazione del tensore energia-impulso in presenza
di un background metrico non banale, secondo la formula:

DµTµν = −(c− c̄)
24

∂νR̃, µ, ν = τ, x, (3.84)

dove (τ, x) sono le coordinate del cilindro e R̃ è la curvatura dello spazio-tempo al bordo,
da non confondere con la curvatura dello spazio R già introdotta precedentemente. In

61



questa espressione abbiamo incluso la possibilità che la teoria di bordo possieda anche
eccitazioni antichirali con carica centrale c̄, che danno contributo opposto.

L’equazione (3.84) determina la non conservazione dell’energia, ovvero la presenza
di una corrente di materia nello stato fondamentale,

Jth (xxx) = 〈Ω|P (xxx)|Ω〉 ∝ T 2, (3.85)

dove P (x) è l’impulso locale e T è la temperatura introdotta considerando il tempo eu-
clideo compatto. La quantità (3.85) corrisponde ad una corrente termica come adesso
spiegheremo. Consideriamo ancora la geometria dell’anello come nella discussione della
corrente Hall: avremo due correnti di segno opposto, in accordo con le corrispondenti
chiralità dei due bordi. Ponendoli a temperature differenti, si produce una corrente
totale non nulla, Jth = 〈Ω|PR (x)− PL (x)|Ω〉 6= 0, corrispondente ad una corrente ter-
mica longitudinale, ortogonale al gradiente di temperatura. Abbiamo quindi il risultato
generale per la conducibilità termica trasversa kxy [39]:

kxy =
∂Jth
∂T

=
πk2

BT

6
(c− c̄) , (3.86)

che è parametrizzata dalla carica centrale (c− c̄). Come nel caso dell’anomalia chirale,
il risultato (3.86) per la conducibilità termica è esatto e universale, ed in particolare
non può essere modificato aggiungendo termini locali nell’azione della teoria di bordo.

L’anomalia gravitazionale può essere comunque compensata da termini nell’azione
effettiva (2 + 1)-dimensionale mediante il meccanismo di anomaly inflow già visto.
Introduciamo la seguente azione di Chern-Simons gravitazionale,

SGRCS =
(c− c̄)

48π

∫
Tr
(

ΓdΓ +
2

3
Γ3

)
, (3.87)

dove Γµν = Γµνλ dx
λ è la 1-forma ottenuta dalla connessione di Levi Civita per la metrica

(2 + 1)-dimensionale. Notiamo che questa metrica non è univocamente fissata dal suo
valore al bordo che determina l’anomalia (3.84), ma si può mostrare che le differenti
scelte danno azioni SGRCS equivalenti.

La corrispondenza bulk-boundary si realizza come nel caso U (1): l’azione SGRCS è
invariante per diffeomorfismi a meno di derivate totali e quindi in presenza di geome-
trie con bordo determina una violazione della simmetria a livello classico che equivale
all’anomalia (3.84) a livello quantistico nella teoria di bordo.

In conclusione, la presenza dell’anomalia gravitazionale della teoria conforme al
bordo implica un termine aggiuntivo nell’azione di Wen-Zee (3.60) discusso preceden-
temente. La parte puramente gravitazionale complessiva dell’azione indotta è quindi
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data da:

SGRWZ + SGRCS =
νs̄2

4π

∫
ωdω +

c

48π

∫
Tr
(

ΓdΓ +
2

3
Γ3

)
, (3.88)

nel caso degli stati di Laughlin (c̄ = 0).
Notiamo che il termine aggiuntivo SGRCS è completamente covariante nel bulk

anche se il sistema è non relativistico. Il risultato (3.88) è stato anche riprodotto con
un argomento completamente nel bulk [49], che corregge direttamente la precedente
derivazione dell’azione di Wen-Zee. Possiamo riscrivere l’azione di SGRCS in termini
della connessione di spin (2 + 1)-dimensionale, ωAB = ωABµ dxµ, nel seguente modo:

SGRCS =
c

48π

∫
Tr
(
ωdω +

2

3
ω3

)
+ termini di bordo. (3.89)

Se isoliamo la parte abeliana di ωAB relativa ai diffeomorfismi del piano, ω = 1
2
ωabεab,

otteniamo un contributo dello stesso tipo di SGRWZ , ovvero:

SGRWZ →
12νs̄2 − c

48π

∫
ωdω. (3.90)

In conclusione abbiamo dimostrato che l’anomalia gravitazionale determina un termine
universale nella parte gravitazionale dell’azione di Wen-Zee (3.62). Questo risultato
lascia comunque aperta la risposta alla domanda sull’universalità del momento angolare
intrinseco s̄.

Notiamo infine che l’azione di Wen-Zee gravitazionale (3.90) è invariante per dif-
feomorfismi del piano e rotazioni locali U (1) a meno di derivate totali, analogamente
al caso discusso nella sezione 3.2.5. Nel lavoro [49] si determina il termine aggiuntivo
all’azione che ripristina le simmetrie per superfici con bordo, col risultato,

SGRWZ = ξ

∫
M
ωdω → ξ

[∫
M
ωdω +

∫
∂M

ωK

]
, (3.91)

dove ξ = (12νs̄2 − c) /48π dalla (3.90). Notiamo ancora la presenza della curvatura
estrinseca Kµ. Il fatto che il termine aggiuntivo di bordo sia locale non ci permette
nuovamente di dimostrare l’universalità di s̄.
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Capitolo 4

Simmetria W∞ nell’effetto Hall

Nei capitoli precedenti, abbiamo visto come l’universalità di alcuni osservabili nell’ef-
fetto Hall quantistico intero suggerisca che la dinamica è dominata da simmetrie. Ad
esempio, nello studio delle eccitazioni di bordo, abbiamo mostrato che la simmetria
conforme infinito-dimensionale e le anomalie chirali e gravitazionali determinano le
conducibilità Hall e termica. In questo capitolo mostreremo come emerga naturalmen-
te una simmetria infinito-dimensionale nel bulk del sistema, legata all’incompressibilità
dello stato fondamentale. Questa proprietà fornisce l’idea chiave per comprendere il
comportamento collettivo degli elettroni nel sistema Hall.

La presenza di un gap tra i livelli di Landau per ν intero, e di un gap dinamico
per ν frazionario, impedisce le onde di densità nel bulk, ovvero il fluido elettronico è
incompressibile. Poiché la densità ed il numero di elettroni di una goccia di fluido sono
costanti,

N = ρ0A, ρ0 =
νB

2π
, (4.1)

le uniche fluttuazioni di densità ammesse sono quelle che mantengono l’area A della
goccia costante, ma ne cambiano la forma come mostrato nella figura 4.1. Queste
fluttuazioni sono generate dai diffeomorfismi del piano che lasciano invariata l’area.
Tale simmetria dinamica, detta simmetria W∞ si connette con la simmetria conforme
dei gradi di libertà al bordo [55] [56], come mostreremo in seguito.

Dopo aver presentato la simmetria W∞ a livello classico e quantistico, descrivere-
mo il lavoro [48] nel quale si deriva sempre da questa simmetria uno sviluppo delle
fluttuazioni in contributi multipolari, corrispondenti a campi di spin σ = 1, 2, . . ., e ad
una serie in 1/B. Al secondo ordine non banale, questo sviluppo riproduce l’azione di
Wen-Zee e suggerisce la possibilità di descrivere la viscosità Hall come un effetto delle
eccitazioni dipolari.
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Figura 4.1: Deformazioni della goccia sotto l’azione dei diffeomorfismi che preservano l’area.

4.1 Simmetria W∞ dei fluidi incompressibili quanti-
stici

4.1.1 Effetto Hall intero

Il sistema degli elettroni bidimensionali non interagenti, studiato nella sezione 2.2.1, è
caratterizzato dagli operatori di creazione e distruzione

(
a, a†

)
e
(
b, b†

)
. Dalle equazioni

(2.6) è immediato riconoscere negli operatori a, a† le derivate covarianti che specifi-
cano l’hamiltoniana del sistema. Notiamo che in presenza di un campo magnetico,
il commutatore dell’impulso canonico con l’hamiltoniana H è non nullo; per costrui-
re delle trasformazioni che lascino la teoria invariante è necessario accompagnare le
traslazioni con delle trasformazioni di gauge. Queste trasformazioni dette traslazioni
magnetiche [57], sono generate dagli operatori b, b†, che commutano con H, ma non
commutano tra loro.

In realtà possiamo costruire più operatori commutanti con H, prendendo i polinomi
degli operatori b e b† nel seguente modo:

Ln,m =
(
b†
)n+1

bm+1, n,m > −1, (4.2)

[Ln,m, H] = 0. (4.3)

Mostreremo che questi operatori generano i diffeomorfismi che preservano l’area a livello
quantistico. Dalle regole di commutazione degli operatori b, b† (2.7) si ottiene l’algebra
W∞:

[Ln,m,Lk,l] = } ((m+ 1) (k + 1)− (n+ 1) (l + 1)) Ln+k,m+l +O
(
}2
)
, (4.4)
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dove abbiamo esplicitato }. Il primo termine O (}) riproduce l’algebra classica dei
diffeomorfismi che preservano l’area detta w∞ di cui tratteremo nel prossimo paragrafo.
I termini successivi in O (}n), n > 1, corrispondono alle contrazioni di più derivate.

Gli operatori Ln,m contengono derivate elevate a potenze di grado maggiore di uno,
pertanto sono operatori quasi-locali. Le sole trasformazioni locali nelle coordinate sono
generate da L0,−1, L−1,0 e L0,0.

Passando ad un sistema di N elettroni, gli operatori si riscrivono nel formalismo di
seconda quantizzazione nel seguente modo:

L̂n,m =

∫
dx Ψ̂†

(
b†
)n+1

bm+1Ψ̂, (4.5)

dove Ψ̂ è l’operatore di campo introdotto in (2.19).

4.1.2 L’origine classica della simmetria

Per comprendere meglio la simmetriaW∞ discutiamo la sua origine classica [55]. Il pro-
blema dei livelli di Landau (2.5) è descritto da uno spazio delle fasi quadri-dimensionale
{x, px, y, py}. L’hamiltoniana si può riscrivere nella forma:

H =
1

2m

(
(px + y)2 + (py − x)2) . (4.6)

Le più generali trasformazioni canoniche che lasciano invariata H sono generate dalle
funzioni:

L (cl)
n,m (xxx,ppp) = (b∗)n+1 bm+1, con b =

1

2

(
(py + x)2 + i (px − y)2) (4.7)

e si realizzano mediante le parentesi di Poisson,

δH =
{
H,L (cl)

n,m

}
PB

= 0. (4.8)

Questo risultato segue dal fatto che le trasformazioni mantengono invariate le
combinazioni,

δ (px + y) = 0 e δ (py − x) = 0, (4.9)

che esprimono l’hamiltoniana (4.6). Pertanto le funzioni Ln,m agiscono su un sottospa-
zio bidimensionale dello spazio delle fasi quadri-dimensionale originale, che ammette
una struttura simplettica in termini di b e b∗. Tale riduzione dello spazio delle fasi
si realizza all’interno di ciascun livello di Landau, dove H = cost., in particolare nel
primo livello che è selezionato per B →∞. I diffeomorfismi che preservano l’area sono
quindi nient’altro che le trasformazioni canoniche dello spazio delle fasi bidimensionale
(b, b∗). Nel caso del primo livello di Landau questo spazio si identifica col piano (z, z∗)

degli elettroni.
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4.1.3 Algebra W∞ e incompressibilità dello stato fondamentale

Torniamo al formalismo quantistico di seconda quantizzazione (4.5). Mostriamo come
gli operatori nell’espressione di seconda quantizzazione agiscono sugli stati dello spazio
di Fock. Sostituendo l’espressione dell’operatore di campo (2.19) in (4.5) e ricordando
che aψ0 = bψ0 = 0, otteniamo:

L̂n,m =
∞∑

k,j=0

∞∑
l,i=0

ĉ
(k)†
k+j ĉ

(l)
i+l

∫
d2xψ0 (xxx)

ak√
k!

bj√
j!

(
b†
)n+1

bm+1

(
a†
)l

√
l!

(
b†
)i
√
i!
ψ0 (xxx)

=
∞∑
r=0

L̂ (r)
n,m,

L̂ (r)
n,m =

∑
k>m+1

√
k! (k + n−m)

(k −m− 1)!
ĉ

(r)†
k+n−m+rĉ

(r)
k+r.

(4.10)

L’operatore L̂n,m si separa dunque in copie identiche L̂ (r)
n,m agenti indipendentemente

su ogni livello di Landau (r).
Il bilineare degli operatori ĉ†, ĉ mostra che gli operatori L̂ (r)

n+s,n ∼
∑

k ĉ
(r)†
k+s+rĉ

(r)
k+r

realizzano eccitazioni particella-buca all’interno dello stesso livello di Landau alzan-
do, s > 0, o abbassando, s < 0, il momento angolare degli elettroni. In effetti essi
descrivono i gradi di libertà bosonici della teoria fermionica.

Utilizzando le espressioni di seconda quantizzazione si può derivare la forma com-
pleta dell’algebra W∞,[

L̂ (r)
n,m, L̂

(r)
k,l

]
=

min(m,k)∑
s=0

(m+ 1)! (k + 1)!

(m− s)! (k − s)! (s+ 1)!
L̂ (r)
n+k−s,m+l−s

− (m↔ l, n↔ k) ,

(4.11)

indipendente dal livello di Landau (r).
Consideriamo adesso il primo livello e studiamo l’azione degli operatori L̂n,m. Lo

stato fondamentale |Ω〉 = |N, ν = 1〉, (2.21), è unico grazie alla presenza del gap ed è
il riempimento completo. Dimostriamo le relazioni:

L̂n,m |Ω〉 = 0 per − 1 6 n < m. (4.12)

In base alla decomposizione (4.10), sullo stato |Ω〉 agiscono solamente gli operatori
L̂ (0)
n,m, i quali, se n < m, generano transizioni particella-buca che abbassano il momento

angolare degli stati elettronici all’interno dello stesso livello di Landau. Tuttavia una
tale transizione è impossibile nel livello pieno, ottenendo il risultato (4.12).
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Le stesse condizioni (4.12) si estendono al caso di k livelli di Landau pieni ν = k,

L̂n,m |N, ν = k〉 = 0 per − 1 6 n < m, k = 1, 2, . . . , (4.13)

perché gli operatori agiscono orizzontalmente in ogni livello. Riassumendo abbiamo
visto come, nel caso dell’effetto Hall quantistico intero, l’incompressibilità corrisponda
alla simmetria infinito dimensionale dei diffeomorfismi che preservano l’area; questa
simmetria si realizza a livello quantistico mediante le condizioni d’invarianza sullo stato
fondamentale (4.12) e l’algebra W∞ (4.11).

Per evidenziare la corrispondenza tra la simmetria W∞ e la simmetria conforme,
conviene esprimere gli operatori come

V̂
(i+2)
−n = −L̂n+i,i, i > −1, n > −i− 1, (4.14)

dove l’indice i + 2 = k rappresenta lo spin degli operatori conformi V (k) (z), mentre
l’indice n è il modo conforme, ad esempio V (2)

n ↔ Ln; in particolare [L0,0,Ln,m] =

(n − m)Ln,m riproduce la relazione di Virasoro (1.44) con L0 ↔ L0,0. Notiamo che
il modo n ha un limite inferiore non presente nella teoria conforme, n > −i − 1, che
è dovuto alla finitezza del mare di Fermi e sparisce nel limite termodinamico. La
relazione d’incompressibilità può essere espressa in termini degli operatori V̂ (k)

n (4.14),

V̂ (i+2)
n |Ω〉 = 0, i = 0, 1, . . . , 0 < n 6 i+ 1. (4.15)

Queste condizioni devono essere confrontate con le corrispondenti per il vuoto inva-
riante della teoria conforme (2.47), per V̂ (2)

n = L̂n,

L̂n |Ω〉 = 0, n > 0. (4.16)

Le relazioni (4.12) che esprimono la simmetria del fluido quantistico sotto tra-
sformazioni W∞ sono quindi equivalenti alle condizioni (1.45) di peso massimo nella
teoria conforme che esprimono l’invarianza dello stato fondamentale. Analogamente
gli operatori L̂n,m con n > m generano le eccitazioni.

4.1.4 Simmetria W∞ degli stati di Laughlin

Mostriamo adesso come la simmetria W∞ del fluido incompressibile è realizzata anche
nel caso dell’effetto Hall frazionario ν = 1/p, rappresentato dalla funzione d’onda di
Laughlin [58]. Analogamente al caso intero, questo stato è un fluido (densità costan-
te nel bulk) ed è incompressibile (gap dinamico). L’espressione dei generatori L̂n,m
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che soddisfano l’algebra W∞ (4.11) e le condizioni d’invarianza (4.12) per lo stato
fondamentale |Ω〉 = |N, ν = 1/p〉 si ottengono col seguente argomento.

Osserviamo che le funzioni d’onda dello stato fondamentale per ν = 1 e ν = 1/p

sono legate dalla relazione:

Ψ1/p (zi, z̄i) = ∆ (zi − zj)q Ψ1 (zi, z̄i) ,
1

ν
= p = q + 1, (4.17)

dove ∆ (zi − zj) è il determinante di Vandermonde e q è un intero pari. Questa relazione
è stata osservata e sviluppata per la prima volta da Jain. Le eccitazioni dello stato
ν = 1 che si estendono nel primo livello sono della forma,

Ψexc (zi, z̄i) = P (zi) Ψ1 (zi, z̄i) , (4.18)

dove P (zi) è un polinomio omogeneo totalmente simmetrico nello scambio delle coor-
dinate zi (ovvero nessun z̄j). La dimostrazione della (4.18) segue dall’applicazione del
principio d’esclusione di Pauli. La differenza di momento angolare rispetto allo stato
fondamentale J − JΩ > 0, è data dall’ordine del polinomio P .

Nel caso dello stato di Laughlin, il livello di Landau non è completamente pieno,
quindi sarebbero possibili eccitazioni di compressione (J < JΩ) con un gap finito. Con-
sideriamo il limite di gap infinito per compressioni per stabilire la relazione con il caso
ν = 1. Questo limite si può realizzare dinamicamente introducendo nell’hamiltoniana
l’interazione effettiva a due corpi a corto raggio di Haldane [59]:

Vint =

p−2∑
q=1

q dispari

Vq
∑
i<j

(
∂

∂zi

∂

∂z̄i

)q
δ(2) (zi − zj) , (4.19)

dove Vq sono costanti positive. L’effetto di questo potenziale è quello di dare energia
alle funzioni d’onda che si annullano a punti coincidenti zi → zj con l’andamento,

Ψ ∼ (zi − zj)k , k 6 p− 2, (4.20)

mentre le funzioni con andamento più veloce k > p hanno energia nulla.
Consideriamo il sottospazio delle eccitazioni con energia nulla, ovvero il limite Vq →

∞ nell’hamiltoniana. Abbiamo che le funzioni d’onda del sottospazio devono essere
necessariamente della forma:

Ψ ' P (zi)
∏
i<j

(zi − zj)p e−
∑
i |z|

2
i /2`

2
B , (4.21)
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con ∆J = J−JΩ > 0, JΩ = pN (N − 1) /2. Abbiamo quindi ottenuto la forma analoga
alle eccitazioni ν = 1 per il sottospazio E = 0 delle eccitazioni di Laughlin.

In presenza di un potenziale confinante V (r) = λr2, gli stati acquistano un’ener-
gia E ∝ ∆J , quindi la funzione d’onda di Laughlin (4.17) è lo stato fondamentale
esatto dell’interazione di Haldane. Si ritiene che questa interazione sia una buona
approssimazione dell’interazione fisica coulombiana, nel seguente senso; analisi nume-
riche mostrano che gli spettri delle due hamiltoniane possono essere connessi da un
trasformazione adiabatica durante la quale il gap non si annulla mai [60]. Quindi la
descrizione effettiva di Haldane può essere considerata accurata per lo spettro di bassa
energia per ν = 1/p. Questa affermazione è equivalente alle proprietà di universalità
fra le rispettive teorie al bordo, riconducibili alla stessa teoria conforme.

Dalle equazioni (4.18) e (4.21) possiamo quindi stabilire una corrispondenza biuni-
voca fra tutti gli stati con ν = 1 e ν = 1/p, nel seguente modo:

Ψexc,ν=1/p = ∆ (zi − zj)q Ψexc,ν=1. (4.22)

Possiamo adesso considerare questa relazione come una trasformazione di similitudine
fra i due spazi di Hilbert:

|state, ν = 1/p〉 = Λ |state, ν = 1〉 , (4.23)

dove la forma dell’operatore Λ nella base delle coordinate è data da Λ = ∆q (zi).
L’espressione degli operatori W∞ per ν = 1/p si può quindi ottenere utilizzando la
similitudine, nel seguente modo,

L̂ (ν=1/p)
n,m = ΛL̂ (ν=1)

n,m Λ−1. (4.24)

Le condizioni d’invarianza dello stato fondamentale di Laughlin sono quindi soddisfatte,

L̂ (ν=1/p)
n,m |Ω, ν = 1/p〉 = ΛL̂ (ν=1)

n,m |Ω, ν = 1〉 = 0, n < m. (4.25)

D’altro canto, l’algebra degli operatori W∞ per ν = 1/p e ν = 1 è la stessa grazie alla
relazione: [

L̂ (ν=1/p)
n,m , L̂ (ν=1/p)

k,l

]
= Λ

[
L̂ (ν=1)
n,m , L̂ (ν=1)

n,m

]
Λ−1. (4.26)

Abbiamo quindi mostrato che la simmetria W∞ si realizza anche negli stati di
Laughlin con ν = 1/p e interazione effettiva di Haldane (4.19). Il limite considerato
Vq → ∞ per stabilire la corrispondenza ν = 1 ↔ ν = 1/p non permette di descrivere
tutti gli aspetti della fisica dell’effetto Hall frazionario, ma è sufficiente per descrivere
la relazione bulk-boundary e dedurre la corrispondente teoria conforme al bordo.
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Notiamo infine che l’implementazione della simmetria W∞ nella teoria conforme
al bordo secondo le identificazioni (4.14) e (4.15) è stata sviluppata nel lavoro [61];
sono state costruite le teorie conformi con simmetria estesa corrispondenti agli stati di
Laughlin e gerarchici di Jain, denominate modelli minimali W∞ [62].

4.2 Simmetria W∞ e teorie effettive di Chern-Simons
generalizzate

4.2.1 Variazione della densità

Nella sottosezione 4.1.3 abbiamo mostrato come le trasformazioni W∞ corrispondono
nel limite classico ai diffeomorfismi del piano che lasciano l’area della goccia di fluido
costante. Come già osservato, queste trasformazioni sono generate da una funzione
scalare w (xxx, t) e agiscono con le parentesi di Poisson delle coordinate (x1, x2). Ad
esempio le fluttuazioni della densità sono date da:

δwρ = {ρ, w}PB = εij∂iρ∂jw. (4.27)

È conveniente passare alle coordinate complesse z = x1 + ix2 e z̄ = x1− ix2 scrivendo:

{ρ, w}PB = εzz̄∂zρ∂z̄w + (z ↔ z̄) , εzz̄ = −εz̄z = −2i. (4.28)

Possiamo trovare una base per la funzione scalare w (z, z̄) espandendo in serie di
potenze,

w (z, z̄) =
∑

n,m>−1

anmz
n+1z̄m+1, Ln,m = zn+1z̄m+1. (4.29)

Si verifica facilmente che le funzioni Ln,m soddisfano l’algebra classica (4.4), mentre
nella teoria quantistica, le coordinate non commutano [z, z̄] = `2

B, e gli operatori L̂n,m
soddisfano l’algebra W∞ (4.11).

Mostriamo quale sia la fluttuazione indotta dalle trasformazioni W∞ sul valore
d’aspettazione della densità di carica ρ (z, z̄) = 〈Ω|ρ̂ (z, z̄)|Ω〉, dove ρ̂ (z, z̄) = Ψ̂†Ψ̂.
L’analogo quantistico del generatore w (xxx, t) è dato dall’operatore:

ŵ =

∫
d2zΨ̂† (z, z̄)w (z, z̄) Ψ̂ (z, z̄) . (4.30)

La fluttuazione della densità si esprime col commutatore δρ̂ = [ρ̂, ŵ] che si può calco-
lare usando le regole di commutazione dell’operatore di campo; si ottiene il seguente
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risultato [48]:

δρ (z, z̄) = i 〈Ω|[ρ̂ (z, z̄) , ŵ]|Ω〉 = i
∞∑
n=1

(2})n

Bnn!
(∂nz̄ ρ∂

n
zw − ∂nz ρ∂nz̄w) = {ρ, w}M . (4.31)

L’espressione non locale a secondo membro è chiamata parentesi di Moyal {ρ, w}M . Il
termine di O (}) corrisponde al termine classico delle parentesi di Poisson.

Lo sviluppo in (4.31) vale per qualsiasi stato |Ω〉 nel primo livello di Landau con
densità ρ = 〈Ω|ρ̂|Ω〉. In particolare saremo interessati all’applicazione di questa for-
mula agli stati fondamentali con ν = 1 e ν = 1/p. L’estensione al caso ν = n sarà
discussa nel prossimo capitolo.

4.2.2 Sviluppo multipolare

La fluttuazione della densità sotto diffeomorfismi che preservano l’area (4.31) è una
funzione non locale della densità stessa. Questo risultato è la manifestazione del fat-
to che quantisticamente, ogni eccitazione nel primo livello di Landau non può essere
localizzata in un’area più piccola di π`2

B. L’espansione è definita dalle potenze }, o
analogamente di `2

B = 2}c/eB = 2/B.
Fissiamo } = 1 e consideriamo lo sviluppo della (4.31) fino al second’ordine in 1/B:

δρ ∼ −ε
zz̄

B
∂z̄ρ∂zw −

εzz̄

B2
∂2
z̄ρ∂

2
zw + (z ↔ z̄) . (4.32)

Riordinando le derivate e sfruttando la cancellazione dei termini asimmetrici per lo
scambio z ↔ z̄, la (4.32) si può riscrivere nella forma:

δρ ∼ −εzz̄
(

1

B
∂z̄ (ρ∂zw̃) +

1

B2
∂2
z̄

(
ρ∂2

zw
))

+ (z ↔ z̄) , (4.33)

dove w̃ = w − ∂z∂z̄w/B.
Lo sviluppo (4.33) permette di individuare facilmente la struttura tensoriale dell’e-

spressione, in quanto la parte scalare di traccia del secondo termine in (4.32) è stata
inglobata nel primo termine tramite la traslazione di w → w̃. Pertanto lo sviluppo in
1/B comprende un campo di spin uno (az, az̄) e un campo di spin due (bzz, bz̄z̄), tensore
simmetrico a traccia nulla,

δρ = εzz̄∂z̄

(
az +

1

2B
∂v̄bzvδ

v̄v +
1

2B
∂vbzvδ

vv̄

)
+ (z ↔ z̄) . (4.34)

In tal modo è possibile esprimere la variazione della densità come somma di contributi
generati da campi di spin σ = 1, 2, . . ., corrispondenti a rappresentazioni irriducibili
del gruppo delle rotazioni O (2) nel piano.
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Tornando alle coordinate spazio-temporali xµ, riconosciamo nel primo termine l’e-
spressione della corrente di materia (3.5) jµ(1) = εµνρ∂νaρ per µ = 0 della teoria di
Chern-Simons (3.7); la forma delle componenti spaziali ji(1) è determinata univocamente
dalla conservazione della corrente e dall’invarianza di gauge di aµ.

Analogamente il secondo termine in (4.34) corrisponde alla componente temporale
della corrente,

jµ(2) =
1

B
εµνρ∂ν∂kbρk, µ, ν, ρ = 0, 1, 2, k = 1, 2. (4.35)

Questa corrente contiene delle componenti non fisiche, che possono essere messe a zero
utilizzando la simmetria di gauge della (4.35),

bµk → bµk + ∂µvk, (4.36)

e fissando il vettore spaziale vk in modo che bjk sia simmetrico e a traccia nulla. Inoltre,
le due componenti b0k sono moltiplicatori di Lagrange non dinamici, come vedremo in
seguito.

Riassumendo, l’espansione non locale delle parentesi di Moyal, (4.31), può essere
vista come la componente temporale e gauge fissata della corrente:

jµ = jµ(1) + jµ(2) = εµνρ∂νaρ +
1

B
εµνρ∂ν∂kbρk. (4.37)

L’analisi può anche essere estesa al termine di O (1/B3) considerando un campo di spin
tre cµkl simmetrico a traccia nulla rispetto ai suoi indici spaziali, che possiede ancora
due componenti fisiche: (czzz, cz̄z̄z̄).

Abbiamo quindi mostrato che la simmetria W∞ del fluido incompressibile ha effetti
non-locali, che possono essere rappresentati come la somma di contributi singolarmente
locali e indipendenti di campi a spin più alto mediante lo sviluppo in serie in 1/B.
Vedremo che questa espansione corrisponde ad uno sviluppo multipolare, dove il primo
termine riproduce la teoria (3.7) del campo idrodinamico, e i successivi correzioni che
descrivono eccitazioni di dipolo e momenti più alti [48].

4.2.3 Teoria effettiva al second’ordine

La teoria effettiva del campo di spin due bµk si determina seguendo gli stessi passi fatti
nella sezione 3.1 per dedurre la teoria di Chern-Simons del campo aµ. La corrente di
materia jµ(2) si accoppia usualmente al campo elettromagnetico esterno Aµ. Dobbiamo
introdurre una dinamica per il campo bµk che abbia le seguenti proprietà: rispettare
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l’invarianza di gauge (4.36) e trattare le componenti b0k come non dinamiche. L’azione
non dovrà introdurre gradi di libertà propaganti nel bulk per il vincolo di incompres-
sibilità. Siamo quindi condotti ad ipotizzare un’espressione generalizzata della teoria
di Chern-Simons per campi di spin due con la seguente forma:

S
(2)
CS [b] = − 1

2γB

∫
d3x εµνρbµk∂νbρk, (4.38)

dove γ è una costante di accoppiamento. Nella letteratura, l’azione di Chern-Simons
è stata formulata per campi di spin σ arbitrario della forma bA1,...,Aσ−1

µ dove gli indici
{Ai} del sistema di riferimento locale sono totalmente simmetrici e a traccia nulla. La
seguente espressione [63],

S
(σ)
CS [b] =

∫
d3xεµνρb{Ai}µ ∂νb

{Bj}
ρ δ{Ai}{Bj}, (4.39)

è invariante per trasformazioni locali del riferimento agenti sugli {Ai} nonché indi-
pendente dalla metrica come l’azione di Chern-Simons originale. Le (4.39) definiscono
quindi delle teorie topologiche. Nel limite non relativistico per σ = 2 questa espressione
si riduce alla (4.38) che è solamente invariante per diffeomorfismi del piano indipendenti
dal tempo.

Pertanto, introducendo la forma differenziale bk = bµkdx
µ e aggiungendo il termine

d’interazione jµ(2)Aµ, l’azione effettiva per il campo di spin due diventa:

S(2) [b] = − 1

2γB

∫
bkdbk +

1

B

∫
Ad∂kbk. (4.40)

La scala B deve essere introdotta per motivi dimensionali. Il campo di spin due
ha dimensione in massa [b] = 2, mentre B è l’inverso della lunghezza magnetica e
pertanto ha dimensione in massa pari a 2. Inoltre, l’indice k è considerato come la parte
spaziale di un indice di Lorentz. Tuttavia non è possibile estendere il campo bµk → bµν ,
in quanto ciò porterebbe ad un momento coniugato ai b0k che quindi diventerebbero
dinamici.

Integrando il campo bk nell’azione effettiva (4.40), si ottiene un nuovo contributo
all’azione indotta (3.8):

S
(2)
ind [A] = − γ

2B

∫
∆AdA, (4.41)

dove ∆ indica il Laplaciano. Questa azione comporta una correzione di O (1/B) alla
densità e alla corrente Hall. Questo effetto è stato discusso al capitolo 3 e parametrizza
la fluttuazione al bordo della densità dello stato di Laughlin, vedi figura 3.2.
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4.2.4 Accoppiamento alla metrica spaziale

Consideriamo adesso l’accoppiamento del campo di spin due con la metrica spaziale.
Introduciamo una metrica di background nel limite di gravità debole e deriviamo l’a-
zione effettiva all’ordine quadratico nelle fluttuazioni elettromagnetiche e della metrica.
La metrica gij si accoppia al tensore energia-impulso tik, che esprimiamo in termini del
campo bµk nel seguente modo [48]:

tµk = εknεµνρ∂νbρn. (4.42)

In questa espressione abbiamo aggiunto le componenti temporali t0k in modo che il
tensore tµk sia conservato. La parte antisimmetrica delle componenti spaziali tij risulta
uguale alla somma di due contributi:

εijtij = −εij (∂jb0i − ∂0bji) ≈ 0. (4.43)

Come discusso precedentemente è possibile fissare la gauge per bµk che annulla la com-
ponente antisimmetrica, εijbij = 0, e i moltiplicatori di Lagrange b0i. Pertanto tij è
simmetrico “on-shell”.

La definizione (4.42) è motivata dal confronto con la corrente di materia jµ(1) del
campo idrodinamico aµ. Infatti se le fluttuazioni di carica sono date dall’integrale della
densità,

δQ =

∫
D
d2x j0

(1) =

∮
∂D
dxiai, (4.44)

le fluttuazioni dell’impulso sono date dall’integrale del tensore energia-impulso:

δP k =

∫
D
d2x t0k = εkl

∮
∂D
dxi bil. (4.45)

Pertanto, come le fluttuazioni di carica si riducono alla circuitazione sul bordo del
campo idrodinamico, in accordo con l’incompressibilità del fluido, così le fluttuazioni
dell’impulso sono date dall’integrale sul bordo del campo idrodinamico di spin due. In
questo approccio, le fluttuazioni di carica e di materia sono quindi variabili indipenden-
ti, mentre nella teoria di Wen-Zee le seconde sono proporzionali alle prime (cf. (3.61)).
L’attuale formulazione suggerisce l’idea dello sviluppo multipolare della dinamica della
goccia: campi di spin più alto misurano le fluttuazioni di successive quantità tensoriali
al bordo [48].

Riassumendo, l’accoppiamento del campo di spin due con la metrica è dato dall’e-
spressione:

Sint [b, g] = λ

∫
d3x δgµkε

knεµνρ∂νbρn. (4.46)
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4.2.5 Derivazione dell’azione di Wen-Zee

L’azione effettiva per il campo di spin due, completa dell’interazione sia con il campo
elettromagnetico che con la metrica spaziale, risulta quindi:

S(2) [b, A, g] = − 1

2γB

∫
bkdbk +

1

B

∫
Ad∂kbk + λ

∫
d3x δgµkε

knεµνρ∂νbρn. (4.47)

Integrando il campo bµk, l’azione indotta è data dalla somma di tre termini:

S
(2)
ind [A, g] = S

(2)
EM [A] + S

(2)
MIX [A, g] + S

(2)
GR [g] , (4.48)

dove,

S
(2)
EM [A] = − γ

2B

∫
d3x εµνρ∆Aµ∂νAρ, (4.49)

S
(2)
MIX [A, g] = −λγ

∫
d3x εijεkn (A0∂i − Ai∂0) ∂kδgjn, (4.50)

S
(2)
GR [g] = −Bγλ

2

2

∫
d3x εijδgikδġjk. (4.51)

Il primo termine riproduce la correzione elettromagnetica alla densità vista in (4.41).
Il secondo e il terzo termine possono essere riscritti utilizzando l’equazione (3.75) e la
definizione di Γi = εjkΓj,ik:

S
(2)
MIX [A, g] + S

(2)
GR [g] = λγ

∫
d3x

(
A0R+ εijȦiΓj −

Bλ

2
εijδgikδġjk

)
. (4.52)

Questa espressione quindi risulta uguale all’azione di Wen-Zee (3.63) nell’approssima-
zione quadratica delle fluttuazioni della metrica ed elettromagnetiche. Si identificano
i parametri

γ =
νs̄

2π
, λ =

1

2
. (4.53)

In conclusione abbiamo mostrato che la simmetria W∞ del fluido incompressibile
suggerisce uno sviluppo in campi di spin superiore per le fluttuazioni di densità. Il
campo di spin due accoppiandosi alla metrica riproduce l’azione di Wen-Zee al se-
cond’ordine nelle fluttuazioni. Pertanto l’approccio di Wen-Zee dell’accoppiamento
della corrente di materia alla connessione di spin U(1) è equivalente all’accoppiamen-
to della metrica col campo bµk. Al tempo stesso, la presenza del campo di spin due
suggerisce una pittura fisica che è descritta nel prossimo paragrafo.
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4.2.6 Eccitazioni dipolari

Discutiamo adesso gli argomenti qualitativi [48] a sostegno dell’idea che esistano del-
le eccitazioni dipolari (ed eventualmente multipolari) nel fluido incompressibile, come
conseguenza dello sviluppo in campi di spin due e superiori suggerito dalla simmetria
W∞. Osserviamo innanzitutto che un dipolo è caratterizzato da un vettore di pola-
rizzazione di (xxx) del piano. Poiché ddd e −ddd identificano lo stesso dipolo, il parametro
dell’ordine dipolare è un campo di spin due a traccia nulla corrispondente al valore
medio,

bij =

〈
didj −

1

2
δijdkdk

〉
. (4.54)

Nella fisica dell’effetto Hall non si realizza la rottura spontanea di una simmetria e
quindi non utilizziamo la teoria di campo di Ginzburg-Landau per il campo bij, ma
abbiamo le stesse variabili con la dinamica di Chern-Simons.

Un primo effetto della presenza di eccitazioni dipolari nella goccia è mostrato in
figura 4.2. I dipoli sono orientati casualmente nel bulk, ma presentano un ordine lungo
la direzione radiale in conseguenza del gradiente di carica tra l’interno e l’esterno della
goccia. È facile vedere che l’ordinamento al bordo crea una fluttuazione di densità a
forma di anello come quelle osservate in figura 3.2 per lo stato di Laughlin. L’effetto
proporzionale ad s̄ = p/2 è in accordo con questo argomento.

Il secondo fenomeno che può essere interpretato in termini di dipoli è la viscosità
Hall. L’orientamento casuale dei dipoli nel bulk è perturbato dal trascinamento mecca-
nico del fluido, come mostrato in figura 4.3. Pertanto essi acquistano una configurazione
localmente ordinata che comporta una fluttuazione di densità a forma di anello e quindi
una forza elettrostatica ortogonale al moto del fluido, come rappresentato in Figura
4.3. Tale effetto è parametrizzato dalla viscosità Hall ηH ∝ s̄.

Le configurazioni dipolari possono essere descritte utilizzando l’espansione della
fluttuazione di densità:

δρ = εij∂i

(
aj +

1

B
∂kbjk +

1

B2

(
∂k∂l −

1

2
δkl∆

)
cjkl + . . .

)
. (4.55)

Dapprima consideriamo un’eccitazione carica nel bulk δρ (xxx) = qδ2 (xxx); questa è pa-
rametrizzata del campo idrodinamico ai ∼ O (1/|xxx|) come descritto dalle (4.44). I
campi di spin più alto non contribuiscono perché decadono più velocemente all’infini-
to, ∂kbjk ∼ O

(
1/|xxx|2

)
, a causa delle derivate di grado più alto. D’altra parte, nel caso

di un’eccitazione dipolare,

δρ (xxx) = q
(
δ2 (xxx+ ddd)− δ2 (xxx− ddd)

)
, (4.56)
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Figura 4.2: Dipoli allineati al bordo comportano il picco nel profilo di densità.

Figura 4.3: La viscosità Hall causata da dipoli allineati dall’azione meccanica sul fluido.
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questa corrisponde ad un campo di O
(
1/|xxx|2

)
, a cui contribuiscono entrambi i campi

ai e bjk. Momenti più alti nella configurazione di cariche gradualmente coinvolgono
campi di spin più elevato.

Riguardo l’universalità dei termini dell’azione effettiva, le correzioni locali determi-
nate da derivate dei campi esterni elettromagnetico e gravitazionali, come ad esempio
la correzione ∆A in (4.41), sono non universali in quanto possono essere modificati
a piacimento nell’azione effettiva. I termini universali devono essere riconducibili ad
osservabili della teoria al bordo protetti dalla simmetria conforme.

Più precisamente, occorre comprendere quale teoria al bordo sia indotta dall’azione
effettiva dei campi a spin superiori:

S [a, b, c, . . . ;A, g, . . .] = −
∫ (

π

ν
ada+

π

νs̄B
bkdbk +

1

2αB2
ckldckl + . . .+ accoppiamenti

)
.

(4.57)
Analogamente al caso del primo termine descritto al capitolo 3, l’invarianza di gauge
su tutto il sistema di bulk e bordo determina l’azione di bordo e la teoria conforme
corrispondente. Nel caso del secondo termine, questa relazione può correlare la costante
d’accoppiamento s̄ dell’azione di Chern-Simons generalizzata a osservabili della teoria
conforme e quindi acquistare un valore universale. Questi temi saranno sviluppati nella
parte originale della tesi presentata al prossimo capitolo.
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Capitolo 5

Analisi microscopica delle eccitazioni
di bordo

Questo capitolo contiene i risultati originali del lavoro di tesi, che si sviluppano prin-
cipalmente nell’ambito della teoria microscopica delle eccitazioni di bordo dell’effetto
Hall quantistico. Mediante un’analisi esplicita degli stati nei livelli di Landau, derivere-
mo le teorie di campo effettive introdotte nei primi capitoli della tesi e verificheremo le
corrispondenti ipotesi costruttive. In particolare dimostreremo la simmetria conforme
degli stati di bordo e spiegheremo la sua relazione con la simmetria W∞ del bulk.

Nelle prime due sezioni analizzeremo in dettaglio l’effetto Hall intero che può essere
descritto correttamente, come già visto, dal sistema degli elettroni liberi nei livelli di
Landau. Dapprima mostreremo come estrarre le teorie conformi di bordo nel caso di
un numero n di livelli pieni, definendo un limite al bordo più accurato delle funzioni
d’onda elettroniche rispetto al caso già studiato per ν = 1 (par. 2.2.4). Ciò permetterà
di costruire esplicitamente la teoria conforme bosonica a n componenti del paragrafo
3.1.1 come termine dominante nello sviluppo in potenze di 1/R, dove R è il raggio
del disco in cui è definito il sistema. Mostreremo inoltre che le correzioni di ordine
superiore O

(
1/Rk

)
, k > 1, contengono strutture di spin superiore, in analogia allo

sviluppo multipolare indotto dalla simmetria W∞ visto al capitolo precedente.
Successivamente, analizzeremo il significato del momento angolare intrinseco s̄ nella

teoria di bordo. Troveremo risultati in accordo con l’analisi di Gromov, Jensen e
Abanov [50] sul termine di bordo nell’azione effettiva di Wen-Zee. Questo studio ci
permetterà di evidenziare il significato di questo osservabile e la sua universalità.

Infine, nell’ultima sezione, collegheremo i risultati precedenti allo sviluppo multi-
polare della densità (4.31) conseguente alla simmetria W∞, estendendo l’analisi anche
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all’effetto Hall frazionario.

5.1 Teorie conformi al bordo per ν = n

In letteratura non sono presenti studi dettagliati degli stati di bordo dei livelli di Landau
superiori al primo. Questo ci ha spinto ad analizzare le proprietà delle corrispondenti
funzioni d’onda di singolo elettrone ψn,m, dove n = 0, 1, . . . indica il livello di Landau
e m il valore del momento angolare, ottenendo comportamenti non banali.

Inoltre, nel precedente capitolo, abbiamo visto che la simmetria W∞ suggerisce lo
sviluppo delle eccitazioni di un fluido Hall quantistico in contributi di strutture estese,
ad esempio dipolari. Nell’ambito della teoria microscopica, un modo per sondare la
presenza di tali strutture è effettuare un limite al bordo accurato per le funzioni d’onda
elettroniche.

5.1.1 Limite al bordo delle funzioni d’onda

Consideriamo ancora il sistema Hall nella geometria del disco spaziale D di coordinate
(r, θ), con 0 6 r 6 R e θ ∈ [0, 2π]. Nel capitolo 2, abbiamo mostrato che il limite
al bordo dell’operatore di campo del primo livello di Landau descrive il fermione di
Weyl (2.35) della teoria conforme (1 + 1)-dimensionale. Questo limite era definito sulle
funzioni d’onda ψ0,m (r, θ) prendendo la coordinata radiale r ∼ R grande e contem-
poraneamente considerando valori del momento angolare m prossimi alla superficie di
Fermi corrispondente al livello pieno, ovvero:

L−
√
L 6 m 6 L+

√
L, con R '

√
L. (5.1)

Si ottenevano funzioni d’onda approssimativamente gaussiane nella coordinata radiale
(vedi coefficienti Cm (R2) (2.29)), in accordo con l’intuizione degli stati localizzati al
bordo r ∼ R. Trascurando la dipendenza radiale si otteneva la corretta espressione delle
autofunzioni 1√

R
eimθ del fermione di Weyl sul bordo e quindi si procedeva costruendo le

quantità bosoniche di carica e energia che definiscono la corrispondente teoria conforme.
La forma gaussiana per r ∼ R non è presente nelle funzioni d’onda dei livelli di

Landau successivi, (2.12). Prendiamo ad esempio l’operatore di campo del secondo
livello,

Ψ̂(1)
(
z = reiθ, t = 0

)
=

∞∑
m=−1

ĉ(1)
m ψ1,m

(
z = reiθ

)
=

∞∑
m=−1

ĉ(1)
m ϕ1,m (r) eimθ. (5.2)
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Figura 5.1: Andamento di ϕ1,L+m′ (r) intorno a r ∼ R = 20 per L = 400 e m′ = −3, 0, 3.

La funzione radiale contiene il primo polinomio di Laguerre ed ha la forma:

ϕ1,m (r) =
rm√

π (m+ 1)!

(
r2 −m− 1

)
e−r

2/2. (5.3)

Questa espressione va analizzata nella regione al bordo che corrisponde, come già detto
a r ∼ R e m ∼ L ∼ R2. Il suo andamento, mostrato in figura 5.1, è oscillante: una
piccola variazione O (1) in r cambia o meno il segno di ϕ1,L+m′ in base al valore di m′.
Quindi, a differenza del primo livello di Landau, non è possibile fissare univocamente
la dipendenza radiale a r = R con L = R2 + µ, µ ∼ O (1). Pertanto la principale
domanda da porsi è come eliminare la dipendenza radiale in modo ben definito per
ottenere funzioni di θ che realizzano la base degli stati conformi.

Consideriamo con più attenzione il limite al bordo: ridefiniamo il momento angolare
m = L+m′, |m′| 6

√
L e valutiamo la funzione d’onda in r = R+ x, dove x ∼ O (1) è

la variabile che descrive gli spostamenti intorno al bordo e R2 = L→∞. La funzione
d’onda del primo livello di Landau (2.10), con z = reiθ, può essere riscritta in questo
limite nella forma:

ψ0,L+m′ (r, θ) '
(

2

π

)1/4
1√
2πR

e
−
(
x−m

′
2R

)2

ei(L+m′)θ

(
1 +O

(
1

R
,
m′

R2

))
,

r = R + x, R2 = L→∞, |m′| 6
√
L, x ∼ O (1) ,

(5.4)

utilizzando la formula di Stirling.
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Effettuiamo lo stesso limite sulla funzione d’onda del secondo livello di Landau,
ottenendo1:

ψ1,L+m (R + x, θ) '
(

2

π

)1/4
1√
2πR

[
2
(
x− m

2R

)]
e−(x− m

2R)
2

ei(L+m)θ

(
1 +O

(
1

R
,
m

R2

))
.

(5.5)
Notiamo che rispetto all’espansione del primo livello di Landau compare a fattore il
polinomio di Hermite H1

(
x− m

2R

)
= 2

(
x− m

2R

)
. Se ripetiamo le stesse operazioni per

la funzione d’onda del terzo livello di Landau otteniamo lo sviluppo (5.4) moltiplicato
per il polinomio di Hermite H2

(
x− m

2R

)
, e così via per i livelli successivi:

ψn,L+m (R + x, θ) = ϕn,L+m (R + x) ei(m+L)θ,

ϕn,L+m (R + x) '
(

2

π

)1/4
1√
2πR

Hn

(
x− m

2R

)
e−(x− m

2R)
2

.
(5.6)

Tale risultato è spiegato dalla seguente osservazione. Il disco (r, θ) può essere ap-
prossimato al bordo, nel limite di raggio molto grande, come il semipiano x < 0 del
piano (x, y), vedi figura 5.2. La coordinata x descrive gli spostamenti intorno al rag-
gio R, mentre y = Rθ descrive gli spostamenti lungo il bordo. Nella geometria del
semipiano i livelli di Landau sono descritti dalle funzioni d’onda di singolo elettrone,

ψPn,k (x, y) = N eikyHn

(
x− ky

eB

)
e
−
((

x− ky
eB

)2
)
eB
2} , (5.7)

come mostrato in [64, pp. 536-538]. Se consideriamo la coordinata y compattificata
per la periodicità del disco originale, y = y + 2πR, l’impulso ky assume i valori:

ky =
m

R
, m ∈ Z. (5.8)

Scegliendo le unità di misura tali che `2
B = 2

eB
= 1 e sostituendo y = Rθ otteniamo,

ψPn,m (x, θ) = NHn

(
x− m

2R

)
e−(x− m

2R)
2

eimθ, (5.9)

che è proprio l’andamento della (5.6). Questo argomento spiega la forma nel termine
dominante in 1/R delle funzioni d’onda elettroniche dei livelli di Landau nel disco.

Notiamo che la dipendenza radiale delle funzioni d’onda è completamente deter-
minata dalla richiesta di ortogonalità degli stati di livelli diversi a momento angolare
fissato e per questo motivo non può essere trascurata.

1Per comodità abbiamo ridefinito m′ → m
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Figura 5.2: Nel limite R → ∞ il bordo del disco appare come un piano (x, y) con coordinata y

compattificata.

5.1.2 Cariche conformi e ortogonalità

Discutiamo adesso la procedura per definire la teoria conforme di n fermioni di Weyl,
che descrive le eccitazioni di bordo dell’effetto Hall con ν = n. Consideriamo quantità
bilineari nei campi fermionici, che sono osservabili, in particolare i modi della corrente
ρ̂k sul bordo che definiscono la teoria conforme con simmetria U (1) di carica, vedi
paragrafo 2.2.5, e soddisfano l’algebra delle correnti (2.46) nel caso di n componenti,
ovvero con carica centrale c = n.

Prendiamo l’operatore di campo (2.19) per i primi n livelli di Landau pieni,

Ψ̂ (z, z̄) =
∞∑
m=0

ψ0,mĉ
(0)
m +

∞∑
m=−1

ψ1,mĉ
(1)
m + . . .+

∞∑
m=−n+1

ψn−1,mĉ
(n−1)
m , (5.10)

analizziamo la densità,
ρ̂ (z, z̄) = Ψ̂†Ψ̂, (5.11)

e studiamone i modi di Fourier al bordo integrando sulla coordinata r = |z|, nel
seguente modo:

ρ̂k ≡
∫ ∞

0

dr r

∫ 2π

0

dθ

2π
ρ̂ (r, θ) e−ikθ. (5.12)
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Effettuando il limite al bordo, ovvero r = R + x, R2 = L, m→ L+m con |m| 6
√
L,

si ottiene il risultato:

ρ̂k =

∫ ∞
−∞

(R + x) dx

∫ 2π

0

dθ

2π

∑
m,m′

(
ψ0,L+m (x, θ) d̂(0)

m + ψ1,L+m (x, θ) d̂(1)
m + . . .

)
×(

ψ∗0,L+m′ (x, θ) d̂
(0)†
m′ + ψ∗1,L+m′ (x, θ) d̂

(1)†
m′ + . . .

)
e−ikθ,

(5.13)
dove d̂(i)

m ≡ ĉ
(i)
L+m. Utilizziamo l’espressione (5.6) in termini dei polinomi di Hermite

per valutare l’integrale radiale. All’ordine O (1) nello sviluppo 1/R, otteniamo:

ρ̂k =
∑
m

(
d̂

(0)†
m−kd̂

(0)
m + d̂

(1)†
m−kd̂

(1)
m + d̂

(2)†
m−kd̂

(2)
m + . . .

)
+O

(
1

R
,
k

R

)
= ρ̂

CFT (0)
k + ρ̂

CFT (1)
k + ρ̂

CFT (2)
k + . . .+O

(
1

R
,
k

R

)
.

(5.14)

Questo risultato segue dall’ortogonalità dei polinomi di Hermite (5.9) valutati allo
stesso punto, x − m

R
∼ x, per R → ∞. Abbiamo quindi ottenuto che le cariche al

bordo si separano in n contributi indipendenti ρ̂CFT (i)
k , i = 0, . . . , n − 1, che agiscono

nei sottospazi di Fock dei rispettivi livelli di Landau e realizzano l’algebra delle correnti
vista al capitolo 1. Pertanto la teoria conforme al bordo è in accordo con le aspettazioni
basate sulla teoria di Chern-Simons a multicomponenti descritta al paragrafo 3.1.1.

In conclusione, le cariche conformi al bordo nel caso ν = n si ottengono valutando i
momenti rispetto a θ dell’operatore densità (5.11) e integrando nella coordinata radiale.
Notiamo che è possibile estrarre una delle componenti della teoria conforme integrando
in r con un’opportuna funzione peso fj (r), utilizzando l’ortogonalità dei polinomi di
Hermite. Ad esempio, se vogliamo eliminare il contributo del primo livello di Landau
nell’espressione di ρ̂0,

ρ̂0 =

∫ ∞
−∞

(R + x) dx
∑
m

(
|ϕ0,L+m|2d̂(0)†

m d̂(0)
m + |ϕ1,L+m|2d̂(1)†

m d̂(1)
m + . . .

)
, (5.15)

possiamo integrare in x con la funzione peso f(0) (x) = 1− 4x2 in quanto,∫ ∞
−∞

(R + x) dx f(0) (x) |ϕ0,L+m|2 = O
(

1

R

)
. (5.16)

Riassumendo si è trovato che la teoria conforme al bordo è descritta dalle cariche
ρ̂k (5.14); altri momenti radiali dell’operatore densità di bulk (5.11) permettono di
selezionare una particolare corrente U (1) associata ad un dato livello di Landau.
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Osserviamo che nell’espressione ottenuta in (5.14) le cariche conformi corrispon-
dono ai termini di O (1), ma esistono altri contributi non nulli. I termini di O

(
1
Rk

)
,

k > 1, contengono correzioni di ordine superiore alla teoria conforme sul cilindro che
analizzeremo nei prossimi paragrafi.

5.1.3 Funzione di correlazione livelli di Landau superiori

Nel capitolo 1, abbiamo visto che la simmetria conforme vincola la forma del correlatore
di due campi ad una legge di potenza, (1.23). Sappiamo inoltre che la proiezione al
bordo dell’operatore di campo Ψ̂ (z, z̄) del primo livello di Landau definisce il campo
del fermione di Weyl F̂ (η̄), con dimensione conforme h = 1/2. Pertanto la sua funzione
di correlazione assume la forma:

〈Ω|F̂ † (η̄1) F̂ (η̄2)|Ω〉 =
1

(η̄1 − η̄2)
, (5.17)

nel piano. Questo risultato può essere verificato esplicitamente dal limite al bordo
dell’espressione originale dei correlatori di campi nei livelli di Landau. Nel limite al
bordo del campo fermionico del primo livello si ottiene l’espressione:〈

Ω(0)
∣∣Ψ̂(0)† (Reiθ1) Ψ̂(0)

(
Reiθ2

)∣∣Ω(0)
〉
∼ 1√

2π3R

eiR
2θ21

sin
(
θ21

2

) , θ21 = θ2 − θ1, (5.18)

derivata nel lavoro [9]. Questa espressione riproduce correttamente il risultato della
teoria conforme sul cilindro e si ottiene dal correlatore nel piano (5.17) utilizzando la
mappa conforme (2.38).

Nel caso del secondo livello di Landau, dobbiamo valutare l’espressione,

G(1) (x, θ1, θ2) =
〈
Ω(1)

∣∣Ψ̂(1)† ((R + x) eiθ1
)

Ψ̂(1)
(
(R + x) eiθ2

)∣∣Ω(1)
〉
, (5.19)

dove: ∣∣Ω(1)
〉

= ĉ
(1)†
−1 . . . ĉ

(1)†
L−1 |0〉 . (5.20)

Questa quantità (5.19) può essere approssimata nel limite termodinamico L = R2 →∞
utilizzando lo sviluppo per le funzioni gamma incomplete che compaiono sommando
gli indici di momento angolare (vedi appendice A). Si ottiene la funzione,

G(1) (x, θ12) ' 4x2e−2x2
eiθ21(R2+1/2)
√

2π3R

1

2i sin (θ21/2)
+O

(
1

R2

)
, (5.21)

il cui contributo dominante O (1/R) integrato in x risulta avere l’andamento corret-
to (5.18) del correlatore fermionico. Tale risultato verifica l’analisi delle precedenti
sottosezioni: il secondo livello di Landau, così come i successivi, descrive all’ordine
dominante una teoria fermionica chirale al bordo con carica ρ̂CFT (1)

0 .
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5.2 Ruolo del momento angolare intrinseco nella teo-
ria di bordo

In questa sezione analizziamo gli effetti del momento angolare intrinseco s̄ sulla teoria
di bordo, ottenendo indicazioni sulle sue proprietà di universalità. Come abbiamo visto
nella sezione 3.2.4, il parametro s̄ determina una correzione O (1) dovuta alla geometria
dello spazio, alla relazione tra carica e numero di flussi:

Q =

∫
d2xρ = νNφ + νs̄χ, (5.22)

dove χ è la caratteristica di Eulero. In particolare, nel caso del disco, è presente un
contributo νs̄ che corrisponde ad un termine di bordo locale nell’azione di Wen-Zee
(3.68). Vedremo in questo paragrafo che questo contributo può essere interpretato
come una carica non nulla dello stato fondamentale della teoria conforme sul bordo,
che è diverso nei vari livelli di Landau in base ai valori di sn dati dalla (3.72)2.

Ricordiamo che in teoria dei campi, la carica e l’energia sono usualmente fissate a
zero sullo stato fondamentale dalle condizioni di rinormalizzazione; valori diversi da zero
hanno senso fisico solamente quando si confrontano geometrie diverse, come ad esempio
nell’effetto Casimir. Nel seguito mostreremo che il momento angolare intrinseco si
manifesta con un meccanismo analogo.

5.2.1 Operatori di carica

Nella teoria microscopica dell’effetto Hall, le quantità di bulk necessitano una rinor-
malizzazione nel limite di numero di elettroni N → ∞. Cominciamo col calcolare il
valore d’aspettazione della densità nel (n+ 1)-esimo livello di Landau definita da:

ρ(n) =
〈
Ω(n)

∣∣ρ̂∣∣Ω(n)
〉
. (5.23)

Lo stato
∣∣Ω(n)

〉
= ĉ

(n)†
−n . . . ĉ

(n)†
L−n |0〉 è il livello pieno, con N = L+ 1 finito. La differenza

di densità per due livelli successivi è stata determinata nel lavoro [65],

ρ(n)
(
r2
)
− ρ(n−1)

(
r2
)

= −(n− 1)!e−r
2 r2(N−n)

(N − 1)!
LN−nn

(
r2
)
LN−nn−1

(
r2
)
. (5.24)

Integrando questa espressione si ottiene un risultato nullo per l’ortogonalità dei poli-
nomi di Laguerre, ovvero:

Q(n) = Q(n−1) = N, N finito. (5.25)
2Notiamo che in questo caso νs̄ = ns̄ =

∑n−1
i=0 si.
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In conclusione, il valore della carica di bulk, ovvero del numero di elettroni è indipen-
dente dal livello di Landau.

La definizione dell’operatore di carica della teoria conforme richiede la sottrazio-
ne del valore dello stato fondamentale, nel limite N → ∞, mediante l’ordinamento
normale,

ρ̂
(n)
0 =

∑
m

: d̂(n)†
m d̂(n)

m : . (5.26)

Una prima scelta ingenua di questa sottrazione ci porta ad assumere un risultato
identico per ogni n, corrispondente al valore nullo:

ρ̂
(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

=

(
µ− 1

2

) ∣∣Ω(n)
〉

= 0. (5.27)

Il valore del potenziale chimico è fissato a µ = 1/2 dalle condizioni fisiche descritte al
capitolo 2.

Il risultato (5.27) sembra apparentemente in disaccordo con la predizione della teoria
effettiva (5.22). La soluzione di questa contraddizione richiede lo studio congiunto delle
condizioni di rinormalizzazione per la carica e l’energia.

5.2.2 Spettro d’energia

Nel capitolo 2 abbiamo visto l’espressione dell’operatore di Virasoro della teoria con-
forme del primo livello di Landau:

L̂0 =
∞∑

m=−∞

(m− µ) d̂†md̂m. (5.28)

La dipendenza dal potenziale chimico µ determina l’energia del vuoto (2.48), che si
annulla per µ = 1/2. Inoltre ricordiamo che l’operatore L̂0 è legato all’hamiltoniana di
bordo dalla relazione,

ĤR =
v

R

(
L̂0 −

c

24

)
, c = 1, (5.29)

che include l’effetto Casimir nella geometria del cilindro, parametrizzato da c. In
questo paragrafo, studieremo lo spettro delle eccitazioni al bordo nei livelli di Landau
superiori ed estrapoleremo da questo la forma di L̂0 per confronto con le (5.28) (5.29),
ad in particolare la dipendenza del potenziale chimico dal livello n.

Consideriamo l’hamiltoniana data dal potenziale confinante armonico (2.23):

Ĥ =

∫
d2z Ψ̂† (z, z̄)VC (|z|) Ψ̂ (z, z̄) =

v

2R

∫
d2z Ψ̂† (z, z̄) |z|2Ψ̂ (z, z̄) . (5.30)
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L’energia di N elettroni nell’n-esimo livello di Landau è data da:

E
(n)
N =

〈
Ω(n), N

∣∣Ĥ∣∣Ω(n), N
〉

=
v

2R

〈
|z|2
〉(n)

N
. (5.31)

Il valore d’aspettazione,

〈n,m||z|2|n,m〉 ≡
〈
|z|2
〉
n,m

=

∫
d2z ψ∗n,mzz̄ψn,m (5.32)

sullo stato |n,m〉, che indica un elettrone di momento angolare m nel livello n, può
essere riscritto nella forma,〈

|z|2
〉
n,m

=

∫
d2ze−zz̄χ̄n,m (z, z̄) zz̄χn,m (z, z̄) , (5.33)

dove:
ψn,m = e−zz̄/2χn,m (z, z̄) . (5.34)

Nel primo livello di Landau, data la analiticità di χ0,m, la coordinata z̄ agisce a sinistra
come −∂,

〈0,m||z|2|0,m〉 =

∫
d2z − ∂

(
e−zz̄χ̄0,m (z̄)

)
zχ0,m (z) . (5.35)

Integrando per parti otteniamo l’espressione,〈
|z|2
〉

0,m
=

∫
d2z e−zz̄χ̄0,m (z) (z∂ + 1)χ0,m (z) , (5.36)

in cui compare z∂ operatore di momento angolare sul primo livello. Sommando sul-
l’indice m per N elettroni nel primo livello si ottiene:〈

|z|2
〉(0)

N
= J0 +N, (5.37)

dove J0 è il valore del momento angolare totale (3.71) per n = 0.
L’analogo valore d’aspettazione (5.33) per i livelli superiori può essere ricondotto

nella forma (5.36) ricordando che i corrispondenti stati sono ottenuti applicando l’ope-
ratore

(
a†
)n agli stati del primo livello. Ad esempio, nel secondo livello di Landau, si

può facilmente mostrare che vale la relazione:

χ1,m (z, z̄) = (zz̄ −m− 1)χ0,m (z) = (z̄ − ∂)χ0,m+1 (z) . (5.38)

Sostituendo la precedente espressione nel valore d’aspettazione (5.33) con n = 1 e
integrando per parti, per ricostruire l’ordinamento z∂, si ottiene:〈

|z|2
〉

1,m
=

∫
d2z e−zz̄χ̄0,m+1 (z) (z∂ + 2)χ0,m+1 (z) . (5.39)
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Infine sommando sull’indice m nel secondo livello da m = −1 a m = N − 2, abbiamo,〈
|z|2
〉(1)

N
= J1 + 3N, (5.40)

dove J1 è il momento angolare totale sul secondo livello.
In generale, utilizzando la relazione (2.12), ricaviamo la seguente regola di somma:

〈
|z|2
〉(n)

N
= Jn + (2n+ 1)N =

N2

2
+

2n+ 1

2
N, (5.41)

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo sostituito l’espressione di Jn (3.71).
Consideriamo adesso un’eccitazione carica composta da l elettroni aggiunti al bordo.

L’energia corrispondente, relativa allo stato fondamentale è data da:

E
(n)
N+l − E

(n)
N =

v

R

(
lN +

l2

2
+ snl

)
, sn =

2n+ 1

2
, (5.42)

In questa espressione, il contributo O (N) deve essere rimosso sottraendo un oppor-
tuno termine costante al potenziale (5.30), mentre il termine finito l2/2 riproduce la
corretta dimensione conforme (3.41) per lo stato di l elettroni. Il contributo lineare pro-
porzionale al momento angolare intrinseco può essere incluso modificando l’operatore
hamiltoniano della teoria conforme nel seguente modo:

Ĥ(n) =
v

R

(
L̂

(n)
0 −

1

24

)
, L̂

(n)
0 =

∞∑
m=−∞

(
m− 1

2
+ sn

)
d̂(n)†
m d̂(n)

m . (5.43)

L’operatore L̂(n)
0 sullo stato con l eccitazioni di bordo sopra il mare di Fermi dell’(n+

1)-esimo livello,
|l, n〉 = d̂

(n)†
1 . . . d̂

(n)†
l

∣∣Ω(n)
〉
. (5.44)

riproduce infatti lo spettro (5.42). In conclusione, in questo paragrafo abbiamo mostra-
to che il momento angolare intrinseco modifica l’espressione dell’hamiltoniana conforme
per un termine di potenziale chimico (5.28) dipendente dal livello di Landau.

Prima di studiare le conseguenze di questo risultato osserviamo che la (5.43) può
anche essere calcolata valutando l’espressione:

〈n,m|H|n,m〉 ≡ 〈H〉n,m =
v

R

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞
0

drr r2ψ∗n,m (r, θ)ψn,m (r, θ) . (5.45)
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Sfruttando le relazioni:

[Lmn (x)]2 =
(n+m)!

22nn!

n∑
k=0

(
2n− 2k

n− k

)
(2k)!

k!

1

(m+ k)

∫ ∞
0

dx xm+1L2m
2k (2x) e−x,

(5.46)∫ ∞
0

dx e−x/2xm+1L2m
2k (x) =

(m+ 1)! (2m+ 2k)!

(2k)! (2m)!
2m+2F (−2k,m+ 2; 2m+ 1; 2) ,

(5.47)

si ottiene,

〈H〉n,m =
v

R

(
m+

(2n+ 1)

2

)
. (5.48)

Introducendo il momento angolare al bordo, m → L + m con L = R2 − µ e µ = 1/2,
riconosciamo nella precedente espressione i coefficienti dell’operatore (5.43), a parte il
termine O (R2) rinormalizzato a zero.

5.2.3 Shift del potenziale chimico nei livelli superiori

Confrontiamo il risultato (5.43) con l’espressione della teoria conforme al bordo vista nel
capitolo 2. Osserviamo che nel primo livello di Landau, s0 = 1/2, la (5.43) corrisponde
all’espressione conforme (5.28) con potenziale chimico µ = 0. Vari argomenti fisici, tra
cui l’invarianza conforme dello stato fondamentale e le condizioni al contorno spaziali,
fissano il valore µ = 1/2. Dobbiamo quindi effettuare una sottrazione finita all’energia
modificando ancora il potenziale confinante:

VC =
v

2R
|z|2 + β. (5.49)

Fissiamo:
β = − v

4R
. (5.50)

Ripetendo il calcolo della precedente sezione per il nuovo potenziale confinante, si
ottiene la seguente espressione per l’operatore L̂(0)

0 :

L̂
(0)
0 =

∑
m

(
m− 1

2

)
d̂†md̂m, (5.51)

in accordo con il risultato del capitolo 2.
Analizziamo adesso i livelli di Landau superiori; abbiamo:

L̂
(n)
0 =

∞∑
m=−∞

(
m− 1

2
+ n

)
d̂(n)†
m d̂(n)

m . (5.52)

91



Quindi l’(n+ 1)-esimo livello ha il potenziale chimico:

µ(n) = µ0 − n =
1

2
− n. (5.53)

In conclusione, la teoria conforme di un livello di Landau è descritta da un potenziale
chimico inferiore di un’unità rispetto a quello del livello sottostante.

Notiamo che in questa analisi abbiamo scelto una forma quadratica del potenziale
confinante VC . Ciononostante, si può mostrare che il risultato ottenuto non dipende
da deformazioni di VC . Consideriamo una correzione di grado più alto:

VC = λ|z|2 + η|z|4; (5.54)

poiché,
〈|z|n〉 ∼ N1+n

2 , (5.55)

l’energia di l eccitazioni cariche di bordo scala come,

EN+l − EN ∼ λl2 + ηl3 + termini rimossi dalla regolarizzazione. (5.56)

Si può mostrare che questo spettro può essere descritto da una teoria conforme con
simmetria W∞ [56] nella geometria del cilindro, solamente se:

λ ∼ 1

R
e η ∼ 1

R2
. (5.57)

Perciò le correzioni polinomiali al potenziale sono O (1/R2) e non contribuiscono al-
l’effetto di carica del vuoto.

5.2.4 Universalità del momento angolare intrinseco

Riassumendo il risultato delle precedenti sezioni, abbiamo calcolato la carica e l’energia
dei livelli di Landau ottenendo le seguenti espressioni dei relativi operatori conformi

ρ̂
(n)
0 =

∞∑
m=−∞

d̂(n)†
m d̂(n)

m , (5.58)

L̂
(n)
0 =

∞∑
m=−∞

(
m− µ(n)

)
d̂(n)†
m d̂(n)

m , µ(n) =
1

2
− n. (5.59)

Riprendendo i risultati del capitolo 2, queste espressioni determinano i seguenti valori
sugli stati fondamentali

∣∣Ω(n)
〉
:

ρ̂
(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

=

(
µ(0) −

1

2

) ∣∣Ω(n)
〉

= 0, (5.60)

L̂
(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

=

[
1

8
− 1

2

(
µ2

(n) − µ(n)

)] ∣∣Ω(n)
〉

=
n2

2

∣∣Ω(n)
〉
. (5.61)
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Abbiamo inoltre osservato che questi valori possono essere modificati da rinormalizza-
zioni finite indipendenti in ciascuna teoria conforme. D’altra parte queste modificano
i valori di energia e carica in modo correlato. Specificatamente, è necessario mette-
re a zero il valore dell’energia del vuoto in ogni livello come richiesto dall’invarianza
conforme. Ridefiniamo quindi il potenziale chimico:

µ(n) → µ(n) + n =
1

2
; (5.62)

questo cambia il corrispondente valore della carica del vuoto, ottenendo,

ρ̂
(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

=

(
sn +

1

2

) ∣∣Ω(n)
〉

= n
∣∣Ω(n)

〉
, (5.63)

L̂
(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

= 0. (5.64)

In conclusione, il momento angolare intrinseco sn determina una modifica del potenziale
chimico relativo fra i livelli di Landau, che implica una carica del vuoto non nulla Q = n

nel livello n, dopo aver effettuato le necessarie rinormalizzazioni della teoria conforme
(
〈
Ω(n)

∣∣L̂(n)
0

∣∣Ω(n)
〉

= 0).
Confrontiamo questo risultato con la predizione della teoria effettiva (3.68) che

prevede un contributo “geometrico” alla carica del livello n pari a:

Q = νsnχ = sn = n+
1

2
, (5.65)

dove ν = 1 per il contributo di un singolo livello e χ = 1 per la geometria del disco. Os-
serviamo quindi che il risultato per Q nella teoria conforme di bordo (5.63) è in accordo
con la predizione della teoria effettiva con bordo di Abanov, Gromov e Jensen [50], a
parte per una costante n-indipendente. Questa costante corrisponde all’arbitrarietà
per rinormalizzazioni finite della carica globale.

Notiamo, inoltre, che non è possibile effettuare ulteriori rinormalizzazioni in una
singola teoria conforme, indipendentemente dalle altre. In base alla discussione prece-
dente, occorrerebbe introdurre una perturbazione del potenziale confinante che abbia
valore d’aspettazione nullo su certi livelli e non nullo su altri. Data la forma dei poli-
nomi di Hermite nelle funzioni d’onda al bordo, (5.6), questa perturbazione dovrebbe
avere un andamento oscillante al bordo che non permetterebbe la linearizzazione alla
superficie di Fermi. In particolare, una regione con pendenza negativa dV/dr < 0,
r ∼ R, corrisponderebbe ad una relazione di dispersione antichirale per le eccitazioni
di bordo. Queste eccitazioni interagirebbero a coppie chirali-antichirali determinando
una teoria di bordo massiva che scompare nel limite infrarosso (il cosiddetto fenomeno
della edge reconstruction [66]).

93



In conclusione, abbiamo trovato un’interpretazione del momento angolare intrinse-
co sn nella teoria conforme al bordo, che è analoga a quella dell’effetto Casimir. Siamo
quindi in presenza di una quantità fisica universale, a meno di una costante; in parti-
colare sono universali le differenze ∆s fra due specie di eccitazioni. Questa universalità
è meno forte di quella della conducibilità Hall, dove la relazione con l’anomalia chirale
ne determina la completa indipendenza dalle condizioni di rinormalizzazione.

Nell’analisi del capitolo 3 dell’azione effettiva, avevamo affermato che i termini locali
di bordo parametrizzati da s nell’azione di Wen-Zee erano non universali. L’analisi
di questo capitolo ha mostrato invece che in presenza di più modi di eccitazioni al
bordo, come per n livelli di Landau, le differenze nei valori di s sono universali e quindi
fisicamente rilevanti. Questo risultato è dovuto allo studio di altri osservabili (l’energia)
oltre quelli direttamente deducibili dall’azione (la carica).

5.3 Fluttuazioni di bordo e simmetria W∞ nel bulk

In questa sezione, i risultati del limite al bordo discussi precedentemente saranno ri-
prodotti dallo studio della simmetria del fluido incompressibile nel bulk, la simmetria
W∞ dei diffeomorfismi che preservano l’area. Nella sezione 4.2.1, abbiamo mostrato
che tali trasformazioni a livello quantistico inducono un’espressione non locale per la
variazione della densità, le parentesi di Moyal (4.31). Vedremo che le eccitazioni di
bordo sono derivabili direttamente dallo sviluppo in 1/B di questa espressione.

Osserviamo inoltre che l’analisi svolta nella sezione 5.1 si limita allo studio della teo-
ria conforme dell’effetto Hall intero per il quale la teoria microscopica è esplicitamente
nota dai livelli di Landau. Lo studio della simmetria W∞ permetterà di estendere
l’analisi delle eccitazioni di bordo al caso del FQHE.

5.3.1 Derivazione delle fluttuazioni di bordo nell’IQHE

Ricordiamo dal Cap. 4 la variazione della densità nel primo livello di Landau sotto
trasformazioni W∞, (4.31), espressa dalle parentesi di Moyal:

δρ (z, z̄) = i
∞∑
n=1

(2})n

Bnn!
(∂nz̄ ρ∂

n
zw − ∂nz ρ∂nz̄w) = {ρ, w}M . (5.66)

Notiamo che l’espressione non è operatoriale in quanto in essa compaiono i valori
d’aspettazione sullo stato fondamentale dell’operatore densità ρ̂ e dell’operatore ŵ,
generatore delle trasformazioni (4.30).
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Consideriamo prima il caso ν = 1. Il primo termine nello sviluppo (5.66) delle
fluttuazioni δρ vale

δρ(0) =
2i

B
∂̄ρ∂w + h.c., (5.67)

dove ρ è la densità dello stato fondamentale nella geometria del disco, ρ = ρ(0) (r). La
funzione w = w(0) data in (4.30) in generale è un polinomio arbitrario nelle coordinate
(z, z̄). La (5.67) si può riscrivere nelle coordinate polari del disco, z = reiθ, nel seguente
modo:

δρ(0) =
1

rB
∂rρ

(0) (r) ∂θw
(0). (5.68)

Mostriamo che lo sviluppo in 1/B della (5.66) genera naturalmente lo sviluppo 1/R

delle eccitazioni di bordo discusso precedentemente; in particolare al primo ordineO (1)

si ottengono i modi della densità (5.14) nella teoria conforme. All’ordine dominante, la
densità della goccia di fluido nel primo livello di Landau può essere approssimata dalla
forma a scalino, ρ(0) = B

2π
Θ (R− r), (figura 2.6). Sviluppando la funzione generatrice

nella forma,
w(0) (r, θ) =

∑
n

wn (r) einθ, (5.69)

la variazione (5.68) della densità diventa:

δρ(0) = −1

r

1

2π
δ (r −R)

∑
n

wn (r) ineinθ. (5.70)

Definiamo i momenti dello sviluppo di Fourier sul bordo, integrando sulla coordinata
radiale come nel paragrafo 5.1:

δρ
(0)
k =

∫
dθ e−ikθ

∫
drr δρ(0). (5.71)

Sostituendo la (5.68) nella (5.71), si ottiene:

δρk = − 1

2π
ik wk (r)

∣∣∣∣
r=R

, (ν = 1). (5.72)

Osserviamo che tali momenti descrivono le fluttuazioni bosoniche al bordo senza aver
assunto una forma localizzata della funzione generatrice w (z, z̄). Queste fluttuazioni
rappresentano le ampiezze sullo stato fondamentale delle cariche bosoniche ρ̂k della
teoria conforme vista nella sezione 5.1. Specificatamente,

δρCFTk = i 〈Ω|
[
ρ̂CFTk , ρ̂CFT−m

]
|Ω〉 ∼ iδkmk. (5.73)
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Le relazioni (5.72) (5.73) mostrano il legame diretto tra la simmetria W∞ nel bulk e le
eccitazioni della teoria conforme con c = 1 al bordo.

Notiamo inoltre che la variazione della carica è nulla, δρ0 = 0. Questo risultato
è dovuto al fatto che il numero di elettroni rimane costante per i diffeomorfismi che
preservano l’area della goccia, descrivendo così un insieme canonico.

Analizziamo adesso le fluttuazioni W∞ sul secondo livello di Landau e confrontia-
mole con quelle ottenute nella sezione 5.1. Ci occorre l’analogo delle parentesi di Moyal
per le variazioni della densità. Abbiamo:

δρ(1) = i
〈
Ω(1)

∣∣[ρ̂(1), ŵ(1)
]∣∣Ω(1)

〉
, (5.74)

dove ρ̂(1) è l’operatore densità del secondo livello, mentre il generatore delle fluttuazioni
è

ŵ(1) =

∫
dz Ψ̂(1)†w (z, z̄) Ψ̂(1). (5.75)

La relazione tra le funzioni d’onda del primo e secondo livello (5.38) ci permette di
scrivere le espressioni:

ρ̂(1) =
(
1 + ∂∂̄

)
ρ̂(0) (5.76)

e
ŵ(1) =

∫
d2z Ψ̂(0)† [(1 + ∂∂̄

)
w
]

Ψ̂(0). (5.77)

In queste espressioni, abbiamo identificato gli spazi di Hilbert isomorfi dei due livelli
di Landau. Le relazioni differenziali (5.76), (5.77) commutano con la definizione del-
le parentesi di Moyal (5.66) perché agiscono sui rispettivi argomenti delle funzioni.
Possiamo quindi esprimere le variazioni della densità del secondo livello ancora con le
parentesi di Moyal (5.66) mediante la sostituzione:

ρ(1) =
(
1 + ∂∂̄

)
ρ(0), w(1) =

(
1 + ∂∂̄

)
w(0). (5.78)

Considerando ancora il termine dominante in 1/B, abbiamo:

δρ(1) =
1

rB

(
∂rρ

(1)
)
∂θw

(1), (5.79)

e quindi i momenti (5.71) diventano

δρ
(1)
k '

1

B

∫
dr

∫
dθe−ikθ

(
∂r

(
1 +

∆

4

)
ρ(0) (r)

)
∂θ

(
1 +

∆

4

)
w (r, θ) , (5.80)
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dove ∆ è il laplaciano. Integrando per parti ed approssimando ancora ρ(0) con la
distribuzione a scalino, si ottiene all’ordine dominante in 1/R:

δρ
(1)
k ' −

1

2π
ik

(
1 +

∆

4

)2

wk (r)

∣∣∣∣
r=R

. (5.81)

Consideriamo adesso il sistema con il primo e il secondo livello pieni, ovvero ν = 2;
le ampiezze dei momenti delle fluttuazioni di densità sono data da:

δρ
(ν=2)
k = δρ

(0)
k + δρ

(1)
k = − 1

2π
ik

[
wk (r) +

(
1 +

∆

4

)2

wk (r)

] ∣∣∣∣∣
r=R

. (5.82)

Notiamo che è possibile estrarre il contributo di un solo livello di Landau agendo sul-
la dipendenza dalla coordinata radiale di wk (r) per r = R. Ad esempio, prendendo
wk (R) = 0 eliminiamo i contributi alle ampiezze dal primo livello, viceversa scegliendo(
1 + ∆

4

)2
wk (r) |r=R = 0 eliminiamo quelli del secondo. Questo risultato è in accordo

con quanto trovato nella descrizione operatoriale delle cariche conformi ρ̂k nella se-
zione 5.1: in ambedue i casi, la componente del singolo livello di Landau può essere
selezionata utilizzando l’ortogonalità delle funzioni radiali.

Analoghe formule si ottengono per i livelli di Landau superiori; ad esempio, uti-
lizzando ancora le relazioni tra le funzioni d’onda si ottiene l’espressione del terzo
livello,

δρ(2) =

[
1 + 2∂∂̄ +

1

2

(
∂∂̄
)2
]
ρ̂(0). (5.83)

In questo paragrafo, abbiamo trascurato le correzioni sottodominanti O (1/R) alla
densità della goccia di fluido e non abbiamo considerato le fluttuazioni indotte dai
termini superiori O (}2/B2) nelle parentesi di Moyal (5.66).

5.3.2 Termini di ordine superiore nelle parentesi di Moyal

Discutiamo adesso il contributo del secondo termine 1/B2 delle parentesi di Moyal
(4.31). Nel caso del primo livello di Landau abbiamo:

δρII =
2i

B2

[(
∂̄2ρ(0)

)
∂2w(0) − h.c.

]
. (5.84)

L’operatore ∂̄ su ρ = ρ(0) (r) agisce come z∂/∂r2. Si ottiene dunque

δρII =
2i

B2

[(
∂

∂r2

)2

ρ(0)

] (
z2∂2 − z̄2∂̄2

)
w(0) (5.85)
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L’azione dell’operatore,

D2 = z2∂2 − z̄2∂̄2 =
(
z∂ − z̄∂̄

) (
z∂ + z̄∂̄ − 1

)
(5.86)

su un polinomio generico znz̄m è data da:

D2z
nz̄m = (n−m) (n+m− 1) znz̄m. (5.87)

Valutiamo adesso il contributo del secondo ordine alle ampiezze δρk delle flut-
tuazioni di bordo integrando la (5.84) in r e in θ. Utilizzando lo sviluppo (5.69) si
ottiene:

δρIIk =

∫
drr

∫
dθe−ikθδρII

=
i

2B2

∫
dr

[
∂

∂r

(
1

r

∂

∂r
ρ(0)

)]∑
m

ck,mk (k + 2m− 1) r2m+k,
(5.88)

dove abbiamo riscritto
wk (r) =

∑
m

ck,mz
k (zz̄)m . (5.89)

All’ordine dominante possiamo sostituire la forma a scalino per la densità ρ(0) nella
(5.88) ottenendo:

δρIIk =
ik

8π

`2
B

R

∑
m

ck,m (k + 2m− 1) (k + 2m) rk+2m−1

∣∣∣∣
r=R

. (5.90)

Il secondo termine nello sviluppo in 1/B delle parentesi di Moyal si caratterizza rispet-
to al primo termine (5.72) dal fatto di essere O (1/R) quindi sottodominante, come
aspettato, ed inoltre dall’avere una dipendenza diversa da θ, ovvero dal modo di Fou-
rier k. In effetti, si può mostrare che l’operatore D2 (5.87) possiede lo stesso spettro
del generatore di spin 3 dell’algebra W∞ realizzata nella teoria conforme al bordo [56].

In conclusione, abbiamo mostrato che il primo termine dello sviluppo delle parentesi
di Moyal produce naturalmente le fluttuazioni di bordo della teoria conforme, mentre
i termini successivi sono correzioni sottodominanti O

(
1/Rk

)
corrispondenti a campi

conformi di spin più elevato. Lo studio completo delle correzioni 1/Bk e l’identificazione
precisa dei campi conformi sono lasciati agli sviluppi successivi oltre il lavoro di questa
tesi.
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5.3.3 Fluttuazioni al bordo negli stati frazionari

La descrizione delle eccitazioni mediante le trasformazioni W∞ e le parentesi di Moyal
(5.66) resta valida nel caso frazionario ν < 1, come discusso nel capitolo 4. Il primo
termine dello sviluppo 1/B assume la stessa forma (5.67) e può essere valutato inse-
rendo la corrispondente espressione della densità nello stato fondamentale con ν < 1.
Per esempio la densità dello stato di Laughlin con ν = 1/p ha ancora la forma a scalino
all’ordine dominante in 1/R:

ρ (r) ' B

2πp
Θ (R− r) . (5.91)

Considerando la fluttuazione w(0) (5.69) e sostituendo nella (5.67), si ottiene:

δρ(ν=1/p) = −1

r

1

2π
δ (r −R)

∑
n

wn (r) einθ. (5.92)

Valutando i modi di Fourier e integrando in r si ottengono le ampiezze,

δρ
(ν=1/p)
k = − 1

2πp
ik wk (r)

∣∣∣∣
r=R

. (5.93)

Questa espressione estende il legame tra la simmetriaW∞ e la teoria conforme al bordo
al caso del fluido di Laughlin. Notiamo che diversamente dal caso dell’effetto Hall intero
ν = n non è possibile estrarre altre ampiezze O (1) utilizzando la dipendenza radiale
di wk (r). Questo risultato conferma che lo stato di Laughlin è descritto da un’unica
teoria conforme con c = 1.

5.4 Conclusioni

In questo capitolo abbiamo analizzato le proprietà universali degli osservabili dell’effetto
Hall quantistico, approfondendo il loro legame con la simmetria conforme della teoria
di bordo. In particolare ci siamo focalizzati sullo studio del parametro s̄ caratterizzante
il momento angolare intrinseco delle eccitazioni.

Nella prima parte abbiamo derivato operativamente la teoria conforme di bordo
della teoria microscopica dell’effetto Hall intero, ovvero i livelli di Landau, superando
i limiti dell’analisi [9]. La teoria conforme di bordo per ν = n è descritta da n cari-
che conformi indipendenti ρ̂CFT (i), i = 0, . . . , n − 1, i cui momenti ρ̂CFT (i)

k soddisfano
l’algebra delle correnti con carica centrale c = 1. Abbiamo infine notato come que-
ste cariche possano essere estratte dall’operatore densità del bulk prendendo diversi
momenti radiali.
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Nella seconda parte abbiamo confermato ed esteso il risultato di Gromov, Jensen
e Abanov [50] sul significato di s̄ nella teoria conforme al bordo. Questa analisi ci
ha permesso di mostrare il carattere universale di questa quantità, in particolare della
differenza ∆s tra due livelli di Landau, corrispondente ad una differenza di carica dello
stato fondamentale invariante conforme. Abbiamo inltre mostrato la robustezza del
risultato rispetto a modifiche del potenziale confinante e rinormalizzazioni finite.

Infine nell’ultima parte abbiamo mostrato come collegare le variazioni della densità
indotte dalla simmetria W∞ del bulk alle cariche conformi di bordo. Tale relazione ci
ha permesso di verificare la presenza di una teoria conforme con c = 1 al bordo di una
goccia di fluido di Laughlin.

L’analisi presentata in questo capitolo può avere notevoli sviluppi. Può permettere
lo studio sistematico delle teorie conformi delle eccitazioni di bordo nel caso del FQHE,
in particolare degli stati di Jain e verificare la teoria multicomponente descritta al
paragrafo 3.1.1. Inoltre lo studio delle correzioni O

(
1/Rk

)
, k > 1 può determinare gli

operatori di spin elevato nella teoria conforme al bordo che corrispondono allo sviluppo
multipolare nel bulk descritto al paragrafo 3.2.2.
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Appendice A

Calcolo funzione di correlazione
secondo livello di Landau

La funzione di correlazione nel secondo livello,

G(1) (x, θ1, θ2) =
〈
Ω(1)

∣∣Ψ̂(1)† ((R + x) eiθ1
)

Ψ̂(1)
(
(R + x) eiθ2

)∣∣Ω(1)
〉
, (A.1)

con ∣∣Ω(1)
〉

= ĉ
(1)†
−1 . . . ĉ

(1)†
R2−1 |0〉 ,

Ψ̂(1)
(
(R + x) eiθ

)
=

∞∑
m=−1

ĉ(1)
m ϕ1,m ((R + x)) eimθ,

(A.2)

diventa:

G(1) (x, θ1, θ2) =
e−iφ

π (R + x)2

R2∑
m=0

(
(R + x)2 eiφ

)m (
(R + x)4 − 2m (R + x)2 +m2

)
m!

e−(R+x)2

= G(1)
a +G

(1)
b +G(1)

c

(A.3)
dove φ = θ21 = θ2 − θ1. Ricostruendo delle serie esponenziali troncate e sostituendo la
definizione della funzione gamma incompleta,

γ (M,x) = Γ (M)
∞∑

m=M

xm

m!
, (A.4)
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con Γ la gamma di Eulero, si ottiene

G(1)
a (x, φ) =

e−(R+x)2+ξξe−2iφ

π

(
1− γ (R2 + 1, ξ)

R2!

)
,

G
(1)
b (x, φ) = −2

e−(R+x)2+ξ (R + x)2

π

(
1− γ (R2, ξ)

(R2 − 1)!

)
,

G(1)
c (x, φ) =

e−(R+x)2+ξ

π

[
1− γ (R2, ξ)

(R2 − 1)!
+ ξ

(
1− γ (R2, ξ)

(R2 − 1)!
− ∂

∂ξ

γ (R2, ξ)

(R2 − 1)!

)]
,

(A.5)

dove ξ = (R + x)2 eiφ. Mettendo insieme i pezzi e utilizzando la proprietà della γ,

γ
(
R2 + 1, ξ

)
= R2γ

(
R2, ξ

)
− ξR2

e−ξ (A.6)

si ottiene

G(1) = A (x, φ;R)

[
e−iφ + eiφ − 2 +

1

(R + x)2

γ (R2, ξ)

(R2 − 1)!

(
2− e−iφ − 1 + ξ

(R + x)2

)
+

+
ξR

2
e−ξ

R2!
e−ξ
(

1− R2

ξ
e2iφ

)]
(A.7)

con

A (x, φ;R) =
(R + x)2 e−(R+x)2+ξ

π
. (A.8)

Mandiamo adesso R→∞ utilizzando il seguente sviluppo asintotico della γ:
γ (L, λL) '

L→∞
− (λL)L e−λL

∞∑
k=0

(−L)k bk (λ)

(λL− L)2k+1
,

b0 (λ) = 1, b1 (λ) = λ, bk (λ) = λ (1− λ) b′k−1 (λ) + (2k − 1)λbk−1 (λ) .

(A.9)

Sostituendo la precedente espressione in (A.7) e fermandoci al primo contributo non
nullo che consiste nello sviluppare le γ fino a k = 1 nella (A.9), si ottiene infine:

G(1) ' 4x2e−2x2
eiφ(R

2+1/2)
√

2π3R

1

2i sin (φ/2)
+O

(
1

R2

)
. (A.10)
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