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Introduzione

Nell’effetto Hall quantistico un conduttore bidimensionale è posto in campi magnetici
molto intensi (∼ 10 Tesla) e temperature estremamente basse (∼ 10 mK). La conduci-
bilità trasversa, o conducibilità Hall, mostra dei plateau al variare del campo magnetico
dove assume dei valori interi o frazionari, in unità e2/h, che sono molto precisi e univer-
sali [9] [10]. Questo è l’effetto Hall quantistico intero e frazionario (FQHE). Ai plateau
il sistema è completamente isolante nel bulk, ma la corrente fluisce al bordo, con verso
fissato dalla direzione dal campo magnetico [15]. A causa di quest’ultimo il sistema
non è invariante per inversione temporale (time reversal symmetry, TR). Nella teoria
di Laughlin [14] il FQHE è descritto come un fluido quantistico incomprimibile di elet-
troni, le cui eccitazioni sono anioni, ovvero possiedono carica frazionaria e statistica
quantistica frazionaria [16].

L’universalità dell’effetto Hall permette di descrivere la dinamica non-perturbativa
a molti corpi per mezzo di una teoria di campo effettiva di basse energie. La statistica
frazionaria può essere ottenuta dalla fase di Aharonov-Bohm di un campo di gauge
abeliano con azione di Chern-Simons in (2+1)-dimensioni [38]: questa teoria di campo
è topologica nel senso che non descrive la propagazione delle eccitazioni locali nel bulk,
ma solamente le loro fasi statistiche ed altri effetti topologici.

Il fluido incomprimibile possiede delle eccitazioni che si propagano al bordo del si-
stema con energie molto minori del gap. Queste hanno massa nulla e possono essere
descritte da una teoria (1+1)-dimensionale invariante conforme (CFT) [1] [19], equi-
valente alla teoria di Chern-Simons in (2+1)-dimensioni [34]. Nelle CFT la simmetria
infinito dimensionale di Virasoro permette di determinare completamente lo spettro
delle eccitazioni anche nel caso interagente: per esempio, i plateau di Laughlin sono
descritti esattamente dalla CFT con l’algebra di Virasoro estesa dall’algebra delle cor-
renti U(1). La corrente Hall si realizza nella CFT di bordo come un’anomalia chirale,
ovvero come non conservazione della carica al bordo. Quando il sistema è definito nella
geometria dell’anello, la carica si trasmette dal bordo chirale esterno a quello interno
antichirale.

La funzione di partizione della CFT è molto utile per descrivere il sistema [43]. Essa
verifica la cancellazione dell’anomalia chirale fra i due bordi ed è invariante modulare,
una proprietà che assicura anche la cancellazione dell’anomalia gravitazionale.

Gli isolanti topologici sono altri sistemi recentemente scoperti sia in due che in tre
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dimensioni [51], che presentano eccitazioni con proprietà topologiche. A differenza del
QHE, non occorrono campi magnetici per generarli e quindi rispettano la simmetria di
time-reversal TR. Questi sistemi possono essere modellizzati dall’unione di due stati
Hall di spin up e spin down, formando il quantum spin Hall effect (QSHE): i suoi stati
di bordo sono elettroni con spin up e down che si propagano con chiralità opposte. La
corrente Hall è nulla, mentre quella di spin-Hall è diversa da zero [55] [59]. Nell’isolante
topologico, la simmetria U(1) di spin è rotta a una simmetria Z2 di parità di spin per
effetto dell’accoppiamento spin-orbita, mentre la simmetria time-reversal è preservata.

La presenza degli stati di bordo a massa nulla distingue un isolante topologico da
uno banale. In generale, questi stati non sono robusti come nel FQHE, ma possono
decadere se alcune simmetrie discrete del sistema vengono rotte, come la simmetria
time-reversal. Si parla quindi di fasi topologiche della materia protette da simmetrie
[80].

L’analisi della stabilità di questi stati è il tema centrale di questo lavoro di tesi. Il
problema della stabilità degli isolanti topologici è stato risolto nel caso di elettroni non
interagenti o debolmente interagenti utilizzando la degenerazione ineliminabile degli
stati di spin semintero in presenza di simmetria TR (doppietti di Kramers) [56]. Si
dimostra che l’isolante topologico è stabile quando il numero dei campi fermionici di
bordo è dispari, perchè è possibile eccitare dei doppietti di Kramers che non possono
decadere. Quando invece il numero dei campi è pari, le eccitazioni prodotte non for-
mano doppietti di Kramers e possono decadere. Questo risultato ha determinato una
classificazione Z2 degli isolanti topologici di elettroni liberi.

Questa analisi è stata estesa ad isolanti topologici interagenti da Levin-Stern ed
altri autori [72] [73] [74] [75]. Sfruttando il fatto che le teorie effettive conformi e di
Chern-Simons sono risolubili anche nel caso interagente, questi autori hanno riformu-
lato l’argomento di Fu-Kane dei doppietti di Kramers delle eccitazioni di bordo. Il
risultato mostra che anche nel caso interagente gli isolanti topologici possiedono una
classificazione Z2.

Un’altra fase topologica della materia recentemente scoperta è quella dei super-
conduttori topologici [51]. A differenza degli isolanti topologici, le loro eccitazioni di
bordo sono fermioni di Majorana che non trasportano corrente elettrica. Per questi
sistemi lo studio della stabilità ha prodotto un risultato diverso: nel caso libero esiste
una classificazione Z, mentre nel caso interagente questa è caratterizzata da Z8, come
mostrato da Kitaev ed altri autori [79].

Questo classificazione è stata riottenuta da Ryu-Zhang analizzando la CFT di bordo
(1 + 1)-dimensionale [78]. Il criterio di stabilità elaborato da questi autori si basa sullo
studio della funzione di partizione della CFT. Se questa funzione non è invariante
modulare il sistema ha un’anomalia gravitazionale, che segnala una fase topologica di
bulk. Il meccanismo è analogo all’effetto Hall, dove la presenza di anomalia chirale
implica l’esistenza di stati di bordo che trasportano la corrente Hall, ma si applica
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anche a sistemi con eccitazioni neutre come i fermioni di Majorana.
La parte originale di questo lavoro di tesi analizza la stabilità degli stati di bordo di

un isolante topologico attraverso lo studio delle funzioni di partizione della CFT degli
stati di bordo e l’analisi dell’invarianza modulare. Ritroveremo i due criteri di stabilità
noti, basati sulla presenza di doppietti di Kramers e sull’anomalia gravitazionale, e
mostreremo che sono equivalenti. Le funzioni di partizione della CFT saranno ottenute
estendendo i risultati noti nel FQHE al caso dell’effetto Hall di spin, e mostreremo che
l’invarianza modulare richiede di estendere lo spettro del sistema ai settori di Neveu-
Schwarz e Ramond.

Mostreremo che il criterio di Fu-Kane (Levin-Stern) dei doppietti di Kramers cor-
risponde ad una anomalia Z2 della CFT di bordo: questa esprime il fatto che gli stati
fondamentali dei due settori Neveu-Schwarz e Ramond possiedono parità di spin oppo-
ste. La presenza di quest’anomalia permette di avere eccitazioni al bordo che formano
doppietti di Kramers che non possono decadere. Vedremo inoltre che la presenza (as-
senza) dell’anomalia Z2 tra i settori di Neveu-Schwarz e Ramond impedisce (permette)
l’invarianza modulare della funzione di partizione. Quando l’anomalia Z2 è presente
non è possibile costruire un invariante modulare compatibile con la simmetria TR. Il
sistema possiede perciò un’anomalia gravitazionale che protegge gli stati a massa nulla
sul bordo, in accordo col criterio di Ryu-Zhang. Viceversa, quando l’anomalia Z2 è
assente l’invariante modulare può essere trovato.

La tesi è strutturata come segue. Nel Cap.(1) riassumeremo le principali proprietà
di una teoria di campo invariante conforme, in particolare gli elementi necessari per la
costruzione della funzione di partizione. Nel Cap.(2) descriveremo l’effetto Hall quan-
tistico, vedremo come la teoria di Laughlin predice le eccitazioni anioniche del fluido
incomprimibile e le eccitazioni chirali di bordo. Nel Cap.(3) esporremo le teorie di
campo effettive di bassa energia per l’effetto Hall: la teoria di Chern-Simons e l’equi-
valente CFT di bordo. In particolare presenteremo le funzioni di partizione della CFT
invarianti modulari della CFT. Nel Cap.(4) introdurremo la fisica degli isolanti topo-
logici e superconduttori topologici e descriveremo brevemente i risultati sperimentali.
Nel Cap.(5) mostreremo il criterio di stabilità per gli isolanti topologici non interagenti
basato sui doppietti di Kramers, e la sua estensione al caso interagente, che utiliz-
za la teoria effettiva di Chern-Simons. Nel Cap.(6) presenteremo i risultati originali.
Determineremo le funzioni di partizione degli stati di bordo del QSHE e dell’isolante
topologico, discuteremo i settori di Neveu-Schwarz e Ramond e l’invarianza modulare.
Analizzeremo quindi la stabilità degli stati di bordo in alcuni casi significativi e ritro-
veremo gli criteri di stabilità dei doppietti di Kramers e dell’anomalia gravitazionale,
mostrando che sono legati alla presenza (assenza) dell’anomalia Z2.
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Capitolo 1

Teorie di campo con simmetria
conforme

Una teoria di campo quantistica (QFT) si dice invariante di scala quando la sua azio-
ne non cambia per dilatazioni delle coordinate xµ → λxµ, λ ∈ R. Questa simmetria
caratterizza i sistemi fisici in cui le fluttuazioni quantistiche (o termiche nell’applica-
zione alla meccanica statistica) non hanno una scala caratteristica, sia essa una massa
(m = 0) o una lunghezza di correlazione (ξ = ∞). Ad esempio, l’azione classica del
campo scalare a massa nulla in d-dimensioni euclidee

S =

∫
ddx∂µϕ∂

µϕ, (1.1)

è invariante per dilatazioni se il campo trasforma come

ϕ(x)→ ϕ′(x′) = λ−
d−2

2 ϕ(x), (1.2)

dove l’esponente d−2
2

è la dimensione di massa del campo. Corrispondentemente il
correlatore invariante di scala assume la forma

〈ϕ(x)ϕ(x′)〉 ∼ 1

|x− x′|d−2
. (1.3)

La simmetria conforme è una generalizzazione locale dell’invarianza di scala, in cui il
riscalamento è diverso in ogni punto dello spazio-tempo. Intuitivamente questa esten-
sione sembra ragionevole in una teoria con interazioni locali; in effetti, questa è parti-
colarmente utile in due dimensioni, dove la simmetria conforme è descritta da un set
infinito di generatori e permette la soluzione esatta della dinamica [1] [2] [3] [4]. Le
applicazioni fisiche delle teorie conformi bidimensionali sono innumerevoli, dai feno-
meni critici in meccanica statistica, alla materia condensata e alla teoria della stringa
relativistica.
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1.1 Invarianza conforme in d dimensioni

1.1.1 Generatori del gruppo conforme

Consideriamo uno spazio Rd con metrica piatta gµν = ηµν di segnatura (p, q) ed ele-
mento di linea ds2 = gµνdx

µdxν . Una trasformazione di coordinate da xµ → x′µ è detta
conforme se cambia il tensore metrico per un fattore di scala

gµν(x)→ g′µν(x
′) = Λ(x)gµν(x). (1.4)

Analizziamo questa relazione per trasformazioni infinitesime xµ → x′µ = xµ + εµ(x)

attorno alla metrica piatta gµν = ηµν . Ricordando che la metrica al primo ordine in ε
trasforma come

gµν → gµν − (∂µεν + ∂νεµ), (1.5)

ed imponendo la condizione (1.4), si trova che la variazione della metrica deve essere
proporzionale alla metrica stessa

∂µεν + ∂νεµ = ρ(x)ηµν . (1.6)

La funzione ρ(x) è ottenuta prendendo la traccia della (1.6) ,

∂µεν + ∂νεµ = 2
∂ · ε
d
ηµν . (1.7)

Se applichiamo le derivate ∂α∂µ alla (1.7) otteniamo[
ηαν∂

2 + (d− 2)∂α∂ν
]
∂ · ε = 0. (1.8)

Per d > 2 la (1.7) e (1.8) richiedono che la derivata terza di ε si annulli, quindi ε è al
massimo quadratica nelle coordinate. Abbiamo le seguenti trasformazioni possibili:

1. εµ = aµ, ovvero le traslazioni;

2. εµ = ωµνx
ν , con ωµν = −ωνµ corrispondenti a rotazioni infinitesime;

3. εµ = δxµ, le trasformazioni di scala infinitesime;

4. εµ = bµx2 − 2xµb · x, le trasformazioni conformi speciali.

Si dimostra che il gruppo conforme in d = p+q dimensioni ha (d+1)(d+2)/2 generatori
ed è isomorfo a SO(p+1, q+1) [3] . Notiamo che il gruppo conforme contiene il gruppo
di Poincarè ISO(p, q).
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1.1.2 Il tensore di energia - impulso

Un oggetto di importanza fondamentale per lo studio delle teorie invarianti conformi
è il tensore energia-impulso. La sua definizione è legata alla variazione dell’azione
S[ϕ, gµν ] sotto una trasformazione della metrica

δS[ϕ, gµν ] =
1

2(2π)d−1

∫
ddxT µν(x)δgµν(x), (1.9)

che assicura la simmetria
Tµν(x) = Tνµ(x). (1.10)

Se consideriamo trasformazioni di coordinate attorno alla metrica piatta (1.5), otte-
niamo la legge di conservazione,

∂µT
µν(x) = 0, (1.11)

dall’invarianza dell’azione. Nel caso particolare di trasformazioni conformi (1.6) la
variazione dell’azione si riscrive

δS =
1

(2π)d−1d

∫
ddxT µµ(x)∂ρε

ρ(x). (1.12)

L’annullarsi della traccia del tensore energia-impulso

T µµ(x) = 0, (1.13)

é condizione sufficiente per l’invarianza della teoria. Questa condizione non è però
necessaria: essendo εµ(x) al più quadratica, è sufficiente che T µµ = ∂αV

α perché la
(1.12) si annulli per avere invarianza di scala e T µµ = ∂2Φ per invarianza conforme. Nel
caso d = 2 l’analisi è differente come vedremo in seguito.

1.2 Invarianza conforme in due dimensioni

1.2.1 Algebra conforme bidimensionale

Consideriamo lo spazio-tempo bidimensionale piatto con segnatura euclidea: l’equazio-
ne (1.7) che definisce le trasformazioni conformi diventa

∂1ε
1 = ∂2ε

2, (1.14)

∂1ε
2 = −∂2ε

1. (1.15)

Queste sono le condizioni di Cauchy-Riemann per una funzione olomorfa ε(z) = ε1+iε2,

della coordinata complessa del piano z = x1 + ix2:

0 = ∂z̄ε(z) =
1

2

(
∂1 + i∂2

)(
ε1 + iε2

)
. (1.16)
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Otteniamo quindi il fatto ben noto che le trasformazioni conformi bidimensionali coin-
cidono con le trasformazioni analitiche del piano complesso:

z → z + ε(z), z̄ → z̄ + ε̄(z̄). (1.17)

e quindi i suoi generatori sono infinito dimensionali. Nelle coordinate complesse scri-
viamo

ds2 = gµνdx
µdxν = dzdz̄, (1.18)

dalla quale otteniamo le componenti del tensore metrico gzz = gz̄z̄ = 0, gzz̄ = gz̄z = 1
2
,

e del suo inverso gzz = gz̄z̄ = 0, gzz̄ = gz̄z = 2. Analogamente troviamo le componenti
complesse del vettore εz = ε(z), εz̄ = ε̄(z̄) e del tensore energia impulso

Tzz = T =
1

4
(T11 − T22 − 2iT12),

Tz̄z̄ = T̄ =
1

4
(T11 − T22 + 2iT12), (1.19)

Tzz̄ = Tz̄z =
1

4
= T µµ = 0.

L’annullarsi dell’azione (1.12) per trasformazioni conformi infinito dimensionali in due
dimensioni (1.16) implica un vincolo più forte sul tensore energia impulso, che deve
essere a traccia nulla. La legge di conservazione (1.11) nelle coordinate complesse,
utilizzando la condizione di traccia nulla (1.19), dà luogo alle due relazioni

∂z̄Tzz = 0 e ∂zTz̄z̄ = 0, (1.20)

che mostrano come le due componenti non nulle del tensore di energia impulso siano
una funzione olomorfa e una antiolomorfa

Tzz(z) = T (z) e Tz̄z̄(z̄) = T̄ (z̄). (1.21)

Il tensore di energia-impulso è il generatore delle trasformazioni conformi, quindi la
(1.21) implica la fattorizzazione nei settori olomorfo ed antiolomorfo dell’invarianza
conforme in due dimensioni, come vedremo in dettaglio nei paragrafi successivi.

Le relazioni di commutazione dei generatori dell’algebra conforme si possono deter-
minare prendendo una trasformazione infinitesima

z → z′ = z + ε(z), con ε(z) =
∑
n∈Z

anz
n+1, (1.22)

sviluppando la funzione analitica ε(z) in serie di Laurent attorno all’origine z = 0. L’ef-
fetto della trasformazione su una funzione scalare φ(z, z̄) definita nel piano complesso
è espressa da

δφ = φ(z′, z̄′)−φ(z, z̄) =
(
ε(z)∂z + ε̄(z̄)∂z̄

)
φ(z, z̄) = −

∑
n∈Z

(
an`n+ ān ¯̀

n

)
φ(z, z̄), (1.23)
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dove abbiamo introdotto i generatori infinitesimi delle trasformazioni conformi nel
piano

`n = −zn+1∂z e ¯̀
n = −z̄n+1∂z̄. (1.24)

E’ immediato verificare che i generatori ` e ¯̀ soddisfano le seguenti relazioni di com-
mutazione (algebra di Virasoro classica):

[`n, `m] = (n−m)`n+m,

[¯̀n, ¯̀
m] = (n−m)¯̀

n+m, (1.25)

[`n, ¯̀
m] = 0.

Poichè gli ` commutano con gli ¯̀ l’algebra conforme è la somma diretta A
⊕
Ā di

due sottoalgebre isomorfe. Data la loro indipendenza possiamo pensare z e z̄ come
due variabili indipendenti. Notiamo che le trasformazioni conformi (1.22) non sono
definite globalmente su tutta la sfera di Riemann C∪∞ perché devono necessariamente
introdurre delle singolarità. Le trasformazioni invertibili sono quelle dette di Möbius,

z → az + b

cz + d
e z̄ → āz̄ + b̄

c̄z̄ + d̄
, (1.26)

dove a, b, c, d, c ∈ C e ad−bc = 1. Queste trasformazioni definiscono il gruppo conforme
globale in due dimensioni

SL(2,C)

Z2

≈ SO(3, 1), (1.27)

dove il quoziente per Z2 è dovuto al fatto che un cambio di segno di a, b, c, d lascia
invariata la trasformazione. I generatori {`−1, `0, `1} e i rispettivi antiolomorfi generano
il gruppo globale conforme in due dimensioni. Identifichiamo `−1 e ¯̀−1 come i generatori
delle traslazioni, (`0 + ¯̀

0) delle dilatazioni, i(`0 − ¯̀
0) delle rotazioni ed `1, ¯̀

1 delle
trasformazioni conformi speciali. Le trasformazioni globali corrispondono al caso d = 2

delle trasformazioni conformi in d > 2 discusse precedentemente.

1.2.2 Campi primari e funzioni di correlazione

L’invarianza conforme di una teoria impone dei vincoli sui campi e sulle funzioni
di correlazione. Un campo Φh,h̄(z, z̄) è chiamato primario se trasforma in modo
covariante:

Φ(z, z̄)→
(
∂f

∂z

)h(
∂f̄

∂z̄

)h̄
Φ(f(z), f̄(z̄)), per z → f(z), z̄ → f̄(z̄). (1.28)

Le quantità reali (h, h̄) sono dette pesi o dimensioni conformi, mentre ∆ = h + h̄ è
la dimensione di scala e s = h − h̄ lo spin conforme. L’importanza dei campi primari
sta nel fatto che sono univocamente associati alle rappresentazioni irriducibili dell’al-
gebra conforme. Per una trasformazione infinitesima z → z + ε(z) la proprietà di
trasformazione (1.28) diventa (∂ = ∂z, ∂̄ = ∂z̄):

δε,ε̄Φ(z, z̄) =
((
h∂ε+ ε∂

)
+
(
h̄∂̄ε̄+ ε̄∂̄

))
Φ(z, z̄). (1.29)
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In corrispondenza della trasformazione (1.28), la teoria è covariante se la funzione di
correlazione di n campi primari soddisfa

〈Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)〉

=
n∏
i=1

(
∂f(z)

∂z

)hi
z=zi

(
∂f̄(z̄)

∂z̄

)h̄i
z̄=z̄i

〈
Φ1(f(z1), f̄(z̄1)) · · ·Φn(f(zn), f̄(z̄n))

〉
.

(1.30)

La proprietà di covarianza (1.30) unita all’invarianza della teoria sotto il gruppo con-
forme globale (1.26), impone che il correlatore di due campi primari abbia la forma
[2]

〈Φ1(z1, z̄1)Φ2(z2, z̄2)〉 =


1

z2h
12 z̄

2h̄
12

se h1 = h2 e h̄1 = h̄2,

0 se h1 6= h2.
(1.31)

Anche il correlatore a tre campi è completamente determinato a meno di una costante.
I correlatori a n > 4 punti soddisfano dei vincoli che sono brevemente descritti nei
paragrafi successivi. Si dice infine che un campo è quasi-primario, se trasforma secondo
la (1.28) solo per trasformazioni di Möbius. Ad esempio, un campo derivativo non è
un quasi-primario.

1.2.3 Identità di Ward e OPE dei campi primari

Quando una teoria possiede una simmetria i correlatori soddisfano delle identità genera-
li, chiamate identità di Ward. Usando il formalismo funzionale ricaveremo tali identità
per funzioni di correlazione di campi primari di una teoria invariante conforme. Un
correlatore di n campi si può scrivere

〈Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)〉 =

∫
[DΦ]exp(−S[Φ])Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)∫

[DΦ]exp(−S[Φ])
, (1.32)

dove S è l’azione della teoria e [DΦ] è la misura funzionale. Supponiamo che i punti
zi in cui sono definiti i campi nella (1.32) siano contenuti in una regione del piano
R delimitata da una circonferenza C di raggio R, Fig.(1.1). Facciamo quindi una
trasformazione di coordinate infinitesima xµ → xµ + εµ(x), con la richiesta che ε(x)

sia una funzione analitica e regolare dentro R, mentre all’esterno sia una funzione
differenziabile tendente rapidamente a zero all’infinito. La trasformazione è un cambio
di variabili nell’integrale funzionale (1.32) e determina la seguente variazione dell’azione
e dell’integrando

〈δεX〉 − 〈
(
δεS
)
X〉 = 0, (1.33)

dove con 〈X〉 si intende per brevità il correlatore di n campi (1.32). Usando l’espressione
del tensore energia impulso (1.9) riscriviamo il termine con la variazione dell’azione
dividendo l’integrazione tra la regione interna ed esterna ad R,〈(

δεS
)
X
〉

=
1

2π

∫
|x|<R

d2x
〈(
Tµν(x)X

)〉
∂µεν +

1

2π

∫
|x|>R

d2x
〈(
Tµν(x)X

)〉
∂µεν .
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R

Figura 1.1: Circonferenza C di raggio R contenente i punti zi in cui sono definiti i campi.

Il contributo nella regione interna è nullo poichè la trasformazione è conforme in R
(T µµ(x) = 0). Il termine nella regione esterna si annulla integrando per parti e, trascu-
rando il contributo all’infinito, si riconduce a un integrale sul bordo della circonferenza
C. Passando a variabili complesse (z, z̄) ed usando le espressioni (1.19) per T , T̄ nel
piano complesso otteniamo:〈(

δεS
)
X
〉

=
1

2πi

∮
C
dzε(z) 〈T (z)X〉 − 1

2πi

∮
C
dz̄ε̄(z̄)

〈
T̄ (z̄)X

〉
. (1.34)

Sostituendo il risultato trovato per 〈
(
δεS
)
X〉 nella (1.33) vediamo come il tensore

energia-impulso sia il generatore delle trasformazioni conformi e come la sua azione si
decompone in parte olomorfa e antiolomorfa

〈δε,ε̄X〉 =
1

2πi

∮
C
dzε(z) 〈T (z)X〉 − 1

2πi

∮
C
dz̄ε̄(z̄)

〈
T̄ (z̄)X

〉
. (1.35)

che possono essere discusse separatamente. Il termine con la variazione dei campi
〈δε,ε̄X〉 si può riscrivere ricordando la trasformazione dei campi (1.29)

〈δε,ε̄X〉 =
n∑
i=1

[(
hi∂iε(zi) + ε(zi)∂i

)
+
(
h̄i∂̄iε̄(z̄i) + ε̄(z̄i)∂̄i

)]
〈Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)〉 .

(1.36)
Anche in questo caso la parte olomorfa si separa da quella antiolomorfa 〈δε,ε̄X〉 =

〈δεX〉+ 〈δε̄X〉. Servendosi del teorema di Cauchy la parte olomorfa 〈δεX〉 si riscrive

〈δεX〉 =
n∑
i=1

[(
hi∂iε(zi) + ε(zi)∂i

)
] 〈Φ1(z1, z̄1) · · ·〉

=
1

2πi

∮
C
dzε(z)

n∑
i=1

[
hi

(z − zi)2
+

1

(z − zi)
∂i

]
〈Φ1(z1, z̄1) · · ·〉 .
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Poichè questa relazione e la (1.35) sono valide per ogni funzione analitica ε(z), l’identità
di Ward (1.33) esprime una relazione locale per i correlatori conformi:

〈T (z)Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)〉

=
n∑
i=1

[
hi

(z − zi)2
+

1

(z − zi)
∂i

]
〈Φ1(z1, z̄1) · · ·Φn(zn, z̄n)〉 .

(1.37)

Un’analoga identità si scrive per la parte antiolomorfa.
Tipicamente le funzioni di correlazione sono singolari quando la posizione di due

o più campi coincidono. Sotto ipotesi molto generali, tali comportamenti singolari si
possono esprimere con l’OPE (Operator Product Expansion)

A(x)B(y) ∼
∑
i

Ci(x− y)Oi(y), (1.38)

dove gli Oi sono un set completo di operatori locali e Ci funzioni della posizione singolari
in x = y. Per campi conformi con dimensioni di scala d l’analisi dimensionale determina
la forma delle funzioni Ci, cioè Ci ∼ CABC |x − y|−∆A−∆B+∆Oi , dove CABC sono le
cosiddette costanti di struttura.

L’identità di Ward (1.37) esprime quindi l’OPE del campo T (z) con il campo
primario Φi(zi, z̄i) per z → zi:

T (z)Φi(w, w̄) =
hi

(z − w)2
Φi(w, w̄) +

1

(z − w)
∂wΦi(w, w̄) + regolari. (1.39)

Il tensore energia-impulso non è un campo primario, infatti l’OPE con se stesso è
data da

T (z)T (w) ∼ c

2(z − w)4
+

(
2

(z − w)2
+

1

z − w
∂w

)
T (w). (1.40)

Il termine aggiuntivo è necessario per ottenere un correlatore 〈TT 〉 non nullo e la
costante c è chiamata carica centrale o anomalia conforme; il suo valore dipende dalla
particolare teoria considerata. Per esempio c = 1 per un campo bosonico libero, mentre
c = 1/2 per quello fermionico di Majorana. Notiamo che T (z) è un campo quasi-
primario di dimensione canonica (h, h̄) = (2, 0). Dall’OPE (1.40) si determina la
trasformazione infinitesima per T (z)

δεT (z) = 2∂ε(z)T (z) + ε(z)∂T (z) +
c

12
∂3ε(z), (1.41)

con un termine in più legato al polo quartico.

1.2.4 Quantizzazione radiale e algebra di Virasoro

Per determinare le identità di Ward e l’OPE del tensore energia-impulso con i campi
primari abbiamo usato il formalismo funzionale. Nelle teorie di campo conformi è molto
utile anche il formalismo operatoriale nello spazio di Hilbert. Consideriamo la teoria

12
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Figura 1.2: Mappa dal cilindro al piano complesso

definita su un cilindro (1+1) dimensionale, con la coordinata temporale τ che va da
−∞ a +∞ lungo l’asse del cilindro, e la coordinata spaziale σ periodica con i punti 0

e L identificati, Fig.(1.2). Questo cilindro con coordinata complessa ζ = τ + iσ può
essere mappato nel piano complesso z mediante la trasformazione conforme

z = exp
(2π

L
ζ
)

= exp
(2π

L
(τ + iσ)

)
. (1.42)

Ne segue che il tempo scorre radialmente nel piano, con il passato (τ = −∞) nell’origine
z = 0 ed il futuro (τ = +∞) all’infinito, e le superfici a tempi fissati nel cilindro
corrispondenti a cerchi nel piano. La procedura di quantizzazione radiale della teoria
conforme nel piano corrisponde alla quantizzazione canonica sul cilindro. Poichè le
dilatazioni nel piano, z → e2πa/Lz, corrispondono a traslazioni temporali nel cilindro,
τ → τ + a, il generatore delle dilatazioni nel piano corrisponde all’Hamiltonana del
sistema.

Nel formalismo operatoriale la trasformazione conforme di un campo è scritta in
termini del commutatore a tempi uguali con un generatore espresso da un integrale
spaziale del tensore di energia impulso:

δεΦ(w, w̄) =
1

2πi

∮
|z|=|w|

dz

[
T (z)ε(z),Φ(w, w̄)

]
. (1.43)

Le funzioni di correlazione possono essere rappresentate come

〈X〉 = 〈0|T
[
Aj1(σ1, τ1) · · ·Ajn(σn, τn)

]
|0〉 , (1.44)

dove T rappresenta l’ordinamento temporale rispetto al tempo euclideo τ . Nella
quantizzazione radiale definiamo l’ordinamento radiale del prodotto di due operatori
come

T [A(z)B(w)] =

 A(z)B(w) se |z| > |w|,

B(w)A(z) se |w| > |z|.
(1.45)

Il commutatore a tempi uguali (1.43) è perciò dato dalla differenza su due cammini di
integrazione, che si riconducono ad un unico integrale di cammino Cw attorno al punto
w come mostrato in Fig.(1.3),
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z
w

-

Figura 1.3: Differenza dei cammini di integrazione attorno a w

δεΦ(w, w̄) =
1

2πi

[ ∮
|z|>|w|

−
∮
|z|<|w|

]
dzε(z)T (z)Φ(w, w̄) (1.46)

=
1

2πi

∮
Cw
dzε(z)T (z)Φ(w, w̄) =

(
h∂ε(w) + ε(w)∂

)
Φ(w, w̄),

dove nell’ultimo passaggio si è usata la (1.29).
Per definire gli stati conformi nello spazio di Hilbert sviluppiamo il tensore di energia

impulso in serie di Laurent:

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln, Ln =
1

2πi

∮
C0
dzzn+1T (z), (1.47)

T̄ (z̄) =
∑
n∈Z

z̄−n−2L̄n, L̄n =
1

2πi

∮
C0
dz̄z̄n+1T̄ (z̄).

Per calcolare l’algebra soddisfatta dai modi Ln utilizziamo la rappresentazione come
integrale di contorno facendo attenzione al fatto che l’ordinamento radiale implica la
scelta di un contorno C ′0 che includa C0, come segue:[
Ln, Lm

]
=

(∮
C′0

dz

2πi

∮
C0

dw

2πi
−
∮
C′0

dw

2πi

∮
C0

dz

2πi

)
zn+1T (z)wn+1T (w)

=

∮
C0

dw

2πi

∮
Cw

dz

2πi
zn+1wn+1

(
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

1

z − w
∂T (w)

)
. (1.48)

Il calcolo di quest’ultimo integrale è fatto prendendo l’OPE per z che tende a w tra i
due operatori nell’integrando. Applicando il teorema dei residui nella z e integrando
poi in w otteniamo l’algebra di Virasoro[

Ln, Lm
]

= (n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0,[

L̄n, L̄m
]

= (n−m)L̄n+m +
c̄

12
(n3 − n)δn+m,0, (1.49)[

Ln, L̄m
]

= 0.

In quest’algebra, i termini c-numero (centrali) sono parametrizzati da c e c̄. Ogni CFT
contiene un insieme di rappresentazioni di quest’algebra per un dato valore di c e c̄.
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Per c = c̄ = 0 l’algebra di Virasoro si riconduce all’algebra conforme classica (1.25). Si
vede che la sottoalgebra (L−1, L0, L1) soddisfa le relazioni

[L∓1, L0] = ∓L∓1, [L1, L−1] = 2L0, (1.50)

senza termine anomalo corrispondenti al gruppo globale conforme SL(2,C).
Possiamo ottenere l’Hamiltoniana della teoria conforme in modo canonico dal gene-

ratore delle traslazioni temporali sul cilindro. Usando la trasformazione di coordinate
(1.42) e la legge di trasformazione del tensore di energia impulso si mostra [2] che il
tensore Tcyl(f(z)) nel cilindro è legato a Tpl(z) nel piano dalla relazione:

Tcyl(f(z)) =

(
2π

L

)2[
Tpl(z)− c

24

]
. (1.51)

L’hamiltoniana nel cilindro è definita come l’integrale spaziale della componente tem-
porale di Tcyl

H =
1

2π

∫ L

0

T cylττ (σ)dσ =
1

2π

∫ L

0

(
T cyl(σ) + T̄ cyl(σ)

)
dσ. (1.52)

Se sostituiamo la (1.51) e la definizione dei generatori di Virasoro (1.47) otteniamo

H =
2π

L

[
1

2πi

∮ (
T (z)z2 − c

24

)
dz

z

]
+ c.c. =

2π

L

(
L0 + L̄0 −

c

12

)
. (1.53)

Come gia osservato otteniamo che il generatore delle dilatazioni nel piano è legato
all’hamiltoniana nel cilindro. Il passaggio dal piano al cilindro causa un’ effetto Ca-
simir, ovvero l’energia di vuoto è diversa da zero e proporzionale a c, E0 = − cπ

6L
. In

generale la comparsa dell’anomalia conforme è legata a una rottura della simmetria
conforme dovuta all’introduzione di una scala nel sistema, in questo caso la lunghezza
L. L’anomalia conforme si manifesta anche quando la CFT è definita in una superficie
bidimensionale curva. La curvatura introduce una scala e il valore di aspettazione della
traccia del tensore di energia-impulso è proporzionale alla curvatura scalare R ed alla
carica centrale c [5],

〈T µµ(x)〉 = − c

12
R(x). (1.54)

1.2.5 Spazio di Hilbert degli stati conformi

Lo stato di vuoto |0〉 dell’hamiltoniana del piano H = L0 + L̄0 deve soddisfare le
condizioni

Ln |0〉 = 0, se n > −1, (1.55)

affinché il tensore energia-impulso non sia singolare a z = 0, come si vede dallo sviluppo
(1.47). Le trasformazioni generate dagli operatori Ln con n 6 −2 non sono singolari a
z = 0, quindi deformano il vuoto creando nuovi stati:

Ln |0〉 = |nuovi stati〉 se n 6 −2. (1.56)

15



Si può mostrare che la relazione di realtà di Tµν nel cilindro Minkowskiano implica la
relazione di hermiticità

L†n = L−n. (1.57)

Analogamente alla (1.55) dobbiamo avere per il comportamento a z → ∞ di T (z) le
relazioni

〈0|Ln = 0 se n 6 1. (1.58)

Osserviamo che i generatori L−1, L0, L1 annichilano sia il vuoto “in” che il vuoto “out”

〈0|Ls = Ls |0〉 = 0, s = 0,±1, (1.59)

ed esprimono l’invarianza del vuoto sotto le trasformazioni regolari di Moebius (1.26).
La teoria della rappresentazione dell’algebra di Virasoro può essere sviluppata sia

analizzando gli stati che i campi conformi. A ogni campo primario φh (1.28) sono
associati dei campi secondari o discendenti, che formano la famiglia conforme [φh].
Ad ogni famiglia conforme corrisponde una rappresentazione irriducibile dell’algebra
di Virasoro. In ogni teoria possiamo identificare un set completo di campi locali

{
Aj
}

che consiste di un numero, anche infinito, di famiglie conformi{
Aj
}

=
⊕
h

[φh]. (1.60)

Per determinare i campi discendenti prendiamo l’OPE (1.39) e la riscriviamo usando i
generatori di Virasoro (1.47)

T (z)φh(w) =
∑
n∈Z

(z − w)−n−2(Lnφh)(w). (1.61)

Dal confronto troviamo

(L0φ)(z) = hφ(z), (1.62)

L−1φ(z) = ∂φ(z), (1.63)

Lnφ(z) = 0 se n > 1. (1.64)

Gli altri L−n con n > 2 creano campi discendenti L−nφh(z) con peso conforme (h+n).
Il formalismo operatoriale permette di descrivere in modo semplice la struttura

della rappresentazione dell’algebra conforme. Introduciamo gli stati di peso massimo
a partire da un campo primario di peso conforme h applicato nell’origine:

|h〉 = φh(0) |0〉 . (1.65)

Usando l’OPE (1.39) calcoliamo il commutatore[
Ln, φ(z)

]
= zn+1∂φ(z) + h(n+ 1)znφ(z), (1.66)
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equivalente alla variazione di un campo primario per trasformazioni infinitesime (1.29).
Usando le proprietà del vuoto (1.55) e la (1.66) ricaviamo

Ln |h〉 = 0 se n > 0, (1.67)

L0 |h〉 = h |h〉 . (1.68)

Lo stato di peso massimo |h〉 soddisfa le condizioni (1.67) ed è autostato di L0 con
autovalore h. Definiamo poi gli stati “out ” mediante la formula

〈h| = lim
z,z̄→∞

〈0|φh(z, z̄)z2hz̄2h̄. (1.69)

Questi stai soddisfano le equazioni

〈h|Ln = 0, se m < 0, (1.70)

〈h|L0 = h 〈h| . (1.71)

Dato lo stato di massimo peso |h〉 possiamo costruire i suoi stati discendenti appli-
cando i generatori L−nk con nk > 0. Poichè le (1.49) danno[

L0, L−n
]

= nL−n, (1.72)

troviamo L0L−n |h〉 = (h + n)L−n |h〉, cioè L−n aumenta di n il peso conforme dello
stato |h〉. Un generico stato discendente può essere creato applicando ripetutamente
tali operatori sullo stato di massimo peso

|h;n1 . . . nk〉 = L−n1 . . . L−nk |h〉 con n1 6 n2 · · · 6 nk, (1.73)

da cui

L0 |h;n1 . . . nk〉 =
(
h+

n∑
i=1

ni
)
|h;n1 . . . nk〉 . (1.74)

La dimensione dello spazio di Hilbert a livello k è legata al numero di partizioni p(k)

dell’intero k, ottenute dalla funzione generatrice
∞∑
k=0

p(k)qk =
∞∏
k=1

1

1− qk
. (1.75)

Una volta individuata la struttura della rappresentazione possiamo definirne il carattere
della rappresentazione nel seguente modo:

χh(q) = q−
c
24Trh

(
qL0
)

= q−
c
24

∞∑
n=0

d(n)qn+h. (1.76)

Assumendo che tutti gli stati della rappresentazione siano non degeneri, ovvero d(n) =

p(n) come ad esempio per c = 1 e h 6= n2

4
, n ∈ Z, otteniamo

χh(q) = q−
1
24

+h

∞∏
n=1

1

1− qn
=

qh

η(q)
, (1.77)

dove abbiamo introdotto la funzione di Dedekind

η(q) = q
1
24

∞∏
n=1

(1− qn). (1.78)
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1.2.6 Cenni alle rappresentazioni dell’algebra di Virasoro

In generale gli stati discendenti di una famiglia conforme non sono tutti linearmente
indipendenti. Questo dipende dalla struttura dell’algebra di Virasoro per un dato
valore di h e c. Lo studio delle rappresentazioni consiste nella determinazione degli stati
non degeneri e con prodotto scalare definito positivo (per rappresentazioni unitarie).
Ad esempio la norma del primo stato discendente è ottenuta utilizzando le regole di
commutazione (1.49):

〈h|L†−nL−n |h〉 = 2nh+
c

12
n(n2 − 1), n > 0. (1.79)

Questa quantità è positiva per ogni n > 0 se c > 0 ed h > 0.
Lo spazio vettoriale V(c,h) di tutti i discendenti (1.73) può contenere uno o più vettori

nulli |χ〉 che soddisfano le condizioni di di peso massimo:

Ln |χ〉 = 0, se n > 0, (1.80)

L0 |χ〉 = (h+N) |χ〉 ,

per un opportuno N > 0. Dalle (1.80) segue che |χ〉 è ortogonale a tutti gli stati e ha
norma nulla

〈ψ|χ〉 = 0, |ψ〉 ∈ V(c,h), (1.81)

〈χ|χ〉 = 0. (1.82)

E’ semplice verificare che partendo dallo stato di massimo peso |h〉, lo stato |χ〉

|χ〉 =
(
L−2 +

3

2(2h+ 1)
L2
−1

)
|h〉 , (1.83)

è nullo a livello N = 2 (1.80) quando h assume i valori

h =
1

16

(
5− c±

√
(c− 1)(c− 25)). (1.84)

La rappresentazione V(c,h) è quindi riducibile perchè contiene un sottospazio ortogonale
di stati formato dal vettore nullo e dai suoi discendenti. Per questi valori di c e h
si ottiene una rappresentazione irriducibile eliminando il vettore nullo |χ〉 ed i suoi
discendenti dalla famiglia conforme originale [φh], che quindi contiene meno stati ed è
chiamata famiglia conforme degenere.

Per determinare se un vettore nullo è presente al generico livello N dobbiamo cal-
colare gli zeri del determinante della matrice di Gramm MN(c, h), i cui elementi sono
i prodotti scalari degli stati discendenti a livello N

MN(c, h) =

〈h|L
N
1 L

N
−1 |h〉 · · · 〈h|LN1 L−N |h〉

... . . . ...
〈h|LNLN−1 |h〉 · · · 〈h|LNL−N |h〉

 . (1.85)
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Il calcolo di questo determinante è dovuto a Kac [6]. In base allo studio del segno del
determinante, si dimostra che esistono quattro diverse regioni di valori di c e h nelle
quali si hanno diversi tipi di rappresentazioni conformi.

• c<0. In questo caso le teorie conformi sono non unitarie. L’esempio (1.79) mostra
che se c è negativo la norma di uno stato discendente è negativa. In particolare
nella rappresentazione del vuoto della teoria abbiamo lo stato 〈0|L2L−2 |0〉 = c

2
,

che è sempre negativo se c < 0.

• c > 1. Il determinante di Kac non si annulla se h > 0 e si hanno rappresentazioni
unitarie senza vettori nulli.

• c = 1. Il determinante di Kac si annulla per h = n2

4
, n ∈ Z, ma non diventa

negativo. Le rappresentazioni ottenute per h 6= n2

4
, h > 0 sono unitarie e irridu-

cibili, mentre quelle per h = n2/4 sono irriducibili dopo l’eliminazione del vettore
nullo a livello N = n+ 1 e dei suoi discendenti.

• 0 < c < 1, con h > 0. In questo intervallo è stato dimostrato [7] che non si hanno
mai rappresentazioni unitarie ad esclusione di una serie discreta di punti (c, h)

parametrizzati da un intero m come segue:

c(m) = 1− 6

m(m+ 1)
, m = 1, 2, 3 · · · , (1.86)

hp,q =
[(m+ 1)p−mq]2 − 1

4m(m+ 1)
, 1 6 p 6 m− 1, 1 6 q 6 m. (1.87)

In quest’ultimo caso si hanno m(m − 1)/2 valori di hp,q, che formano la così detta
griglia conforme o tabella di Kac. Queste rappresentazioni contengono vettori nulli
(corrispondenti agli zeri del determinante di Kac) che possono essere separati dagli
stati a norma positiva. Le teorie costruite a partire da queste rappresentazioni con
0 < c < 1 sono dette modelli minimali conformi. Si dimostra [1] [2] che l’OPE di
due campi primari può essere ridotta ai soli campi presenti nella tabella di Kac. Que-
sto troncamento dell’OPE corrisponde a particolari regole di selezione, dette regole di
fusione, che hanno la seguente espressione

φp1,q1 × φp2,q2 =

p1+p2−1∑
k=|p1−p2|+1

q1+q2−1∑
l=|q1−q2|+1

[φk,l], (1.88)

con k + p1 + p2 = 0 mod 2, l + q1 + q2 = 0 mod 2.
Uno dei maggiori successi dei modelli minimali conformi sta nella capacità di clas-

sificare i comportamenti critici di modelli meccanico-statistici in due dimensioni. La
teoria della rappresentazione dell’algebra di Virasoro dà infatti le dimensioni di sca-
la dei campi presenti nella CFT, legate agli esponenti critici alla transizione di fa-
se del secondo ordine. L’esempio più semplice e largamente discusso in letteratura
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è dato dal modello di Ising al punto critico. Questo è descritto dalle (1.86) po-
nendo m = 3. Segue che c = 1

2
e la tabella di Kac contiene tre pesi conformi

h1,1 = h2,3 = 0, h2,1 = h1,3 = 1/2, h1,2 = h2,2 = 1/16. A questi corrispondono i
tre campi primari I = Φ1,1 = Φ2,3, ε = Φ2,1 = Φ1,3, σ = Φ1,2 = Φ2,2, che soddisfano le
regole di fusione,

I · ε = [ε], ε · ε = [I],

I · σ = [σ], ε · σ = [σ], (1.89)

I · I = [I], σ · σ = [I] + [ε].

1.3 Funzione di partizione ed invarianza modulare

L’invarianza conforme ammette una separazione tra la parte olomorfa e antiolomorfa
dei campi, manifestamente visibile nelle identità di Ward. Le quantità fisiche sono però
descritte da combinazioni dei due settori, che dipendono dall’osservabile considerato
e devono essere determinate dalle condizioni al contorno. Nel caso della funzione di
partizione possiamo considerare le condizioni al contorno periodiche nelle due dimen-
sioni per descrivere ad esempio le proprietà di volume di un sistema statistico al punto
critico.

Una rappresentazione della doppia periodicità si ottiene introducendo un reticolo
bidimensionale nel piano complesso, generato da due vettori di base, w1 e w2, chiamati
periodi del reticolo. Si ottiene un toro mediante la relazione di equivalenza nel piano
C:

z ∼ z + nw1 +mw2, n,m ∈ Z. (1.90)

Usando l’invarianza sotto rotazioni e dilatazioni possiamo ridurre la coppia di periodi
(w1, w2) ai valori (1, τ), con τ = w2/w1 e Imτ > 0, chiamato parametro modulare.
I vertici del toro {0, 1, τ, τ + 1} definiscono la cella fondamentale del reticolo come
mostrato in Fig.(1.4).

Altri due periodi w′1 e w′2 generano lo stesso reticolo se sono legati ai primi due da
una combinazione lineare invertibile a coefficienti interi,(

w′1
w′2

)
=

(
a b

c d

)(
w1

w2

)
, ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ Z. (1.91)

La richiesta fisica è che la teoria conforme sul toro non dipenda dalla scelta dei
periodi del reticolo ovvero dalla scelta delle coordinate utilizzate per descrivere il to-
ro. Questa è l’invarianza modulare della CFT, che può essere messa in relazione con
l’assenza di anomalie gravitazionali [42].

La trasformazione (1.91) agisce su τ come:

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
. (1.92)
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Figura 1.4: (a): il piano complesso τ con i periodi fondamentali (τ, 1) che definiscono la
cella fondamentale di vertici (0, 1, τ, τ + 1). (b): il toro T2 ottenuto come prodotto di due
circonferenze S1 di raggi (τ, 1).

Il gruppo di trasformazioni di τ si chiama gruppo modulare

Γ ≡ PSL(2,Z) ≡ SL(2,Z)

Z2

, (1.93)

dove il quoziente Z2 è relativo al cambio di segno di tutti i coefficienti nella (1.92).
Questo gruppo discreto infinito dimensionale è generato dalle due trasformazioni

T : τ → τ + 1, (1.94)

S : τ → −1

τ
, (1.95)

che sono legate dalle relazioni (ST )3 = S2 = C, dove C la coniugazione di carica,
C2 = 1. Una coordinata ζ di un punto del toro trasforma in modo covariante, ovvero
sotto T : ζ → ζ, mentre sotto S : ζ → −ζ/τ .

I valori indipendenti della variabile complessa τ formano il dominio fondamentale
F di Γ, definito come la regione del piano complesso i cui punti non sono connessi da
trasformazioni modulari:

F =
{
τ ∈ C

∣∣− 1

2
< Reτ 6

1

2
, |τ | > 1

}
. (1.96)

Per definire la funzione di partizione nel toro è necessario specificare le direzioni
spaziali e temporali nel reticolo. Scegliamo la direzione temporale nell’asse immagina-
rio del piano complesso, mentre quella spaziale lungo l’asse reale. Le traslazioni lungo
questi assi sono effettuate dagli operatori hamiltoniana H e impulso P. Usando l’hamil-
toniana della geometria del cilindro Eq.(1.53), e l’impulso P = 2π

L
(L0 − L̄0), abbiamo

automaticamente la periodicità spaziale e definiamo la funzione di partizione come la
traccia della matrice di trasferimento nella direzione temporale nel seguente modo:

Z = Tr exp
(
−
(
HImτ − iPReτ

))
= Tr

(
qL0−c/24q̄L̄0−c/24

)
, (1.97)

con q = exp(2πiτ) e q̄ = exp(−2πiτ̄). La traccia su tutti gli stati della teoria si
decompone nella somma diretta delle due algebre di Virasoro V

⊕
V̄ . Utilizzando i
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caratteri della rappresentazione definiti dalla (1.76), otteniamo quindi

Z =
∑
h,h̄

Nh,h̄χh(q)χ̄h̄(q̄), (1.98)

dove Nh,h̄ ∈ N è la molteplicità con cui ciascuna coppia (h, h̄) di rappresentazioni
appare nella teoria.

In alcuni esempi di teorie calcolabili esplicitamente, ad esempio col path-integral,
si può verificare che la funzione di partizione è invariante modulare, Z(τ + 1) =

Z(−1/τ) = Z(τ), ed assume la forma (1.98) in termini delle rappresentazioni di Vira-
soro. Viceversa, nel caso di teorie interagenti dove il calcolo esplicito non è possibile,
l’espressione (1.98) permette di dedurre la funzione di partizione utilizzando i risultati
della teoria delle rappresentazioni per la forma dei caratteri χh(q). In questo caso,
i coefficienti Nh,h̄ devono essere determinati autoconsistentemente dalla richiesta di
invarianza modulare unita ad altre condizioni fisiche. L’invarianza della funzione di
partizione sotto T , Z(τ + 1) = Z(τ), impone che Nh,h̄ sia nullo a meno che h− h̄ = k,
con k intero. Questo implica che lo spin dei campi della teoria deve essere intero.
Soddisfare l’invarianza sotto S, cioè Z(−1/τ) = Z(τ) è più complesso: la soluzione del
problema nel caso dei modelli minimali si riconduce a un problema lineare risolto in
[8]. Vedremo nel seguito come la richiesta dell’ invarianza modulare della teoria vincoli
il contenuto operatoriale affinché questa sia consistente.
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Capitolo 2

L’ Effetto Hall quantistico

2.1 Introduzione

Figura 2.1: Geometria dell’effetto Hall

Consideriamo sul piano (x, y) un nastro conduttore di larghezza w nel quale scorre
una corrente I lungo ŷ. Quando un campo magnetico di intensità B è diretto lungo
l’asse ẑ in direzione perpendicolare alla corrente, si genera una differenza di potenziale
VH lungo la direzione x̂, chiamata tensione di Hall. Il fenomeno avviene a causa della
forza di Lorentz che si esercita sulle cariche in movimento nel campo magnetico

FL =
e

c
v ×B =

e

c
vB x̂. (2.1)

Come riportato in Fig.(2.1) la forza di Lorentz provoca un accumulo di cariche positive
nella direzione x̂ e di carica opposta nella direzione −x̂. La tensione Hall VH è la
differenza di potenziale misurata tra gli estremi distanti w. A regime si instaura un
equilibrio tra il campo elettrico di Hall EH = −Ex e la forza di Lorentz diretta in verso
opposto

e

c
vB = EHe. (2.2)
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Data la presenza del campo B i voltaggi e le correnti non sono più collineari, per
cui la resistività ρ e la conducibilità σ sono quantità tensoriali, legate dalla relazione
σij = (ρ−1)ij e definiti come

Ei = ρikJk, i, k = x, y, (2.3)

con Jk la densità di corrente. Nell’esperimento si misurano i due voltaggi Vyy e VH in
funzione di B che, divisi per la corrente I, danno la resistenza longitudinale Ryy e la
resistenza di Hall o trasversa RH = Rxy. Classicamente la resistenza trasversa è lineare
nel campo magnetico

RH =
VH
I

=
B

ρeec
, (2.4)

con ρe la densità elettronica. Nella direzione parallela al flusso di corrente non c’è
nessuna influenza del campo magnetico, e la resistenza longitudinale rimane costante.
Questo è l’effetto Hall classico noto da oltre un secolo.

Il comportamento classico è violato quando il sistema è sottoposto a temperature
estremamente basse e campi magnetici molto intensi [9]. In questi regimi subentra
il comportamento quantistico che produce degli effetti sorprendenti ricchi di novità
nell’ambito della fisica della materia condensata.

La tecnologia essenziale per la scoperta dell’effetto Hall quantistico è stato il transi-
stor MOSFET, oggi comunemente usato in elettronica. In questi dispositivi gli elettroni
sono confinati in uno stato bidimensionale dell’ordine dei 10nm, corrispondente a una
buca di potenziale nella direzione perpendicolare al piano (x, y). A basse temperature
gli elettroni occupano perciò solo il livello di energia più basso e il loro moto risulta
perfettamente bidimensionale. A temperature dell’ordine di 100mK e campi magne-
tici dell’ordine delle decine di Tesla, la dipendenza lineare della resistenza di Hall nel
campo magnetico non è più valida ma si manifestano dei plateau ai valori

Rxy =
h

e2

1

ν
, (2.5)

dove h è la costante di Planck e ν, chiamato frazione di riempimento o filling fraction,
assume valori interi o razionali. Allo stesso valore del campo magnetico in cui la
resistenza di Hall ha un plateau, quella longitudinale Ryy si annulla e la corrente scorre
senza dissipare energia, si veda Fig.(2.2).

K. Von Klitzing, G. Dorda e M. Pepper [10], osservarono per la prima volta i valori
interi ν = 1, 2, 3 . . . , scoprendo così l’effetto Hall quantistico intero (QHE). Valori
frazionari furono osservati negli anni successivi con l’uso di campioni più puri. I valori
ν = 1/p con p dispari furono osservati per la prima volta da Tsui, Stormer e Gossard
[11]. Un’altra sequenza è quella di Jain in cui ν = m/(2m± 1), con m intero. Questo
è l’effetto Hall quantistico frazionario (FQHE).
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Figura 2.2: Rxy ed Ryy in funzione del campo magnetico per un sistema con ρe = 2.33 ×
1011cm−2 alla temperatura di 85mK. I numeri lungo le curve indicano il valore dei filling
fraction ν. L’andamento lineare di Rxy è spezzato dai plateau, in cui ha valore ν in unità
[h/e2]. Allo stesso punto Ryy si annulla [12].

Osserviamo che in corrispondenza dei plateau la resistività assume la forma di una
matrice con elementi non nulli fuori diagonale

ρij =

(
0 h

νe2

− h
νe2

0

)
, (2.6)

mentre l’inversa dà la conducibilità

σij =

(
0 −νe2

h
νe2

h
0

)
. (2.7)

Il fatto che ai plateau non ci sia più conduzione ohmica (σyy = 0) suggerisce l’esistenza
di un gap di energia tra lo stato fondamentale del sistema e il primo stato eccitato.
Menzioniamo alcuni aspetti importanti in questo fenomeno. Il valore assunto dalla
resistività nei plateau è lo stesso per qualunque campione utilizzato, indipendente cioè
dalla forma e dal materiale. Il rapporto h/e2, chiamato quanto di resistenza, è espres-
sione di sole costanti fondamentali e il suo valore è circa 25.813kΩ. Infine la relazione
(2.5) è accurata fino a una parte su 109, rendendo l’effetto Hall quantistico uno dei feno-
meni più precisi conosciuti in fisica, che permette di valutare la costante α di struttura
fine con un’accuratezza comparabile con gli esperimenti di fisica delle particelle.

Queste osservazioni suggeriscono la possibilità di descrivere il fenomeno Hall quan-
tistico attraverso una teoria di campo effettiva di bassa energia (grande distanze) che
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prescinde dalla forma, dal materiale e dai dettagli microscopici del campione. Vedre-
mo infatti che il bulk del sistema può essere descritto mediante la teoria effettiva di
Chern-Simons, una teoria di gauge topologica; questa può spiegare la quantizzazione
della conducibilità e descrivere le proprietà universali di lunga distanza del sistema. In
questo lavoro di tesi ci occuperemo di questa teoria e della associata teoria conforme
che descrive gli stati di bordo caratteristici del QHE.

2.2 L’effetto Hall quantistico intero

I livelli di Landau

Cominciamo col ricordare brevemente la meccanica quantistica dei livelli di Landau.
L’hamiltoniana di un elettrone di massa m e carica e con spin polarizzato lungo la
direzione ẑ del campo magnetico B (trascurando il contributo costante −gµBB dello
spin polarizzato) è data da

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2
. (2.8)

Quest’hamiltoniana e la corrispondente equazione di Schrödinger sono gauge invarianti,
e per l’analisi successiva è conveniente scegliere il gauge simmetrico A = 1

2
B(−y, x, 0),

ed usare coordinate complesse z, z̄ [19]. Definiamo le seguenti due quantità: la fre-
quenza di ciclotrone ωc = eB/mc e la lunghezza magnetica lB =

√
2~c/eB. Ponendo

~ = c = 1 possiamo introdurre due coppie di operatori di creazione e distruzione nello
spazio delle fasi 4-dimensionale:

â =
z

2lB
+ lB∂̄, â† =

z̄

2lB
− lB∂, (2.9)

b̂ =
z̄

2lB
+ lB∂, b̂† =

z

2lB
− lB∂̄, (2.10)

con regole di commutazione

[â, â†] = 1, [b̂, b̂†] = 1, (2.11)

e tutte le altre nulle. In termini di questi operatori l’hamiltoniana (2.8) coincide con
quella di un oscillatore armonico

Ĥ = ωc

(
â†â+

1

2

)
, (2.12)

mentre l’operatore di momento angolare nella direzione dell’asse ẑ è

Ĵz =
(
x× p

)
z

= b̂†b̂− â†â. (2.13)

Poichè gli operatori â e b̂ commutano tra loro troviamo che lo spettro dell’hamilto-
niana si compone di livelli di energia (livelli di Landau) εn = ωc(n + 1/2), n ∈ N, che
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sono infinitamente degeneri rispetto al momento angolare, con autovalori Jn,l = (l−n),
con n, l ∈ N. Gli stati degeneri che appartengono ad ogni livello sono caratteriz-
zati dal valore del momento angolare l. La funzione d’onda dello stato di vuoto è
ψ0 =

(
1/lB
√
π
)
exp
(
− |z|2/2l2B

)
e soddisfa le condizioni âψ0 = b̂ψ0 = 0. Una base

completa delle autofunzioni del momento angolare del primo livello di Landau è data
da

ψ0,l =
1

lB
√
π

1

l!

(
z

lB

)l
exp
(
− |z|2/2l2B). (2.14)

Gli stati dei livelli di Landau più elevati sono ottenuti applicando più volte gli operatori
â† e b̂† allo stato fondamentale ottenendo:

ψn,l(z, z̄) =
(b̂†)l+n√
(l + n)!

(a†)n√
n!
ψ0(z, z̄)

=
1

lB

√
n!

π(l + n)!

(
z

lB

)l
Lln

(
|z|2

l2B

)
exp
(
− |z|2/2l2B

)
,

(2.15)

dove n indica i livelli energetici, l + n > 0, e Lln(x) sono i polinomi generalizzati di
Laguerre.

Le autofunzioni ψ0,l possiedono un massimo sulle orbite circolari di raggio rl = lB
√
l,

per cui la tipica struttura dei livelli di Landau è quella di orbitali concentrici. L’area
racchiusa nell’orbita di raggio rl è pari a Al = πr2

l = Φ0

B
l, cioè il flusso del campo

magnetico attraverso la superficie Al è l volte il quanto di flusso Φ0 = hc/e. Calcolando
l’area dell’anello compreso tra i due raggi rl ed rl+1 troviamo che essa racchiude un
quanto di flusso Φ0 Fig.(2.3). C’è quindi uno stato di momento angolare l per ogni
quanto di flusso. Se prendiamo un campione finito di superficie A attraversato dal
flusso magnetico Φ = BA, la degenerazione di ogni livello di Landau, cioè il numero di
stati Ns degeneri in energia, è data dal numero di quanti di flusso passanti attraverso
la superficie del campione, ovvero

Ns =
Φ

Φ0

. (2.16)

Prendiamo un sistema di elettroni non interagenti con densità ρe e supponiamo che
riempiano per intero un numero n di livelli di Landau, separati uno dall’altro da un
gap di energia ∆ε = ωc. Il numero di elettroni Ne deve quindi essere un multiplo intero
degli stati a disposizione in un livello Ne = nNs, ovvero la frazione di riempimento
degli stati ν assume valori interi

ν =
Ne

Ns

= Ne
Φ0

Φ
=

ρe
eB

= n. (2.17)

In questo caso, quando l’energia di Fermi si posiziona nel gap tra l’ultimo livello occu-
pato e il primo vuoto, gli elettroni non possono saltare nel livello successivo dato l’ele-
vato gap ωc ∝ B (l’intensità del campo magnetico è elevata), e non possono condurre
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Figura 2.3: Gli stati degeneri nel momento angolare nel primo livello di Landau sono
rappresentati come anelli di area costante. Ogni anello è attraversato da un quanto di flusso
e per ν = 1 è popolato da un elettrone.

corrente; quindi la conducibilità longitudinale σyy si annulla. Per n livelli di Landau
completamente pieni possiamo esprimere la ρe in termini di ν nella (2.17) e sostituir-
la nella (2.4), ottenendo i valori quantizzati (interi) per la resistenza (conducibilità)
trasverse osservati negli esperimenti

Rxy =
h

e2

1

ν
, σxy =

1

Rxy

= ν
e2

h
=
e2

h
n. (2.18)

Per un sistema a densità fissata il filling fraction ν è controllato dal campo magneti-
co. Più elevata è l’intensità di B, maggiore è il flusso Φ e maggiore sarà il numero degli
stati degeneri a disposizione per ogni livello di Landau, da cui l’andamento decrescente
dei valori di ν all’aumentare del campo, come sperimentalmente osservato in Fig.(2.2).

Le relazioni scritte sopra suggeriscono che una variazione di B cambi la degene-
razione degli stati, e quindi implichi una variazione della resistenza Hall. Il grafico
in Fig.(2.2) mostra invece che per valori del campo magnetico attorno al centro di
quantizzazione la resistenza Hall rimane costante. La formazione di questi plateau può
essere spiegata dalla presenza di impurità come segue.

Un’impurità può creare una buca di potenziale locale che può intrappolare un elet-
trone. In presenza di impurità le funzioni d’onda di singola particella si suddividono
in due classi, una banda di stati estesi e un set di stati localizzati [13] [15]. La carat-
teristica forma a delta della densità degli stati per ogni livello di Landau viene quindi
modificata in una distribuzione a campana, tanto più larga quanto più elevato è il gra-
do di impurità presente nel sistema, Fig.(2.4). Gli stati estesi si posizionano ancora al
centro di ogni livello di Landau, mentre quelli localizzati sono nelle code delle bande che
connettono i vari livelli. Quando l’energia di Fermi è nella regione degli stati localiz-
zati, modulando il campo magnetico aumenta o diminuisce il numero di elettroni negli
stati localizzati che non trasportano corrente. Solamente gli elettroni negli stati estesi
contribuiscono al flusso di corrente. Ne segue che il valore della corrente rimane fissato
al valore che assume quando tutti gli stati estesi sono completamente pieni fino a un
certo livello di Landau, ovvero la resistenza Hall è quantizzata al valore Rxy = h/(νe2),
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Figura 2.4: In alto la densità degli stati per un sistema elettronico ideale. In basso la densità
degli stati per un sistema reale. La forma a delta è smussata. Lo spettro degli stati estesi
si posiziona nei picchi centrati su ogni livello di Landau, mentre quello degli stati localizzati
nelle code. Fino a che l’energia di Fermi non si avvicina ai picchi centrali la resistenza di Hall
non cambia, manifestando dei plateau in funzione del campo magnetico.

mentre quella longitudinale è nulla. Continuando a variare il campo magnetico, non
appena l’energia di Fermi passa attraverso la banda degli stati estesi la resistenza lon-
gitudinale varia in modo apprezzabile perchè è permessa la conduzione ohmica, e la
resistenza Hall si comporta come previsto dalla teoria classica fino al riempimento di
tutti gli stati estesi e la formazione di un nuovo plateau.

Incomprimibilità dello stato fondamentale

Il problema di Ne elettroni non interagenti tra loro è descritto nel formalismo della
prima quantizzazione prendendo Ne copie degli operatori â e b̂. Per valori interi ν = n,
i primi n livelli sono occupati e la funzione d’onda a multi corpi è data dal determinante
di Slater. Nel caso di ν = 1 questo è espresso dal determinante di Vandermonde

Ψ0

(
{zi}, {z̄i}

)
=

∏
06i<j6Ne

(zi − zj) exp
(
−
∑
i

|zi|2/2l2B
)
. (2.19)

Nel linguaggio della seconda quantizzazione il problema a N corpi è descritto dall’
hamiltoniana

H =
1

2m

∫
d2x(DiΨ̂)†(DiΨ̂), (2.20)

con Di = ∂i − ieAi la derivata covariante. L’operatore di campo Ψ̂ possiede un’espan-
sione in termini degli autostati dell’energia e del momento angolare di singola particella
(2.15)

Ψ̂(x, t) =
∞∑
n=0

∞∑
l=−n

ĉ
(n)
l ψn.l(x)exp

(
− iωc

(
n+

1

2

)
t
)
. (2.21)
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I coefficienti sono gli operatori di creazione e distruzione fermionici di Fock che soddi-
sfano {

ĉ
(n)
l , ĉ(k)†

m

}
= δn,kδl,m, (2.22)

con tutti gli altri anticommutatori nulli.
Concentrandosi sul livello di Landau più basso, n = 0 o LLL (Lowest Landau Level),

l’operatore di campo assume la forma

Ψ̂(x) =
∞∑
l=0

ĉ
(0)
l ψ0,l(x)exp

(
− iωc

2
t
)
, (2.23)

con le ψ0,l date dalla (2.14); se consideriamo il LLL completamente pieno, il corri-
spondente stato quantistico |Ω〉 avrà tutti gli stati di momento angolare occupati, con
un valore del momento angolare totale pari a L e un numero complessivo di elettroni
Ne = L + 1. Lo stato |Ω〉 è ottenuto agendo sul vuoto di Fock con gli operatori di
creazione fermionici

|Ω〉 = c†0c
†
1 · · · c

†
L |0〉 . (2.24)

Quando lo stato fondamentale è completamente pieno, ogni orbitale di momento ango-
lare l è occupato da un elettrone dando luogo a una configurazione complessivamente
simile a una goccia di liquido di raggio R ' lB

√
L, Fig.(2.3). Questa configurazione

è chiaramente incomprimibile. Una compressione della goccia ne diminuirebbe il mo-
mento angolare e richiederebbe il salto di un elettrone al livello di Landau superiore.
Tali transizioni sono però vietate dal gap di energia che separa i due livelli. L’incom-
primibilità è riflessa anche nella distribuzione spaziale della densità. Il suo valore di
aspettazione è facilmente calcolabile in seconda quantizzazione

〈Ω| ρe |Ω〉 = 〈Ω| Ψ̂†Ψ̂ |Ω〉 =
1

l2Bπ
exp(−r2/l2B)

∞∑
l=0

1

l!

(
r

l

)2l

. (2.25)

La Fig.(2.5) mostra il profilo della densità della goccia di fluido quantistico incompri-
mibile. Il carattere fluido è riflesso dal valore uniforme al suo interno, per r << lB

√
L,

che diventa rapidamente nullo al bordo r ' lB
√
L.

2.3 L’effetto Hall quantistico frazionario

La funzione d’onda di Laughlin

Abbiamo visto che nel caso di conducibilità Hall intera i plateau possono essere
descritti nel modello di elettroni liberi. Nel caso di riempimento frazionario di un
livello di Landau è necessario introdurre l’interazione coulombiana per eliminare la
degenerazione e ottenere un gap di energia, con la conseguente quantizzazione della
conducibilità Hall.
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Figura 2.5: Valore di aspettazione della densità di carica ρ in unità 1/l2B per il primo livello
di Landau completamente riempito fino a L=50 in funzione di r/lB.

La pittura fisica fondamentale dell’effetto Hall frazionario per ν = 1/p con p dispari,
è dovuta a Laughlin [14], che ha mostrato come si realizzi un nuovo stato della materia.
Non è un solido, come un reticolo di Wigner perchè non avrebbe densità uniforme, ma
un fluido quantistico incomprimibile con proprietà topologiche. La fluidità è sinonimo
di densità uniforme mentre l’incomprimibilità dell’esistenza di un gap di energia tra lo
stato fondamentale e le onde di densità. L’approccio di Laughlin evidenzia inoltre che
le eccitazioni hanno carica frazionaria e statistica quantistica frazionaria: ovvero non
sono nè bosoni nè fermioni ma anioni, un termine introdotto da Wilczek [16]. Per una
review si veda [25].

L’ansatz di Laughlin descrive lo stato fondamentale del sistema mediante una fun-
zione d’onda variazionale che generalizza l’espressione (2.19) nel primo livello di Landau
nel modo seguente:

Ψp({zi}, {z̄i}) =
∏

06i<j6Ne

(zi − zj)pexp
(
−
∑
i

|zi|/2l2B
)
, (2.26)

dove p è dispari per la richiesta di antisimmetria nello scambio degli elettroni. Le
proprietà fisiche dello stato descritto dalla (2.26) si deducono interpretando il modulo
quadro della funzione d’onda come una densità di probabilità classica come segue

|Ψp({zi}, {z̄i})|2 = exp(−βV ({zi}, {z̄i})). (2.27)

Ponendo la temperatura fittizia β = 1/p troviamo l’espressione

V ({zi}, {z̄i}) = −2p2
∑
j<k

ln|zj − zk|+
p

l2B

∑
i

|zi|2, (2.28)

che descrive l’energia potenziale di un plasma in due dimensioni di particelle di carica
p che interagiscono col potenziale elettrostatico logaritmico, e sono attratte all’origine
da un fondo neutralizzante di densità di carica σ = 1/πl2B. La tendenza naturale di
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un plasma è quella di raggiungere configurazioni localmente neutre, quindi la densità
elettronica dello stato quantistico,

ρe(z1) =
N
∫
· · ·
∫
|Ψp({zi}, {z̄i})|2dz2 . . . dzN

〈p|p〉
, (2.29)

deve essere uguale a 1/p volte la densità di carica del plasma equivalente, quindi
uniforme e uguale a

ρe =
1

πpl2B
. (2.30)

Esprimendo il filling fraction ν = 1/p in termini della densità elettronica ρe e della
lunghezza magnetica l2B

ν =
1

p
= ρeπl

2
B = Ne

Φ0

Φ
=
Ne

Ns

, (2.31)

otteniamo nuovamente il filling fraction come rapporto tra il numero Ne di elettroni e il
numero Ns di flussi attraverso il campione. La densità di carica ha lo stesso andamento
uniforme della Fig.(2.5) in funzione della distanza dall’origine, e valore dato dalla (2.30).

L’uniformità garantita dalla neutralità del plasma è solo sulle scale di lunghezza
maggiori della distanza tra particelle. Per garantire l’uniformità su scale minori dob-
biamo vedere se il plasma equivalente è un liquido, ovvero se l’interazione coulombiana
è schermata dinamicamente (Debye screaning). Questo è quanto accade nel nostro
caso, caratterizzato dalla costante di accoppiamento adimensionale del plasma (2.28)
Γ = 2p2. Analisi numeriche mostrano che il plasma è un liquido per Γ < 140, quindi
nei casi di interesse per l’effetto Hall frazionario, 1 6 p 6 7, il plasma equivalente è
senza dubbio un liquido a densità uniforme.

Le simulazioni numeriche dimostrano che la funzione d’onda di Laughlin ha un’ot-
tima sovrapposizione con lo stato fondamentale del problema a più corpi ottenuto
anch’esso per via numerica in presenza d’interazione coulombiana ed anche altre inte-
razioni repulsive. In particolare la funzione d’onda di Laughlin è lo stato fondamentale
esatto del potenziale d’interazione a corto raggio, detto pseudo-potenziale di Haldane
[9]. Queste ed altre osservazioni permettono di concludere che la funzione d’onda di
Laughlin descrive in modo ottimale lo stato fondamentale del sistema nel caso frazio-
nario ν = 1/p.

Carica e statistica frazionaria delle eccitazioni

Un’eccitazione del liquido incomprimibile di Laughlin corrisponde a un vortice che
modifica localmente la densità. Infatti le fluttuazioni di densità, ovvero di carica,
sono schermate sulla lunghezza tipica del problema, la lunghezza magnetica lB. Il gap
corrisponde al costo di energia finito necessario per creare il vortice. Secondo la teoria
di Laughlin questo vortice, o quasi-buca, localizzata nel punto ξ è data dalla funzione
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d’onda

Ψp(ξ, {zi}, {z̄i}) = N
N∏
i=1

(zi − ξ)Ψp({zi}, {z̄i}), (2.32)

doveN è una costante di normalizzazione. Il termine aggiunto a fattore dell’espressione
dello stato fondamentale si comporta come una barriera centrifuga che allontana ogni
elettrone dal punto ξ, lasciando altrove lo stato fondamentale leggermente perturbato.

Riprendendo l’analogia col plasma equivalente troviamo che la funzione di proba-
bilità classica è data da

|Ψp(ξ, {zi}, {z̄i})|2 = exp
(
− β

(
V ({zi}, {z̄i})− 2p

∑
i

ln|zi − ξ|
))
. (2.33)

In questo caso gli elettroni, oltre a V ({zi}, {z̄i}) sentono un potenziale aggiuntivo pari
a −2p

∑
i ln|zi − ξ|. Tale potenziale è prodotto da una carica unitaria che si va ad

aggiungere alla densità di fondo nel punto ξ. Per mantenere la neutralità complessiva
del plasma, attorno alla carica unitaria nel punto ξ si dovrà accumulare una carica
uguale e opposta. Poichè nel plasma equivalente ogni particella ha carica p, si dovranno
accumulare 1/p elettroni per bilanciare l’eccitazione. La carica elettrica dell’eccitazione
è perciò frazionaria, q = e/p.

Osserviamo inoltre che la funzione d’onda di Laughlin per due quasi-buche, una
in ξ1 e l’altra in ξ2, comporta l’inserimento del fattore

∏N
i=1(zi − ξ1)(zi − ξ2), più un

fattore relativo (ξ1 − ξ2)1/p, ottenendo la funzione d’onda complessiva

Ψp(ξ1, ξ2, {zi}, {z̄i}) = N (ξ1 − ξ2)
1
p

N∏
i=1

(zi − ξ1)(zi − ξ2)Ψp({zi}, {z̄i}). (2.34)

Il fattore olomorfo con potenza frazionaria può essere parzialmente giustificato dalla
neutralità del plasma equivalente.

In generale, la statistica quantistica di un sistema di particelle identiche per lo
scambio di due di esse si ottiene effettuando la continuazione analitica nelle rispettive
coordinate z1, z2,

(z1 − z2)→ eiθ(z1 − z2), con θ ∈ [0, π]. (2.35)

Se prendiamo la funzione d’onda di Laughlin (2.26) per lo stato fondamentale del
FQHE, uno scambio di due elettroni implica

Ψp({zi}, {z̄i})→ eiπpΨp({zi}, {z̄i}) = −Ψp({zi}, {z̄i}). (2.36)

Questo risultato conferma che la funzione d’onda di Laughlin rispetta la statistica
fermionica degli elettroni per valori di p dispari. Nel caso della funzione d’onda di due
quasibuche (2.34), la fase accumulata dalla funzione d’onda per uno scambio delle due
coordinate è

Ψp(ξ1, ξ2, {zi}, {z̄i}) = e
iπ
p Ψp(ξ1, ξ2, {zi}, {z̄i}). (2.37)
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La statistica delle quasibuche del FQHE è perciò frazionaria

θ

π
=

1

p
=

1

3
,
1

5
, · · · , (2.38)

ovvero le quasibuche sono anioni. Vedremo meglio in seguito che l’introduzione del
termine nella (2.34) responsabile per la statistica frazionaria è giustificata dalla teoria
effettiva di Chern-Simons. L’ulteriore fase acquistata dalla funzione d’onda coincide
infatti con la fase di Aharonov-Bohm corrispondente al moto di due cariche nel campo
di gauge di Chern-Simons.

Costruzione gerarchica. Serie di Jain.

La serie di Jain con ν = m/(2mq ± 1), con m e q interi positivi, è un’altra serie di
plateau stabili della resistività Hall appartenenti al livello di Landau più basso. Una
caratterizzazione di questi stati è stata fornita da Jain mediante la teoria dei fermioni
composti [17]. In questa teoria si analizza l’effetto Hall intero di nuove particelle, dette
fermioni composti, elettroni ai quali sono accoppiati 2q quanti di flusso Φ0. Le nuove
particelle sono composte perchè dotate di carica e e 2q quanti di flusso, e fermioniche
perché il numero pari di flussi per ogni elettrone non ne cambia la statistica. Per
ν∗ = m le particelle composte, supposte debolmente interagenti, formano un fluido
incomprimibile riempiendo m livelli di Landau. Il flusso totale accoppiato al sistema
di densità ρ è 2qΦ0ρ e dovrà essere sottratto al flusso del campo B. Quindi il fluido
frazionario di elettroni in un campo magnetico B è messo in corrispondenza con un
fluido intero di fermioni composti in presenza di un campo magnetico B∗ = B−2qΦ0ρ.
Il filling fraction ν∗ = m dei fermioni composti è legato a quello degli elettroni da
ν = m/(2mq± 1). In base a questa costruzione dei fermioni composti, la teoria di Jain
fornisce la funzione d’onda dello stato fondamentale e per le eccitazioni del fluido, con
carica minima 1/(2q+ 1). L’esistenza di eccitazioni debolmente interagenti accoppiate
al campo ridotto B∗ è confermata da molti esperimenti.

2.4 Incomprimibilità e stati di bordo del fluido Hall

Il comportamento quantistico del fluido incomprimibile è evidente dalla forma smus-
sata della densità della goccia ai bordi del campione, Fig.(2.5), dove la probabilità di
occupazione non è nè zero nè uno. La densità di una goccia di liquido classico ha invece
un bordo netto a scalino. In [19] si evidenzia che nel limite Ne →∞ la densità quanti-
stica (2.25) assume un profilo classico. Infatti, nella coordinata riscalata w = z/

√
Ne,

la densità ha limite per Ne infinito pari a

lim
Ne→∞

ρe(|z| =
√
Ne|w|) =

ν

πl2B
Θ

(
1− |w|

2

l2B

)
, (2.39)
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Figura 2.6: Onde di bordo di una goccia incomprimibile generate delle trasformazioni che
soddisfano l’algebra w∞.

dove Θ è la funzione gradino. Se inoltre ricordiamo che la densità degli elettroni per un
campione di area A e filling fraction ν è legata alla lunghezza magnetica dalla relazione

ρe =
Ne

A
= ν

1

πl2B
, (2.40)

appare chiaro che non è possibile fare un limite semiclassico ~ → 0 con tutte le altre
quantità fissate. Per un dato campo magnetico B e filling fraction ν, il limite ~ → 0

implica la condizione Ne →∞, se il sistema deve avere un’area macroscopica finita A.
Lo studio di una goccia classica con profilo a gradino (2.39) mette in luce un altro

aspetto del fluido Hall [20] [21]. Se consideriamo deformazioni di questa goccia, la
densità non può cambiare localmente a causa dell’incomprimibilità. Il suo integrale
spaziale dà il numero di particelle Ne costante. Inoltre, essendo ρe = Ne/A, anche
l’area A occupata dal campione deve rimanere costante, ovvero le possibili deformazioni
della goccia hanno stessa area. Le configurazioni del fluido incomprimibile sono quindi
legate tra loro dalle riparametrizzazioni delle coordinate che conservano l’area (area
preserving diffeomorphisms).

I generatori di queste trasformazioni soddisfano l’algebra w∞ [24]. Si dimostra [21]
che applicando queste trasformazioni si ottengono le onde di bordo che deformano la
goccia incomprimibile Fig.(2.6). Queste osservazioni sono il punto di partenza per
lo studio [19], [20], [21], in cui è mostrata la possibilità di poter descrivere il siste-
ma Hall come un liquido quantistico incomprimibile con simmetria W1+∞, la versione
quantistica della simmetria w∞.

Nelle precedenti sezioni abbiamo studiato i livelli di Landau nel piano. Quando
però consideriamo una geometria finita, come un disco o un anello, la presenza di
un potenziale confinante V (|x|) al bordo modifica la struttura dei livelli di Landau
[15]. Gli autovalori dell’energia non sono più degeneri ma acquistano una dipendenza
approssimativamente lineare in l, il momento angolare riscalato al bordo, J = L+ l con
L = R2/2ν >> l, ed R il raggio del disco, Fig. (2.7). A causa dell’incomprimibilità, il
potenziale crea una superficie di Fermi lungo il bordo. Le onde di bordo sono eccitazioni
chirali a massa nulla con piccola energia E ' O(l/R) (chiral gapless edge excitations).
Le eccitazioni di bulk sono invece deformazioni localizzate della densità, con carica
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Figura 2.7: LLL nel disco. I livello di energia include il potenziale di confinamento V (R) ed
è approssimato linearmente al bordo R. La superficie di Fermi si realizza nello spazio delle
configurazioni lungo il bordo del campione.

qe/p, q ∈ Z, e con gap di energia dato dall’autointerazione coulombiana E ∼ O(e2/l).
Data la condizione di densità costante, la deformazione localizzata della densità del
bulk è compensata da un cambio di densità nel bordo, dove si crea un’eccitazione
carica.

E’ dovuta a Stone [40] [22] [23] la dimostrazione che i fermioni (2+1)-dimensionali
corrispondono a fermioni di Weyl (1+1)-dimensionali al bordo, che sono chirali, carichi
e relativistici, il cui mare di Dirac corrisponde a un livello di Landau completamente
pieno. Il risultato di Stone è ottenuto in [18] riprendendo il formalismo della seconda
quantizzazione Sez.(2.2) e inserendo gli effetti di bordo nell’hamiltoniana (2.20) tramite
un potenziale

∫
d2xV (x)ρ(x),

H =
1

2m

∫
d2x(DiΨ̂)†(DiΨ̂) +

∫
d2xV (x)ρ(x). (2.41)

Le eccitazioni nello spettro dell’hamiltoniana al bordo del campione, cioè per l ' L,
hanno una relazione di dispersione relativistica del tipo

εl '
v

R

(
l − L− µ

)
, (2.42)

dove la velocità v e il potenziale chimico µ sono parametri fenomenologici. La for-
mulazione relativistica della teoria in (1+1)-dimensioni è ottenuta prendendo il limite
termodinamico [18] R2 ∼ L→∞. Introducendo le variabili shiftate

el = εL+l, b̂j = âL+l, per l << L→∞, (2.43)

l’operatore di campo (2.21) valutato al bordo assume l’espressione

Ψ(Reiθ, t) =

(
2

πl2B

)1/4

exp
(
i
(
L+ µ

))
FR(θ, t), (2.44)

dove

FR(θ, t) =
+∞∑
j=−∞

b̂j√
2πR

exp
(
i
(
j − µ

)(
θ − vR

t

))
. (2.45)
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L’hamiltoniana del sistema (2.41) espressa in termini del campo FR(θ, t), nel limite
termodinamico assume la seguente espressione di bordo

HR =
v

2

∫ 2πR

0

F †R
(
− i∂x

)
FR + c.c, (2.46)

dove x = Rθ è la coordinata sul bordo. Le equazioni (2.45) e (2.46) sono il campo e
l’hamiltoniana di un fermione di Weyl che si muove alla velocità v sulla circonferenza di
lunghezza 2πR. L’espressione (2.45) mostra l’importanza del potenziale chimico µ per
le condizioni al contorno soddisfatte dal campo. Si ottiene la condizione di raccordo

FR(θ + 2π) = e−2πiµFR(θ), (2.47)

parametrizzata dalla parte frazionaria di µ. Le scelte più comuni in CFT sono a)
µ = 0, corrispondente alle condizioni periodiche di Ramond nel cerchio; b) µ = 1/2,
corrispondente alle condizioni antiperiodiche di Neveu-Schwarz nel cerchio.

2.5 Esperimenti sulla carica e statistica frazionaria

Misure della carica frazionaria attraverso lo shot noise

Figura 2.8: (a): setup dell’esperimento di misura della carica frazionaria. Il fluido è compresso
in un punto attraverso un potenziale statico VG. Il punto di contatto permette un effetto tunnel
tra i due bordi. (b): l’interferometro Fabry-Perot per lo studio della statistica frazionaria.
Mediante l’inserzione di due costrizioni R e L gli stati di bordo possono avvolgersi attorno
alle quasiparticelle nel bulk grazie al tunneling nelle costrizioni.

Discutiamo i punti fondamentali degli esperimenti di tunneling di eccitazioni di
bordo che hanno permesso di misurare la carica frazionaria delle eccitazioni [26] [27],
Fig.(2.8) (a). Queste eccitazioni sono chirali lungo un bordo e antichirali nel bordo
opposto e quindi sono non interagenti. In presenza di una costrizione locale del fluido è
possibile far interagire le eccitazioni sui due bordi mediante un termine reale nell’hamil-
toniana al punto di contatto, che introduce un effetto di tunneling tra i due bordi. In un
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regime di costrizione debole è dominante il tunneling delle quasiparticelle di carica più
bassa (interazione più rilevante). Questo processo è descritto da una statistica di tipo
poissoniano per eventi indipendenti, ovvero scorrelati tra loro. Inoltre a temperature
estremamente basse il rumore termico è soppresso, e rimane solo il rumore quantistico
(shot noise) dovuto alla natura granulare dei portatori di carica. Nalla statistica di
Poisson la varianza del numero di particelle che passano da un bordo all’altro è pro-
porzionale al valore medio: ne segue che la fluttuazione quadratica SI della corrente di
backscattering IB a frequenza nulla è legata alla corrente totale I dalla relazione

SI = 〈|δIB(ω)|2〉 |ω=0 = e∗I, (2.48)

che permette di determinare la carica e∗ delle eccitazioni, [28]. I risultati sperimentali
confermano la frazionalizzazione della carica e∗ = e/p negli stati Hall della serie di
Laughlin ν = 1/p, ed in numerosi stati della serie gerarchica di Jain, in accordo con
le teorie fenomenologiche e le predizioni delle teorie conformi descritte nei prossimi
capitoli.

Interferometri di Fabry-Perot e statistica frazionaria

Nel FQHE le eccitazioni cariche degli stati di bordo e di bulk sono anioni. La fase
accumulata dalla funzione d’onda per uno scambio di due eccitazioni, o per l’avvolgi-
mento di un’eccitazione attorno a un’altra può essere misurata usando l’interferometro
di Fabry-Perot [29], Fig.(2.8) (b). Le quasiparticelle che si muovono lungo il bordo
superiore e inferiore possono subire un effetto tunnel tra i due bordi in corrispondenza
sia della restrizione L che R, con ampiezze di tunneling tL e tR. La corrente di tun-
neling porta a delle fluttuazioni della conduttanza longitudinale σyy. La probabilità
che le eccitazioni di bordo si spostino dall’angolo in basso a sinistra all’angolo in altro
a sinistra misura l’avvolgimento tra le quasiparticelle Nqp nel bulk (σ nella figura) e
le quasiparticelle che si muovono sul bordo. Questa probabilità è data, all’ordine più
basso in tL e tR, dalla somma dei contributi dei due possibili cammini

σyy ∝ |tLUL + tRUR |Ψ〉 |2 = |tR|2 + |tL|2 + 2Re
(
e2iαt∗LtR 〈Ψ|Medge bulk |Ψ〉

)
, (2.49)

dove |Ψ〉 è lo stato della corrente al punto iniziale, e2iα è la fase abeliana di Aharonov-
Bohm dovuta al campo magnetico esterno e Medge bulk = U−1

L UR è l’operatore unitario
che rappresenta la statistica frazionaria tra le particelle di bordo e di bulk. Per tun-
neling deboli, l’effetto tunnel dominante è dato dalle quasiparticelle con carica frazio-
naria più piccola. Per stati della serie di Laughlin e di Jain, il termine di interferenza
corrispondente all’ultimo termine nella (2.49) è proporzionale a

2|t∗LtR|2 cos(2πν)

(
Φ

Φ0

−Nqp

)
. (2.50)
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Il primo contributo è la fase di Aharonov-Bohm del campo magnetico, mentre il se-
condo è la fase statistica (monodromia) della quasiparticella nel bordo attorno a Nqp

anioni nel bulk con carica νe. La carica delle quasiparticelle nel bordo può essere mi-
surata dalla modulazione di σyy in funzione di Φ. La statistica frazionaria è invece
ottenuta aumentando il numero di quasiparticelle nel bulk da Nqp → Nqp + 1. Prime
verifiche sperimentali di questo importantissimo risultato per la teoria dell’effetto Hall
quantistico sono state presentate negli ultimi due anni [30] [31].
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Capitolo 3

Teorie conformi del QHE e funzioni di
partizione

Il fluido Hall incomprimibile possiede eccitazioni di bassa energia O(1/R) situate al
bordo del sistema nelle geometrie realizzate sperimentalmente. A partire da Halperin
[15] si è cominciato a studiarne la dinamica. Abbiamo visto che queste eccitazioni
sono relativistiche (a massa nulla) e chirali in (1+1)-dimensioni. Nel Cap (1) abbiamo
evidenziato che una teoria (1 + 1)-dimensionale a massa nulla è invariante di scala
e possiede naturalmente la simmetria conforme infinito dimensionale dell’algebra di
Virasoro. La teoria effettiva di bassa energia (grandi distanze) delle eccitazioni di
bordo è quindi una CFT (1 + 1)-dimensionale. Nel caso più semplice si tratta della
teoria con corrente U(1) e carica centrale c = 1 che descrive i plateau di Laughlin con
conducibilità σH = (e2/h)ν, ν = 1, 1/3, 1/5 · · · .

Più in generale le teorie conformi utilizzate nell’effetto Hall quantistico sono caratte-
rizzate da numeri quantici che assumono sempre valori razionali, ovvero appartengono
alla classe razionale RCFT (rational conformal field theory). Dal punto di vista ma-
tematico queste teorie contengono un numero finito di rappresentazioni dell’algebra di
simmetria chirale, cioè l’algebra di Virasoro estesa da altri generatori come la corrente
U(1).

La funzione di partizione della teoria definita nella geometria di un toro spazio-
temporale S1 × S1 ha una funzione molto importante perchè serve per definire la
RCFT: essa contiene tutti gli stati presenti nello spazio di Hilbert, organizzati in settori
corrispondenti alle rappresentazioni dell’algebra di simmetria estesa.

La teoria conforme (1+1)-dimensionale di bordo è equivalente alla teoria topologica
di Chern-Simons definita per l’intero sistema (2 + 1)-dimensionale [32], [33]. Oltre alle
eccitazioni di bordo la teoria topologica descrive le eccitazioni di bulk statiche. La fisica
di bassa energia del QHE è quindi descritta in termini di quasiparticelle statiche nel
bulk e di eccitazioni dinamiche al bordo del sistema. Questa connessione bulk-boundary
è valida in generale: Witten [34] [35] ha dimostrato che ogni RCFT è associata a una
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teoria di Chern-Simons, e che la funzione di partizione del toro della prima teoria
corrisponde alla funzione d’onda per la seconda teoria nella varietà S1 × S1 ×R, dove
R è l’asse temporale.

Nel seguito discutiamo le proprietà principali della teoria topologica di CS, con-
centradosi poi sulla simmetria conforme che caratterizza le eccitazioni di bordo e la
costruzione delle funzioni di partizione invarianti modulari.

3.1 Aspetti generali della teoria di Chern-Simons

Un sistema di particelle cariche può essere descritto da una corrente di materia conser-
vata Jµ [37]. In due dimensioni spaziali questa corrente è duale a un campo di gauge aµ
(differente dal campo elettromagnetico esterno), Jµ = 1

2π
εµνλ∂

νaλ, con aµ ∼ aµ + ∂µχ.
Nell’approccio idrodinamico del fluido Hall, Jµ è la densità di corrente che descrive
i gradi di libertà a bassa energia: la fluttuazione δJµ indotta da una variazione del
campo elettromagnetico δAλ deve soddisfare l’equazione:

− eδJµ = −σxyεµνλ∂νδAλ = −νe
2

2π
εµνλ∂νδAλ, (3.1)

per riprodurre la conducibilità Hall a riempimento ν = 1/p, con p = 1, 3, 5 · · · . (Usiamo
B < 0 in modo che −eB > 0, e ~ = c = 1).

La teoria gauge invariante di Chern-Simons, con azione

S =

∫
d2xdt

(
− p

4π
εµνλaµ∂νaλ +

e

2π
εµνλAµ∂νaλ

)
, (3.2)

riproduce la (3.1) dalla variazione canonica dell’azione efficace

Jµ = −δΓ[Aµ]

δAµ
, (3.3)

dove Γ[Aµ] è ottenuta integrando il campo aµ nella (3.2) mediante l’uso delle equazioni
del moto. Osserviamo che il termine di Chern-Simons in (2 + 1)-dimensioni è più
rilevante, nel senso del gruppo di rinormalizzazione, del termine di Maxwell, e viola la
simmetria di parità e di inversione temporale come accade nel QHE per la presenza del
campo magnetico B.

L’azione (3.2) descrive la risposta lineare dello stato fondamentale a un campo
elettromagnetico esterno. Per avere una descrizione completa dobbiamo discutere le
eccitazioni della teoria effettiva. In particolare dobbiamo assicurarci che questa teoria
contenga delle eccitazioni con gli stessi numeri quantici degli elettroni. Introduciamo
perciò una sorgente statica che possiede una carica l rispetto al campo aµ nel punto x0

[37] [38]. L’azione di Chern-Simons diventa:

S =

∫
d2xdt

(
− p

4π
εµνλaµ∂νaλ +

e

2π
εµνλAµ∂νaλ + la0δ(x− x0)

)
. (3.4)

42



Risolvendo le equazioni del moto troviamo

J0 = − eB
2πp

+
l

p
δ(x− x0), (3.5)

dove il primo termine coincide con la (3.1), mentre il secondo corrisponde all’aumento
nella densità elettronica associato all’eccitazione. L’Eq.(3.5) mostra che l’eccitazione
inserita nel punto x0 ha carica elettrica Q = −el/p, e l/p unità di flusso del cam-
po aµ. Per due eccitazioni con cariche l1 e l2, a causa dell’effetto Aharonov-Bohm,
l’avvolgimento di un’eccitazione attorno all’altra introduce una fase non banale

θ =
2π

p
× l1 × l2. (3.6)

Questo è l’effetto topologico introdotto dal campo di Chern-Simons. Nel caso di
eccitazioni identiche, con l1 = l2 = l, uno scambio delle due comporta la fase

θ = π
l2

p
. (3.7)

La verifica che la teoria di Chern-Simons contenga delle eccitazioni con carica e sta-
tistica fermionica è fatta osservando che un elettrone di carica q = −e corrisponde
a particelle che hanno carica p rispetto ad aµ. Poichè p è dispari, la fase statistica
accumulata per lo scambio di due elettroni è, secondo la (3.7), exp(iπp) = −1. Questa
identificazione permette di determinare la carica e la statistica frazionaria delle eccita-
zioni osservando che l’avvolgimento di un elettrone attorno a un’eccitazione con carica
l dà la fase θ = 2πl. La regolarità della funzione d’onda fermionica impone che la
carica l ∈ Z. La teoria di Chern-Simons contiene perciò, per p fissato, eccitazioni di
carica positiva e negativa, il cui minimo valore è Q = ±e/p, corrispondente a l = ±1.
La statistica corrispondente allo scambio di due quasiparticelle è data invece dalla fase
θ = π/p, confermando che questi sono anioni.

La generalizzazione a N fluidi [38] è determinata introducendo un vettore di campi
statistici aIµ, I = 1 · · · , N , accoppiati tra loro mediante una matrice di interi KIJ e a
una corrente esterna non dinamica jIµ. Si ottiene l’azione

S =

∫
d2xdt

(
− 1

4π
KIJaIµ∂νaJλε

µνλ +
e

2π
AµtI∂νaIλε

µνλ + lIaIµjIµ
)
, (3.8)

dove Aµ è il campo elettromagnetico esterno e tI è il vettore delle cariche dei campi
aIµ. Nel caso generale il filling fraction, la carica e la statistica delle quasiparticelle è
data dalle seguenti relazioni

ν =
∑
I,J

tIK
−1
IJ tJ , q =

∑
I,J

tIK
−1
IJ lJ , θ = π

∑
I,J

lJK
−1
IJ lJ . (3.9)

I parametri (N, tI , lI , KIJ) dipendono dal fluido topologico considerato. Abbiamo visto
che la serie di Laughlin corrisponde al caso N = t = 1 e K = p. La serie di Jain
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è data da N campi di gauge identici tra loro e matrice KIJ = ±δI,J + 2sCIJ , con
CIJ = 1, tI = 1, ∀I, J = 1, · · · , N .

La teoria di Chern-Simons è una teoria topologica e come tale la sua hamiltoniana
è nulla. L’azione (3.2) non introduce nessun grado di libertà che si propaga nello spazio
(2 + 1)-dimensionale, descrivendo soltanto gli effetti topologici. Quando la teoria di
Chern-Simons è definita in uno spazio con bordo si manifestano anche delle eccitazioni
di bordo, in accordo con la fisica del fluido incomprimibile descritta nel precedente
capitolo. Un modo per collegare la teoria di Chern-Simons con la teoria conforme
sul bordo è attraverso l’invarianza di gauge. In presenza del bordo l’azione di Chern-
Simons non è più gauge invariante e la necessità di recuperarla impone l’introduzione
di gradi di libertà sul bordo [38] [39] [40]. Nel caso della teoria ad una componente
(3.2) la CFT con c = 1 è descritta dall’azione di Floreanini-Jackiw di un bosone chirale
neutro che si muove sul bordo con velocità v [41],

S = − p

4π

∫
dxdt

(
∂t + v∂x

)
φ∂xφ, (3.10)

la cui quantizzazione è discussa in [18].

3.2 CFT del fermione di Weyl e spettro IQHE

Riprendiamo la teoria del fermione di Weyl introdotta nel capitolo precedente. Questa
è definita nel cilindro minkowskiano (Rθ, t), composto dal cerchio e dalla coordinata
temporale. Se passiamo al tempo euclideo con la trasformazione t = −iτ , il piano
spazio-temporale conforme è definito dalla la coordinata complessa η,

η = exp
(

1

R

(
vτ + iRθ

))
, Argη = Argz, (3.11)

dove z parametrizza l’originale piano in cui si trovano gli elettroni. Nella variabile η,
l’operatore di campo è antiolomorfo, e le espressioni per l’operatore e il suo hermitiano
coniugato sono:

FR(η̄) =
η1/2

√
2πR

F (η̄), F (η̄) =
∞∑

j=−∞

b̂j η̄
−j+µ−1/2, (3.12)

F †R(η̄) =
η1/2

√
2πR

F †(η̄), F †(η̄) =
∞∑

j=−∞

b̂†j η̄
j−µ−1/2, (3.13)

dove abbiamo isolato gli operatori F (η̄) e F †(η̄) nella notazione del Cap.(2). Le equa-
zioni del moto adesso coincidono con le condizioni di analiticità ∂ηF = ∂η̄F

† = 0, e
l’hamiltoniana HR e la densità di corrente ρR sono anch’esse chirali

ρR = F †RFR, (3.14)

HR =
1

i

∮
dη̄HR(η̄), HR(η̄) =

v

2

(
∂η̄F

†
RFR − F

†∂η̄F
)
. (3.15)
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Definiamo le cariche ρn e Ln, e esprimiamole in termini degli operatori di creazione
e distruzione usando l’espansione dei campi (3.12),

ρn ≡
R

i

∮
dη̄ρR(η̄)η̄n−1 =

∞∑
k=−∞

b̂†k−nb̂k, (3.16)

Ln ≡
R

iv

∮
dηHR(η̄)η̄n =

∞∑
k=−∞

(
k − n

2
− µ

)
b̂†k−nb̂k. (3.17)

Tali cariche generano, rispettivamente, le trasformazioni locali di gauge e conformi. Le
trasformazioni globali sono generate da ρ0, operatore totale di carica, e {L−1, L0, L1},
dove L0 è l’hamiltoniana CFT adimensionale legata a quella sul bordo da HR =

v/R
(
L0 − 1/24

)
. Nella notazione introdotta al Cap.(2), Eq.(2.43), il primo livello

di Landau completamente pieno |Ω〉, definito da

b̂k |Ω〉 = 0, k > 0, (3.18)

b̂†k |Ω〉 = 0, k 6 0, (3.19)

corrisponde al mare di Dirac per la teoria relativistica delle eccitazioni di bordo. La
prescrizione di ordinamento normale è ottenuta posizionando gli operatori di distruzio-
ne b̂k(k > 0) e b̂†k(k 6 0) alla destra degli operatori di creazione b̂k(k 6 0) e b̂†k(k > 0).
Dalle regole di commutazione delle cariche ρn e Ln otteniamo l’algebra chirale della
teoria conforme

[ρn, ρm] = nδn+m,

[Ln, ρm] = −mρn+m, (3.20)

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m −
1

12
(n3 − n)δn+m,0.

Questa contiene l’algebra affine Û(1) dei generatori ρn delle trasformazioni di gauge
locali e l’algebra di Virasoro dei generatori Ln. La carica centrale è c = 1, com’è noto
per un fermione di Weyl. Le proprietà dello stato fondamentale ottenute dalle (3.20)
sono

Ln |Ω, µ〉 = 0, ρn |Ω, µ〉 = 0, n > 0, (3.21)

L0 |Ω, µ〉 =
(1

8
+

1

2

(
µ2 − µ

))
|Ω, µ〉 , ρ0 |Ω, µ〉 =

(1

2
− µ

)
|Ω, µ〉 , (3.22)

da cui vediamo che nel limite termodinamico il livello di Landau completamente pieno è
uno stato di massimo peso della teoria chirale c = 1, con caricaQ0 = 1

2
−µ, e dimensione

conforme h0 = 1
8

+ 1
2
(µ2 − µ)). Il contenuto operatoriale è determinato dalla funzione

di gran partizione del fermione di Weyl sul toro compattificando il tempo euclideo [18]

Z(q, w) =
1

η(q)

∞∑
k=−∞

q(k+1/2−µ)2/2wk+1/2−µ, (3.23)
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dove la η(q) è la funzione di Dedekind, q = exp(−vT/R), T è il periodo di tempo
euclideo e w è la fugacità. La funzione di partizione contiene due fattori base. Il fattore
1/η(q) rappresenta il contributo delle eccitazioni neutre particella-lacuna alla superficie
di Fermi. Il secondo fattore è una somma su tutti i settori carichi, le eccitazioni di quasi-
buca e quasi-particella, che sono in corrispondenza uno a uno con i campi primari
Vhn,Qn . Gli esponenti di q e di w danno rispettivamente le loro dimensioni conformi e
cariche

hn =
1

2

(
n+

1

2
− µ

)2
, (3.24)

Qn = n+
1

2
− µ. (3.25)

Essendo Qn la carica elettrica, la neutralità dello stato fondamentale impone

µ =
1

2
. (3.26)

Per il fermione di Weyl della CFT c = 1 di bordo scegliamo cioè le condizioni al con-
torno di Neveu-Schwarz. Lo stato fondamentale |Ω〉 = |Ω, µ = 1/2〉 è quindi SL(2,C)

invariante poichè è annichilato da tutti e tre i generatori delle trasformazioni conformi
globali. Con questa scelta le dimensioni conformi e le cariche dei campi fondamentali
diventano

hn =
n2

2
, Qn = n, (3.27)

e ogni campo fondamentale può essere ottenuto dall’OPE dei due campi base V1/2,−1 =

F e V1/2,1 = F †.

3.3 L’anomalia chirale

Figura 3.1: Inserzione adiabatica di un quanto di flusso nella geometria anulare. Il flusso
variabile nel tempo genera un campo elettrico all’interno dell’anello che causa uno spostamento
di carica da un bordo all’altra.

Mostriamo che la CFT chirale riproduce la corrente Hall nella geometria dell’anello.
In questa geometria abbiamo una CFT chirale sul bordo esterno e una antichirale su
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quello interno Fig.(3.1). Introduciamo nell’anello un tubo di flusso che si aggiunge al
campo magnetico B, dato da

δB = 2πΦ0δ
(2)(x), (3.28)

e che nella geometria anulare può essere descritto attraverso la gauge

δAi = −εijΦ0
xi
|x|2

. (3.29)

Se il flusso inserito varia nel tempo si genera un campo elettrico trasverso Ei = −∂Ai/∂t
come in Fig.(3.1), che corrisponde a un campo elettrico uniforme (1 + 1)-dimensionale

E = −∂δAx
∂t

=
Φ̇0

R
, (3.30)

che si accoppia [18] al fermione di Weyl ai bordi dell’anello. La teoria presenta un’ano-
malia chirale, cioè la carica elettrica non è conservata al bordo. Per ottenerla possiamo
fare una trasformazione di gauge in modo da eliminare il termine di potenziale vettore,
δAi = 0, ed introdurre il potenziale scalare δA0 = −Φ0x/R nell’hamiltoniana del bordo
esterno, ad esempio,

HR =
v

2

∫ 2πR

0

F †R
(
− i∂x

)
FR + c.c.+

∫ 2πR

0

dxeδA0ρR. (3.31)

L’equazione di Heisenberg

i
dρR
dt

= [ρR, HR], (3.32)

permette di calcolare la variazione della densità di carica ρR. Usando l’algebra chirale
(3.20) otteniamo l’equazione dell’anomalia(

∂

∂t
+ v

∂

∂x

)
ρR = − e

2π
Ex. (3.33)

Questa equazione esprime il tasso di produzione di carica che viene pompata fuori
dal mare di Dirac, ovvero fuori dalla goccia di fluido quantistico. Una corrispondente
espressione, di segno opposto, esprime l’anomalia chirale della teoria conforme sul bordo
interno. L’anomalia chirale è quindi l’espressione della corrente Hall nella descrizione
della CFT sul bordo attraverso. Notiamo che la teoria globale (2+1)-dimensionale non
è affetta da anomalie perchè la carica che esce dal bordo esterno dell’anello è uguale a
quella che entra in quello interno.

3.4 CFT del bosone chirale e spettro FQHE

E’ noto che un fermione di Weyl è equivalente a un bosone chirale [42]: infatti le due
teorie danno due rappresentazioni equivalenti dell’algebra chirale (3.20) [18]. La teoria
del bosone chirale (3.10) risulta più conveniente perchè rappresenta altre CFT con
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c = 1, che corrispondono a fermioni interagenti e permette di descrivere il FQHE. Come
accennato nel Cap.(2) lo stato fondamentale di Laughlin con ν = 1/p, è incomprimibile
e dotato della simmetria W1+∞. La simmetria posseduta dal fluido, formulata nella
teoria conforme al bordo, permette di dimostrare che la CFT corrispondente è data dal
bosone chirale.

I campi primari della teoria bosonica sono gli operatori di vertice di Fubini-Veneziano

Vβ(η̄) =: eiβφ(η̄) :, (3.34)

che hanno dimensioni conformi hn = n2/2p e carica Qn = n/p, dove n ∈ Z e p è la
costante dell’azione bosonica. Nel caso p = 1 il contenuto operatoriale della teoria
bosonica coincide con quello della teoria fermionica (3.27). In particolare i campi
fermionici sono espressi dagli operatori di vertice bosonici V±1, con F = V−1 e F † = V1.
La densità di carica nel cilindro ρR =: F †RFR : è espressa attraverso il campo bosonico
da

ρR = − 1

2π
∂xφ. (3.35)

In presenza di un campo elettromagnetico esterno, la teoria presenta un’anomalia
chirale [18] (

∂

∂t
+ v

∂

∂x

)(
− 1

2π
∂xφ

)
= − e

2πp
Ex. (3.36)

Data l’identificazione della corrente Hall con l’anomalia chirale della CFT, otteniamo
il filling fraction

ν =
1

p
. (3.37)

Le eccitazioni dello stato incomprimibile, con ν = 1/p, sono associate ai campi primari
dati dagli operatori di vertice e hanno carica frazionaria e dimensioni conformi dati
dalle seguenti relazioni

Qn =
n

p
, hn =

n2

2p
, n ∈ Z. (3.38)

Il valore di aspettazione sul vuoto di due operatori di vertice dà la statistica frazionaria
per lo scambio di due eccitazioni nei punti z1, z2 del piano

θn =
n2

p
. (3.39)

Poichè p è dispari la teoria contiene l’eccitazione Vp con i numeri quantici Q = 1 e
θ = 1 di un elettrone. Questi risultati riproducono la teoria di Laughlin confermando
la sua origine nelle simmetrie nella teoria di campo effettiva a bassa energia.
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3.5 Funzioni di partizione per teorie abeliane c = 1

dei plateau di Laughlin

3.5.1 Geometria dell’anello

Nel Cap.(1) abbiamo visto che lo spazio di Hilbert di una RCFT è composto da un
numero finito di rappresentazioni dell’algebra di simmetria chirale massimamente este-
sa, contenente l’algebra di Virasoro [3]; queste rappresentazioni sono elencate nella
funzione di partizione della geometria del toro [34] [35].

Nel QHE possiamo considerare la geometria dell’anello spaziale con il tempo eucli-
deo compattificato di periodo β, l’inverso della temperatura, Fig.(3.1): la topologia di
questa varietà spazio-temporale è M = S1 × S1 × I, dove I è l’intervallo finito della
coordinata radiale. La funzione di partizione delle eccitazioni di bordo è definita nel
bordo ∂M, corrispondendo a due copie del toro spazio-temporale. Le eccitazioni sono
onde chirali nel bordo esterno (R) e antichirali in quello interno (L), che nell’approc-
cio RCFT corrispondono a due componenti dell’algebra affine, una olomorfa e l’altra
antiolomorfa, il cui spettro CFT per i plateau di Laughlin è dato dalle (3.37)-(3.39).
L’autovalore hn di L0 dà lo spin frazionario che è la metà della statistica frazionaria
θ/π delle eccitazioni. Ogni coppia di valori di (Q,L0) identifica una rappresentazione
di massimo peso dell’algebra affine Û(1), che contiene una torre di eccitazioni neutre
con numeri quantici (Q,L0 + k), k > 0 intero, cioè le eccitazioni buca-particella.

La funzione di gran-partizione nell’anello di coordinate (ϕ, tE, r) con r ∈ I =

[RL, RR] e tE = tE + β, ϕ = ϕ+ 2π è scritta nella notazione del Cap.(1)

Zanello = K Tr
[
e2πi
(
τ
(
LR0 −c/24

)
−τ̄
(
LL0−c/24

)
+ζQR+ζ̄QL

)]
, (3.40)

dove la traccia è su tutti gli stati dello spazio di Hilbert, K una costante di norma-
lizzazione da fissare e (τ, ζ) ∈ C. L’hamiltoniana totale e lo spin delle eccitazioni
sono

H =
vR
R

(
LR0 −

c

24

)
+
vL
R

(
LL0 −

c

24

)
+V0

(
QR−QL

)
+ const, J = LR0 −LL0 , (3.41)

in particolare consideriamo un’hamiltoniana simmetrica per i due bordi, aggiustando le
velocità di propagazione delle eccitazioni, vL/RL = vR/RR. Le parti reali e immaginarie
di τ sono rispettivamente date dalla “torsione” η e dall’inverso della temperatura β,
moltiplicate per la velocità di Fermi v. Il parametro ζ è proporzionale al potenziale
chimico µ e alla differenza di potenziale elettrico tra i due bordi V0 come segue:

2πiτ = −β (v + iη)

R
, 2πiζ = −β(V0 + iµ). (3.42)

Come usuale nelle RCFT, possiamo dividere la traccia in (3.40) nella somma sulle
coppie delle rappresentazioni Û(1), una per ogni bordo, e quindi sommare sugli stati
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all’interno di ogni rappresentazione. Quest’ultimo dà il carattere Û(1)

Ch(Q,L0) = Tr|Û(1)

[
e2πi
(
τ
(
L0−c/24

)
+ζQ
)]

=
qL0w

Q

η(q)
, (3.43)

dove η(q) è la funzione di Dedekind, q = e2πiτ e w = e2πiζ . Ogni CFT con c > 1 contiene
un infinità di rappresentazioni di Virasoro e Û(1), quindi dobbiamo raggruppare i
caratteri Û(1) in caratteri Kλ(τ, ζ) di un’algebra estesa ottenendo una decomposizione
finito-dimensionale

Zanello =
∑
λ,µ

Nλ,µKλK̄
c
µ. (3.44)

In questa espressione, la barra denota la coniugazione complessa, e c la coniugazione
di carica che agisce come: Q → −Q. Le eccitazioni esterne (interne) sono descritte
da Kλ(K̄

c
µ). I coefficienti Nλ,µ sono le molteplicità delle eccitazioni da determinare

imponendo l’invarianza modulare.

3.5.2 Condizioni di invarianza modulare

La funzione di partizione descrive i gradi di libertà che vivono ai bordi dell’anello,
che contengono eccitazioni cariche (anioniche) e neutre. Queste eccitazioni soddisfano
alcune condizioni affinchè le eccitazioni globali, accoppiate tra i due bordi, abbiano
proprietà fermioniche. La funzione di partizione deve quindi soddisfare quattro sim-
metrie modulari: S, T 2, U, V . Analizziamole in dettaglio (le prime due sono state già
discusse in Sez.(1.3)).

• S: E’ uno dei generatori delle trasformazioni modulari. L’invarianza modulare è
la richiesta che la teoria non dipenda dallo specifico insieme di coordinate usato
per descrivere il toro. Dal punto di vista fisico, corrisponde ad una richiesta di
completezza dello spettro della teoria [43]. Abbiamo:

S : Z
(
− 1

τ
,−ζ

τ

)
= Z(τ, ζ). (3.45)

• T 2: Le eccitazioni anioniche si devono combinare tra loro per formare stati globali
di natura fermionica con spin intero o semintero, 2(LR0 −LL0 ) ∈ Z. A livello della
funzione di partizione questa condizione è realizzata dalla simmetria,

T 2 : Z(τ + 2, ζ) = Tr
[
· · · e2πi2(LR0 −LL0 )

]
= Z(τ, ζ). (3.46)

Notiamo che l’invarianza sotto l’altro generatore T del gruppo modulare Γ impli-
cherebbe solo eccitazioni con spin intero, quindi in sistemi con eccitazioni elettro-
niche come il FQHE non può essere imposta. Abbiamo quindi invarianza sotto il
sottogruppo Γθ ⊂ Γ che è generato da S e T 2.
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• U : Unitamente alla condizione globale sulla statistica, la carica globale delle
eccitazioni deve essere un intero, QL+QR ∈ Z. Questo corrisponde alla condizione

U : Z(τ, ζ + 1) = Tr
[
· · · e2πi(QR+QL)

]
= Z(τ, ζ). (3.47)

Quindi, le eccitazioni di carica frazionaria in un bordo devono accoppiarsi con
quelle complementari nell’altro bordo. Consideriamo, per esempio, un sistema
con ν = 1/3 e aggiungiamo un elettrone: questo può dividersi in coppie di
eccitazioni con (QL, QR) = (1/3, 2/3), (0, 1), (2/3, 1/3), (1, 0).

• V : Il potenziale ai bordi può essere variato aggiungendo un flusso magnetico
localizzato all’interno dell’anello, come osservato da Laughlin [13] [25] e mostra-
to nel capitolo precedente. L’aggiunta adiabatica di un quanto di flusso è una
trasformazione di gauge dell’hamiltoniana e quindi deve corrispondere ad una
simmetria dello spettro. Questa trasformazione è chiamata flusso spettrale, per-
chè consiste nel trasformare ogni autostato in un altro all’interno della stressa
teoria. L’aggiunta di un flusso corrisponde a V0 → V0 + 1/R, ovvero ζ → ζ + τ .
L’invarianza della funzione di partizione è espressa da

V : Z(τ, ζ + τ) = Z(τ, ζ). (3.48)

Risolviamo queste condizioni per la teoria c = 1 [43]. Usando la condizione U possiamo
prima raccogliere le rappresentazioni Û(1) su un bordo che hanno cariche QR = λ/p+Z,
corrispondente ad aggiungere un numero intero di elettroni ad un’eccitazione anionica,
e quindi combinarle con le corrispondenti somme nell’altro bordo. Le dimensioni di
Virasoro sono date dall Eq.(3.38). L’unità di carica 1/p è legata alla normalizzazione
di ζ. La somma sui caratteri Û(1) che hanno cariche spaziate per intero dà il carattere
Kλ, una funzione theta di Jacobi con caratteristica razionale Θ[ab] [44]:

Kλ

(
τ, ζ
)

= exp
(
− π

p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)
Θ
[
λ/p
0

](
ζ|pτ

)

= exp
(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

exp
(

2πi

[
τ

2p
(pk + λ)2 +

ζ

p
(pk + λ)

])
,

(3.49)
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dove λ = 1, 2, · · · , p. Il prefattore non analitico sarà spiegato successivamente. Le
trasformazioni T 2, S, U, V di questi caratteri generalizzati sono

T 2 : Kλ(τ + 2, ζ) = exp
(

2πi

(
λ2

p
− 1

12

))
Kλ(τ, ζ), (3.50)

S : Kλ(−
1

τ
,
−ζ
τ

) =

exp
(
iπ
p
Re
(
ζ2

τ

))
√
p

p−1∑
λ′=0

exp
(

2πi
λλ′

p

)
Kλ′(τ, ζ), (3.51)

U : Kλ(τ, ζ + 1) = exp
(

2πi
λ

p

)
Kλ(τ, ζ), (3.52)

V : Kλ(τ, ζ + τ) = exp
(
− 2πi

1

p

(
Re

τ

2
+Reζ

))
Kλ+1(τ, ζ). (3.53)

Notiamo che la trasformazione S si dimostra utilizzando la formula di risommazione
di Poisson per trasformate di Fourier discrete [3]. Queste trasformazioni mostrano
che i caratteri Kλ danno una rappresentazione unitaria finito-dimensionale del gruppo
modulare Γθ, che è proiettiva per ζ 6= 0.

La stessa somma sulle rappresentazioni Û(1) per l’altro bordo è data da K̄c
µ che

contiene le cariche QL = −µ/p+ Z. La condizione U applicata a Z nella forma (3.47)
richiede che le cariche di destra e sinistra soddisfino la condizione λ = µ mod p.
Otteniamo infine la funzione di partizione

Zanello =

p−1∑
λ=0

KλK̄
c
λ, (3.54)

che soddisfa anche le condizione (S, T 2, V ) e quindi è invariante modulare. Questa è la
funzione di partizione per le teorie di bordo c = 1: la molteplicità delle rappresentazioni
è Nλ,µ = δ

(p)
λ,µ, e i due parametri liberi p, ζ sono determinati dalle seguenti condizioni

fisiche:

• La normalizzazione di ζ, cioè dell’unità di carica, è determinata osservando che
tra le trasformazioni, V è l’unica sensibile al riscalamento ζ → aζ, con a intero.
Fissiamo a = 1 richiedendo che il minimo flusso spettrale ζ → ζ + τ porti da
un bordo all’altro dell’anello la minima quantità di carica frazionaria, Kλ(ζ +

τ) → Kλ+1(ζ). Poichè la quantità di carica spostata per unità di flusso misura
la conducibilità Hall, concludiamo che (3.54) descrive l’effetto Hall a ν = 1/p.
All’interno dello spettro descritto dalla (3.54) gli stati elettronici hanno carica e
statistica dispari, 2J = 1 mod 2.

• E’ semplice verificare che tutte le eccitazioni hanno monodromia intera rispetto
agli elettroni

hp + hn − hp+n ∈ Z, (3.55)

utilizzando le dimensioni (3.38) per l’elettrone e per una generica eccitazione.

52



Infine discutiamo il prefattore non olomorfo del carattere (3.49). Si tratta di un termine
costante nell’hamiltoniana (3.41), modulato in modo appropriato per avere lo spettro

EnL,nR =
1

R

1

2p

[(
nR +RV0

)2
+
(
nL −RV0

)2]
, (3.56)

il cui minimo è indipendente dal valore di V0. Questo è necessario per l’invarianza di
Z sotto il flusso spettrale, e corrisponde all’aggiunta di un’energia capacitiva uguale a
Ec = RV 2

0 /2p, [35] [36].
Una forma più esplicita della funzione di partizione (3.54) è

Z =
e−

2π(Imζ)2

pImτ

|η|2
p−1∑
λ=0

∑
k,k̄∈Z

q
(pk+λ)2

2p q̄
(pk̄+λ)2

2p w
pk+λ
p w̄

pk̄+λ
p . (3.57)

Questa espressione (per w = 1) non coincide con la funzione di partizione di un campo
bosonico reale compattificato in un cerchio razionale di raggio Rc = r/2s [3].

ZB =
1

|η|2
∑
n,m

q
1
2

(
n

2Rc
+mRc

)2

q̄
1
2

(
n

2Rc
−mRc

)2

. (3.58)

Infatti Z e ZB sarebbero uguali per Rc = 1/p, che richiederebbe p pari. Quindi, la
RCFT dei plateau di Laughlin è una modifica dispari del bosone compattificato.

3.6 Funzioni di partizione per gli stati gerarchici

La generalizzazione a più componenti della teoria Abeliana della precedente sezione si
ottiene come segue [43]: si assume che il fluido di elettroni abbia m bordi indipendenti,
come nel caso della teoria di Chern-Simons discussa in precedenza, ottenendo comples-

sivamente un’algebra affine Û(1)

⊗
m

. Le sue rappresentazioni sono etichettate da un
vettore ra, a = 1, · · · ,m, che genera un reticolom−dimensionale, r =

∑
i v

(i)ni, ni ∈ Z
come richiesto dalla compatibilità delle regole di fusione abeliane, corrispondenti alla
conservazione delle m cariche. La carica è un funzionale lineare di r e la dimensione di
Virasoro è una forma quadratica, entrambe parametrizzate dalla metrica del reticolo,
K−1
ij = v(i) · v(j). Lo spettro più generale della costruzione gerarchica è quindi

Q =
m∑

i,j=1

tiK
−1
ij nj, L0 =

1

2

m∑
i,j=1

niK
−1
ij nj, ν =

m∑
i,j=1

tiKijtj. (3.59)

In queste espressioni K è una matrice arbitraria simmetrica con elementi interi, dispari
nella diagonale, dovuto alla richiesta che lo spettro contenga m eccitazioni di tipo
elettronico, e ti = 1,∀i = 1, · · · ,m espresse nella base standard [45]. Tra gli stati
gerarchici più stabili ci sono quelli di Jain, corrispondenti alla matriceKij = ±δij+sCij,
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dove s > 0 è un intero pari e Cij = 1,∀i, j = 1, · · ·m [45]. Con queste scelte lo spettro
di Jain è

Q =
1

ms± 1

m∑
i=1

ni, L0 = ±1

2

( m∑
i=1

n2
i −

s

ms± 1

( m∑
i=1

ni
)2
)
, ν =

m

ms± 1
. (3.60)

Tralasciamo il segno meno, corrispondente a eccitazioni neutre antichirali [43]. Lo
spettro (3.60) è particolare poichè contiene m(m− 1) stati neutri con dimensione uno,
(Q,L0) = (0, 1). Utilizzando una costruzione con campi bosonici, è possibile mostrare
che queste sono correnti chirali Jβ, associate alle radici semplici di SU(m), che generano
l’algebra affine Û(1)⊗ ŜU(m)1 con c = m [45] [46].

La funzione di partizione nell’anello per il caso multicomponente è ottenuta in [43].
Rivediamo le loro espressioni, prima per una matrice K generica e poi per il caso di
Jain. In conseguenza alla condizione U , si collezionano i settori con cariche spaziate di
un intero nello spettro (3.59). Queste sono date da n = K` + λ, ` ∈ Zm. Poichè K è
una matrice di interi c’è un numero finito di valori di λ, cioè dei settori della RCFT,
che appartengono al quoziente tra il reticolo n e quello `

λ ∈ Zm

KZm
. (3.61)

I caratteri Û(1) in ogni settore si sommano per dare la generalizzazionem−dimensionale
delle funzioni theta (3.49) :

Kλ(τ, ζ) = exp
(
−πtTK−1t

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)m

×
∑
`∈Zm

exp
(

2πi

[
τ

2
(K`+ λ)TK−1(K`+ λ) + ζtT (`+K−1λ)

])
.

(3.62)

Le trasformazioni sotto T 2, S, U, V di questi caratteri sono dirette generalizzazioni delle
(3.50). La loro espressione è in [43] e verrà ripresa nella discussione degli isolanti topo-
logici al Cap.(6). I caratteri (3.62) realizzano una rappresentazione finito-dimensionale
unitaria e proiettiva del gruppo modulare di dimensione |detK|, che coincide con l’or-
dine topologico di Wen [37] [38] [43]. L’invarianza sotto U della funzione di partizione
nell’anello, scritta come forma sesquilineare dei caratteri (3.62), implica l’equazione
tTK−1(λ− λ̄) ∈ Z per i pesi di destra e sinistra. Considereremo la soluzione diagonale
λ = λ̄, che soddisfa anche le altre condizioni T 2, S, V , per cui la funzione di partizione
invariante modulare assume la forma

Zanello =
∑

λ∈Zm/KZm

KλK̄
c
λ. (3.63)

Come nel caso di un solo fluido, la corrente Hall ν = tTK−1t è ottenuta dal flusso
spettrale corrispondente all’inserzione di una unità di flusso quantistica, che corrisponde
alla trasformazione

V : Kλ(τ, ζ + τ)→ Kλ+t(τ, ζ). (3.64)
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Nel caso gerarchico di Jain, è possibile utilizzare la simmetria ŜU(m)1 per riscrivere
la (3.63) in una forma più semplice, infatti la somma dei caratteri Kλ sulle eccitazio-

ni neutre può essere riscritta in termini dei caratteri χα(τ) = χ
ŜU(m)1
α (τ) di ŜU(m)1

descritti in [47]. Esistonom rappresentazioni di massimo peso, corrispondenti a rappre-
sentazioni completamente antisimmetriche dell’algebra di Lie di SU(m), che sono ca-
ratterizzate da un numero quantico additivo modulo m, detto m−alità, α = 1, · · · ,m;
inoltre, le regole di fusione ŜU(m)1 sono isomorfe al gruppo Zm. Poichè le eccitazioni
ŜU(m)1 sono neutre, i caratteri χα non dipendono da ζ. Questi soddisfano le condizioni
di periodicità

χα(τ, 0) = χm+α(τ, 0). (3.65)

Le dimensioni conformi delle rappresentazioni ŜU(m)1 sono

hα =
α(m− α)

2m
, α = 0, · · · ,m− 1, (3.66)

e le trasformazioni modulari dei caratteri ŜU(m)1 sono [47]

T 2 : χα(τ + 2) = exp
(

2πi

(
α(m− α)

m
− m− 1

12

))
χα(τ), (3.67)

S : χα(−1

τ
) =

1√
m

m−1∑
α′=0

exp
(
− 2πi

αα′

m

)
χα′(τ), (3.68)

mentre U, V non agiscono sugli stati neutri.
Gli stati Û(1) nelle teorie Û(1)⊗ ŜU(m)1 continuano a essere descritti dai caratteri

Zp (3.49), con parametro libero p, Kλ(τ, ζ; p), con λ = 1, · · · , p. Utilizzando un’ap-
propriata trasformazione di base, lo spettro di Jain (3.60) può essere scritto in modo
da separare il contributo ŜU(m)1 neutro da quello Û(1) carico, così da riformulare il
problema dell’invarianza modulare nella base tensoriale dei caratteri Kλχα [43]. L’a-
nalisi dello spettro [43] permette di identificare il parametro p del carattere carico in
p = mp̂, con p̂ = ms + 1 l’ordine topologico di Wen, e di introdurre un numero di
caratteri indipendenti pari a p̂, dati da

Θma =
m∑
α=1

Kma+αp̂(τ,mζ)χα(τ), a = 1, · · · , p̂. (3.69)

Questi caratteri generalizzati portano una rappresentazione del gruppo modulare di
dimensione p̂, con la trasformazione S che agisce come una trasformata di Fourier Zmp̂×
Zm. La funzione di partizione invariante modulare dell’anello è quindi l’espressione
diagonale nei caratteri:

Zanello =

p̂∑
a=1

ΘmaΘ̄ma =

p̂∑
a=1

( m∑
α=1

Kma+αp̂χα

)( m∑
β=1

K̄c
ma+βp̂χ̄β

)
. (3.70)
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La trasformazione V è

V : Θma(τ, ζ + τ) = exp
(
− 2πi

m

p̂

(
Reζ +Re

τ

2

))
Θma+m(τ, ζ). (3.71)

Questo mostra che il minimo trasporto di carica tra i due bordi corrisponde alla corretta
corrente Hall ν = m/p̂. Le (3.70) sono le funzioni di partizione delle teorie Û(1) ⊗
ŜU(m)1 ai plateau di Jain.
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Capitolo 4

Isolanti e superconduttori topologici

4.1 Dal QHE agli isolanti e superconduttori topolo-
gici

Nei Cap.(2) e (3) abbiamo studiato le principali proprietà del QHE. Abbiamo visto che
quando un sistema è sottoposto a intensi campi magnetici e temperature molto basse
è in grado di rivelare una fisica del tutto nuova, in particolare di possedere eccitazioni
anioniche ed eccitazioni di bordo con caratteristici effetti topologici. Gli stati QHE
rompono esplicitamente la simmetria di inversione temporale (time-reversal) TR per la
presenza del campo magnetico. Sono isolanti nel bulk (assenza di conduzione ohmica
ai plateau), ma presentano stati di bordo che trasportano corrente senza dissipare
energia. Il QHE rappresenta quindi un esempio di stato quantistico topologicamente
distinto da altri stati della materia, con la conducibilità Hall quantizzata con precisione
estremamente alta indipendentemente dai dettagli del materiale. L’universalità del
fenomeno ha infatti permesso la discussione dell’effetto Hall mediante le teorie di campo
effettive di bassa energia (grandi distanze), come la teoria topologica di bulk di Chern-
Simons, oppure la CFT degli stati di bordo, capaci di cogliere le proprietà intrinseche
degli stati a prescindere dai particolari microscopici.

Le ricerche più recenti si sono indirizzate allo studio di sistemi con caratteristiche
fisiche analoghe che non necessitano l’uso di campi magnetici esterni. Un primo ri-
sultato è stato ottenuto da Haldane [50]. In un modello di elettroni su reticolo con
un campo magnetico globalmente nullo e localmente con la periodicità del reticolo, è
possibile ottenere stati che, come nel QHE, rompono esplicitamente la simmetria TR,
sono isolanti nel bulk e hanno stati di bordo con conducibilità Hall che prende valori
interi (in unità e2/h). E’ questo un esempio del cosiddetto isolante di Chern [48] [49].

Recentemente sono stati teorizzati e sperimentalmente osservati nuovi stati topo-
logici della materia in assenza di campo magnetico, che a differenza degli stati QHE
sono invarianti per inversione temporale, [53] [54] [55] [56] [59]. Questi nuovi stati,
chiamati isolanti topologici (topological insulators TI) possiedono un bulk isolante e
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degli stati conduttori a massa nulla di bordo o di superficie, rispettivamente in 2D e
3D. Mostreremo che questi stati sono topologicamente protetti poichè sono insensibili
a interazioni di scattering dovute alle impurità o alle interazioni elettroniche che con-
servino la simmetria TR. Quando questa simmetria viene meno, gli stati di bordo sono
distrutti e il materiale diventa completamente isolante. Per una rassegna generale si
veda [51] [52].

Il nostro lavoro si concentrerà sull’analisi degli stati 2D. Questo capitolo intende da-
re un’ introduzione generale al fenomeno, mostrando il ruolo posseduto dalla simmetria
TR e dall’accoppiamento spin-orbita (spin-orbit copling SOC). Un semplice esempio
di isolante topologico TR-invariante è ottenuto mettendo insieme due copie di sistemi
QHE con chiralità e spin opposti. Si parla in questo caso di quantum-spin Hall effect
(QSHE), poichè sono conservate sia la corrente elettrica che la corrente di spin. Inoltre
le singole conducibilità Hall degli spin up e down sono quantizzate. In generale non
è possibile ignorare i termini di accoppiamento tra gli spin degli stati di bordo, che
rompono la conservazione di Jz e quindi la conducibilità di spin non assume più valori
quantizzati. Questo è il caso dell’isolante topologico. Sempre in questo capitolo ac-
cenneremo alla classificazione mediante una simmetria Z2 degli isolanti TR-invarianti
composti da elettroni liberi [53] [56] [57]. In particolare vedremo che quando gli stati
di bordo sono un numero dispari di coppie, la simmetria TR impedisce termini d’in-
terazione che danno massa alle eccitazioni di bordo. Quando il numero delle coppie è
pari gli stati di bordo possono prendere un gap di massa e rendere banale l’isolante.

Lo studio della stabilità degli stati di bordo di un isolante topologico, sia per il
caso libero che per quello interagente, è il tema centrale di questo lavoro di tesi. Nei
due capitoli successivi approfondiremo in modo dettagliato questo tema, in particolare
lo studio recente basato sulla teoria effettiva di Chern-Simons. Nell’ultimo capitolo
presenteremo la parte originale di questo lavoro di tesi, dove si determinano le funzioni
di partizione degli isolanti topologici e si derivano le condizioni di stabilità degli stati
di bordo in questo contesto.

Nell’ultima parte di questo capitolo accenneremo inoltre ai superconduttori topo-
logici (topological superconductors TS) TR-invarianti e non invarianti. Anche questi
sistemi mostrano stati di bordo descritti da fermioni di Majorana a massa nulla.

4.2 Simmetria di inversione temporale e degenerazio-
ne di Kramers

La simmetria fondamentale che caratterizza gli stati QSHE, TI e TS recentemente
teorizzati e scoperti, è l’inversione temporale TR. Nel seguito faremo uso delle proprietà
dell’operatore antiunitario T che genera le trasformazioni di inversione temporale. E’
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perciò conveniente ricordarle ed estenderle a particolari sistemi a molti corpi di cui
parleremo.

Consideriamo la funzione d’onda di una particella massiva Ψp,s d’impulso p, spin
j e proiezione dello spin lungo un asse s, oppure di una particella a massa nulla con
elicità σ, Ψp,σ. Le componenti della funzione d’onda formano un multipletto o spinore,
sul quale T agisce per coniugazione complessa. Utilizzando le proprietà di simmetria
sotto coniugazione delle armoniche sferiche o degli spinori di Dirac, si può mostrare
che la forma generale dell’azione di T è la seguente [64] [65]

T : Ψp,s → ξ(−)j−sΨPp,−s, (4.1)

T : Ψp,σ → ξeiπσΨPp,σ, (4.2)

rispettivamente sul caso con o senza massa, dove ξ è una fase e P è la parità sul
quadrimpulso. L’azione del quadrato T 2 è

T 2 : Ψp,s → (−1)2jΨp,σ, (4.3)

T 2 : Ψp,σ → (−1)2|σ|Ψp,σ. (4.4)

L’azione di T 2 ha interessanti conseguenze. Notiamo che se intendiamo lo “spin” di una
particella a massa nulla come il valore assoluto dell’elicità, allora l’Eq.(4.4) è la stessa
dell’ Eq.(4.3). Quando T 2 agisce su un qualunque stato Ψ di un sistema di particelle
non interagenti, dà un fattore (−1)2j (oppure (−1)2|σ|) per ogni particella. Se quindi
lo stato contiene un numero dispari di particelle con spin o elicità semintero si ottiene
un cambio di segno overall

T 2 : Ψ→ −Ψ. (4.5)

Poichè T commuta con l’hamiltoniana, se |Ψ〉 è un autostato dell’hamiltoniana TR-
invariante anche T |Ψ〉 lo è. Mostriamo che |Ψ〉 e T |Ψ〉 non sono lo stesso stato. Se lo
fossero, potrebbero differire per un fattore di fase

T |Ψ〉 = ζ |Ψ〉 . (4.6)

Ma ricordando che T è antiunitario, si avrebbe

T 2 |Ψ〉 = T
(
ζ |Ψ〉

)
= ζ∗T |Ψ〉 = |ζ|2 |Ψ〉 = |Ψ〉 , (4.7)

in contraddizione con la (4.5). Abbiamo quindi ottenuto il teorema di Kramers: ogni
autostato dell’energia |Ψ〉 che contiene un numero dispari di fermioni soddisfa la (4.5) e
quindi deve appartenere a un doppietto di stati degeneri e ortogonali, che si scambiano
sotto TR (doppietto di Kramers). La degenerazione e l’ortogonalità tra i due autostati
del doppietto |Ψ〉 ,|Ψ′〉 = T |Ψ〉 continua a valere se all’hamiloniana vengono aggiunte
interazioni TR-invarianti. Infatti, si dimostra per ogni operatore O hermitiano TR-
invariante che:

〈Ψ′|O |Ψ〉 = 0, 〈Ψ|O |Ψ〉 = 〈Ψ′|O |Ψ′〉 . (4.8)
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Esiste un’estensione locale del teorema di Kramers dovuta a Levin e Stern [75],
utile per gli argomenti discussi successivamente, relativa uno stato a molti corpi |Ψ〉
con un numero di elettroni dispari in due regioni dello spazio sufficientemente distanti
tra loro e senza correlazione, ma globalmente in numero pari. Possiamo per esempio
pensare a un potenziale a doppia buca, con le buche poste in x = a e x = b lontane
tra loro, ognuna contenente un elettrone. Globalmente abbiamo un numero pari di
elettroni e non sono soddisfatte le ipotesi del teorema di Kramers. Intuitivamente
possiamo trattare le due regioni vicino ad a e b come due sistemi separati, ognuno con
un numero dispari di elettroni e una corrispondente “degenerazione locale di Kramers”.

Consideriamo un “operatore locale” scritto come una somma di termini, ognuno dei
quali è un prodotto di un numero pari di operatori di creazione e distruzione elettronici
che agiscono in una regione finita dello spazio. Supponiamo anche che |Ψ〉 sia uno stato
a molti corpi con un numero pari di elettroni. Diremo che |Ψ〉 ha correlazioni a corto
range se dati due qualunque operatori locali Oa e Ob, definiti nelle regioni spaziali
separate tra loro a e b, vale la fattorizzazione

〈Ψ|OaOb |Ψ〉 = 〈Ψ|Oa |Ψ〉 〈Ψ|Ob |Ψ〉 . (4.9)

Diremo che lo stato |Ψ〉 possiede una degenerazione locale di Kramers nelle regioni
separate a e b se soddisfa alle due condizioni:

1.
T |Ψ〉 = SaSb |Ψ〉 , (4.10)

per qualche operatore locale Sa e Sb.

2.
T 2
a |Ψ〉 = T 2

b |Ψ〉 = − |Ψ〉 , (4.11)

dove Ta = T Sb, Tb = T Sa. Questa condizione formalizza la nozione di avere un
numero dispari di elettroni localizzati nelle regioni a o b.

Si dimostra che quando uno stato |Ψ〉 soddisfa alle condizioni (4.10) e (4.11), ovvero
ha degenerazione locale di Kramers nelle regioni a e b, dato |Ψ′〉 = Ta |Ψ〉 vale [75]:

〈Ψ′|O |Ψ〉 = 0, 〈Ψ|O |Ψ〉 = 〈Ψ′|O |Ψ′〉 , (4.12)

per qualunque operatore O composto dal prodotto di un numero finito di operatori
locali, hermitiani e TR-invarianti. Se quindi |Ψ〉 è lo stato fondamentale di un’hamil-
toniana TR-invariante con un gap di energia finito, la (4.12) mostra che |Ψ〉′ = T̂a |Ψ〉
è ortogonale a |Ψ〉, degenere in energia, e insieme formano un doppietto di Kramers
limitato alla regione a, la cui degenerazione non è rimossa da nessuna perturbazione
TR-invariante aggiunta all’hamiltoniana. Un’identica doppia degenerazione è presente
anche in b. Globalmente esiste quindi un quadrupletto di quattro stati degeneri.
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4.3 Modelli per QSHE 2D

In questa sezione analizzeremo due particolari modelli mostrando come si possono gene-
rare stati di bordo negli isolanti topologici TR-invarianti in assenza di campi magnetici
esterni. La possibilità di avere stati di bordo che si propagano senza dissipare energia
richiede la presenza di un accoppiamento tra gli elettroni che sostituisca quello dato
dal campo magnetico esterno del QHE.

4.3.1 Modello del gradiente di sforzo di Bernevig e Zhang

In [54] è stato proposto un modello capace di riprodurre dei livelli energetici analoghi
a quelli di Landau in assenza di campo magnetico. Nei livelli di Landau, la forza di
Lorentz contribuisce a un termine proporzionale a A · p nell’hamiltoniana. Nel gauge
simmetrico A = B

2
(y,−x, 0) è proporzionale a B(xpy − ypx). Un termine analogo può

essere generato dall’interazione spin-orbita, che contribuisce all’hamiltoniana con un
termine proporzionale a (p× E) · σ, con σ le matrici di Pauli, ed E il campo elettrico
che conserva la simmetria TR. Confinando il sistema nel piano (x, y) e prendendo un
campo elettrico non costante nel piano E ∼ E(x, y, 0), il termine di accoppiamento di
spin-orbita assume la forma Eσz(xpy − ypx). Le particelle interagiscono con un campo
magnetico “effettivo” che dipende dallo spin, generando livelli energetici di Landau per
ciascuna orientazione dello spin.

Una configurazione per il campo elettrico come questa non è facile da realizzare
sperimentalmente. In [54] è stato suggerito che i gradienti di sforzo giochino un ruolo
simile in semiconduttori come il GaAs. L’hamiltoniana per la banda di conduzione nel
bulk di questi semiconduttori con il tensore di sforzo dà un termine analogo all’accop-
piamento spin orbita (v×E)·σ. Nel caso in cui lo sforzo ha un gradiente costante lungo
le direnzioni x e y, il campo elettrico ha proprio la forma richiesta. L’hamiltoniana del
sistema è

H =
p2
x + p2

y

2m
+

1

2

C3

~
g
(
ypx − xpy

)
σz +D(x2 + y2), (4.13)

dove C3

~ = 8× 105m/s per GaAs, e g e D sono costanti. Facciamo la trasformazione di
variabili

x→ (2mD)−1/4x, y → (2mD)−1/4y, R =
1

2

C3

~
√

2m/Dg. (4.14)

Quando R = 2 ovvero D =
2mgC2

3

16~2 , l’hamiltoniana diventa:

H =
1

2m

(
p− eAσz

)2
, con A =

mC3g

2~e
(y,−x, 0). (4.15)

In questo punto l’hamiltoniana è equivalente a quella di una carica in un campo ma-
gnetico uniforme, dove le due diverse direnzioni dello spin si accoppiano con campi
magnetici opposti. Poichè [H, σz] = 0 possiamo caratterizzare gli stati con l’autova-
lore dello spin lungo z. Passando a variabili complesse z = x + iy e introducendo gli
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operatori (a, a†) (2.9) con lB = 1, l’hamiltoniana si può riscrivere

H =

(
H↑ 0

0 H↓

)
, H↑,↓ = 2

√
D

2m

[(
1∓ R

2

)
aa† +

(
1± R

2

)
bb† + 1

]
. (4.16)

Gli autostati di questo sistema sono oscillatori armonici |m,n〉 = (a†)m(b†)n |0, 0〉 di
energia E↑,↓m,n = 1

2

√
D
2m

[(
1 ∓ R

2

)
m +

(
1 ± R

2

)
n + 1

]
. In vicinanza del punto R ≈ 2

l’hamiltoniana e la funzione d’onda del LLL degli elettroni con spin up sono

H↑ =
1

2

C3

~
g(2aa† + 1), φ↑n(z) =

zn√
πn!

exp(−|z|
2

2
). (4.17)

Gli operatori (a, a†) generano i livelli di Landau, mentre (b, b†) gli stati degeneri di
momento angolare. L’azione dell’operatore di momento angolare Lz = bb† − aa† sulle
funzioni d’onda del LLL è Lzφ↑n(z) = nφ↑n(z), queste sono olomorfe in z, e generano
al bordo del sistema un fermione di Weyl chirale con conducibilità Hall quantizzata in
unità e2/h.

Per gli elettroni con spin down la situazione è opposta. Vicino al punto R = 2,
l’hamiltoniana e la funzione d’onda del LLL sono

H↓ =
1

2

C3

~
g(2bb† + 1), φ↓m(z̄) =

z̄m√
πm!

exp(−|z|
2

2
). (4.18)

In questo caso gli operatori (b, b†) creano i livelli di Landau, mentre (a, a†) gli stati
degeneri del momento angolare. Il momento angolare Lz = bb† − aa† agisce come
Lzφ

↓
m(z̄) = −mφ↓m(z̄). Queste sono funzioni d’onda antiolomorfe in z, e descrivono al

bordo del sistema dei fermioni di Weyl antichirali con spin down e conducibilità Hall
quantizzata in unità −e2/h. Se ignoriamo i termini di accoppiamento tra gli spin up e

Figura 4.1: Stati elettronici di bordo nel modello del gradiente di sforzo. Gli elettroni con
spin up e down hanno chiralità opposte poichè avvertono accoppiamenti di spin orbita opposti.
La conducibilità di carica Hall totale è nulla mentre quella di spin è quantizzata. L’inserto
mostra il gradiente del tensore di sforzo.
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down, il sistema è equivalente a un prodotto diretto di due sistemi QH indipendenti. I
due sistemi hanno conducibilità Hall opposte date rispettivamente da

σ↑H = ν
e2

h
, σ↓H = −ν e

2

h
. (4.19)

Il sistema complessivo è TR-invariante, poichè sotto la trasformazione TR si invertono
i campi magnetici “effettivi” e al tempo stesso si invertono gli spin. La conducibilità di
carica Hall del sistema globale è nulla,

σ↑H + σ↓H = 0, (4.20)

ma la conducibilità di spin Hall, data dalla differenza delle conducibilità di carica, è
finita e quantizzata in unità e/2π

σSH = σ↑H − σ
↓
H = 2

e2

h
→ 2

e2

h

~
2e

=
e

2π
. (4.21)

Nell’ultimo passaggio il fattore ~/2e è utilizzato per convertire la conducibilità di carica
in quella di spin. Chiamiamo la coppia di stati di bordo con spin opposto e contropro-
paganti stati Quantum Spin Hall Effect (QSHE) Fig.(4.1). Questo effetto è un caso
particolare di isolante topologico 2D. La possibilità di ignorare i termini di accoppia-
mento tra gli spin up e spin down dei due stati di bordo permette la conservazione
dello spin Jz. In questo caso la conducibilità di spin è quantizzata. In generale lo spin
non si conserva e non possiamo avere una conducibilità di spin quantizzata come quella
della carica. Gli stati di bordo continuano comunque a esistere e la simmetria TR è
preservata. Si parla in questi casi di isolante topologico.

4.3.2 Modello in pozzi quantici di HgTe/CdTe

Il precedente modello permette di capire il funzionamento dell’interazione di spin-orbita
per la formazione di stati QSHE. Gli stati QSHE, o isolanti topologici 2D, sono stati
osservati sperimentalmente per la prima volta in pozzi quantici di HgTe/CdTe seguendo
la proposta di Bernevig, Hughes e Zhang [55] di sfruttare la forte interazione spin-orbita
che caratterizza alcuni metalli pesanti. Il modello predice una transizione di fase nel
pozzo quantico (QW) di HgTe/CdTe in funzione dello spessore dQW del pozzo, da
comune isolante per dQW < dc, a isolante topologico con una coppia di stati di bordo
contropropaganti con spin opposto per dQW > dc, dove dc è lo spessore critico.

Sia il HgTe che il CdTe hanno le seguenti bande vicino al livello di Fermi in pros-
simità del punto Γ (k = 0) nella zona di Brillouin. La banda in onda-s è la Γ6, mentre
la banda in onda-p è splittata dall’interazione spin-orbita nelle due bande Γ8 e Γ7 con,
rispettivamente, J = 3/2 e J = 1/2.

L’ordinamento delle bande nel CdTe presenta la banda Γ6 come di conduzione, e le
bande di valenza sono Γ7 e Γ8 separate dalla banda di conduzione da un gap di energia
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Figura 4.2: (A) Struttura a bande nel bulk di HgTe e CdTe; (B) pittura schematica della
geometria del pozzo quantico e delle sottobande minori per spessori dQW < dc e dQW > dc

[60].

dell’ordine di 1,6 eV. Nel caso del HgTe il forte accoppiamento di spin-orbita causa
un’inversione delle bande: la banda Γ8, detta light-hole (con Jz = ±1/2), diventa la
nuova banda di conduzione poichè è sopra la banda Γ6. Al tempo stesso la Γ8 heavy-
hole (con Jz = ±3/2) diventa la prima banda di valenza, e la banda Γ6 è spinta sotto
il livello di Fermi. A causa della degenerazione tra le bande heavy-hole e light-hole al
punto Γ, HgTe è un semiconduttore con gap nullo, Fig.(4.2)A.

La struttura delle bande energetiche nel pozzo quantico (QW) di HgTe/CdTe può
essere modulata variandone lo spessore. Per strutture poco spesse l’ordinamento delle
bande è più simile a quello normale del CdTe, cioè le bande Γ6 sono di conduzione
mentre quelle Γ8 di valenza. Per maggiori spessori ci si aspetta che l’intera struttura si
comporti più come l’HgTe con le bande invertite. Esisterà perciò uno spessore critico
dc per il quale le bande Γ8 e Γ6 si attraversano e si invertono, Fig.(4.2)B, [55], [58].
Lo shift dell’energia dei livelli per un certo spessore dQW è riportato in Fig.(4.3). Gli
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stati nel pozzo quantico derivati dalla banda Γ8 heavy-hole sono denotati con Hn, con
n = 1, 2, 3, · · · indicano stati con crescente numero di nodi nella direzione z. Con En
si indicano invece gli stati derivati dalla banda Γ6. L’inversione tra le bande E1 e H1

avviene allo spessore critico dQW ∼ 6.3 nm Fig.(4.3).

Figura 4.3: Livelli energetici nel QW in funzione dello spessore del dQW [60]

Il modello proposto da Bernevig, Hughes e Zhang [55] considera solo le sottoban-
de rilevanti E1 e H1 che, se il sistema è TR-invariante, devono essere doppiamente
degeneri. Esprimiamo perciò questi stati nella base {|E1+〉 , |H1+〉 , |E1−〉 , |H1−〉 , },
dove |E1±〉 e |H1±〉 sono due doppietti di Kramers. L’analisi delle ulteriori simme-
trie del problema permette di capire qual è la forma dell’hamiltoniana [55] [51]. Ad
esempio gli stati |E1±〉 e |H1±〉 hanno parità opposta, e possono essere connessi da
un’elemento di matrice dispari sotto parità. Inoltre se ci fossero elementi di matrice
non nulli tra |E1+〉 e |H1−〉 oppure tra |E1−〉 e |H1+〉, sarebbe generato un processo
di ordine superiore che accoppierebbe gli stati ± della stessa banda che rimuoverebbe
la degenerazione di Kramers. La simmetria TR vieta tali elementi di matrice. Infine si
ottiene l’hamiltoniana con termini tipici dell’accoppiamento spin-orbita del precedente
paragrafo

H =

(
h(k) 0

0 h∗(−k)

)
, (4.22)

h(k) = ε(k)I2×2 + da(k)σa, (4.23)

dove I2×2 è la matrice identità 2× 2, σa le matrici di Pauli, e

ε(k) = C −D(k2
x + k2

y), (4.24)

da(k) = (Akx,−Aky,M(k)), (4.25)

M(k)) = M −B(k2
x + k2

y), (4.26)
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dove A,B,C,D,M sono parametri che dipendono dalla geometria del QW. In partico-
lare B < 0, e M > 0 se dQW < dc, mentre M < 0 se dQW > dc. Lo spettro del bulk del
modello è dato da

E± = ε(k)±
√
dada = ε(k)±

√
A2(k2

x + k2
y) +M2(k), (4.27)

dove la massa M corrisponde alla differenza di energia tra i livelli E1 e H1 al punto Γ.
Il punto fondamentale è che per M > 0 la banda E1 sta sopra H1, altrimenti E1 sta
sotto H1. Ovvero le bande si invertono se dQW > dc.

Gli stati di bordo sono ottenuti risolvendo l’hamiltoniana (4.22) nel piano (x, y), per
x > 0 e con condizioni al bordo aperte [55] [60] [61]. Essendo l’hamiltoniana diagonale
a blocchi, gli autostati hanno la forma:

Ψ↑(x) =

(
ψ0

0

)
, Ψ↓(x) =

(
0

ψ0

)
, (4.28)

con 0 il vettore nullo a due componenti, e Ψ↑(x) legato a Ψ↓(x) dal TR. La soluzio-
ne mostra che la funzione d’onda ψ0(x) che descrive gli stati localizzati al bordo del
campione esiste solo nel caso M < 0, ovvero se dQW > dc, ovvero se le bande sono
invertite.

La proiezione dell’hamiltoniana di bulk sugli stati di bordo Ψ↑(x) e Ψ↓(x) determina
un’hamiltoniana effettiva degli stati di bordo

Hedge = Akyσ
z, (4.29)

rendendo manifesto come la propagazione lungo la direzione y dipenda dalla direzione
dello spin lungo z. Per questo motivo gli stati di bordo vendono anche detti stati elicali.
Notiamo che questa relazione tra spin e impulso è diversa dalla elicità (chiralità) delle
particelle a massa nulla in 3D. L’esatta diagonalizzazione mediante metodi numerico
dell’hamiltoniana (4.22) su una striscia di spessore finito conferma il risultato che per
dQW > dc ci sono stati di bordo a massa nulla contropropaganti con spin opposto sia
sul bordo destro che su quello sinistro della striscia, Fig.(4.4).

Modelli di Isolanti Topologici 3D

L’hamiltoniana (4.22) del modello 2D di isolante topologico di HgTe/CdTe è il
punto di partenza per la generalizzazione al caso 3D. Sono state ottenute hamiltoniane
analoghe per una classe di modelli come Bi2Se3, Bi2Te3 ed Sb2Te3 [66]. Come nel caso
2D, anche in questi materiali la SOC permette un’inversione delle bande, risultando
nella fase topologica non banale con un bulk completamente isolante, e con stati di
bordo topologicamente protetti che corrispondono a un fermione a massa nulla definito
in (2 + 1)-dimensioni. Anche questo fermione è “elicale” nel senso che lo spin dell’e-
lettrone è diretto perpendicolarmente all’impulso, circolando attorno alla superficie di

66



−0.02 −0.01 0 0.01 0.02
−0.05

0

0.05

k (A−1)

E
(k
)
(e
V
)

k (A−1)

E
(k
)(
eV

)

Figura 4.4: Spettro energetico dell’hamiltoniana effettiva (4.22) diagonalizzata numerica-
mente in una geometria cilindrica. (a): Il gap tra la banda di valenza e quella di conduzione
in un pozzo quantico con dQW < dc. (b) Le linee a tratti evidenziano gli stati di edge gapless
contropropaganti per spessori dQW > dc [61].

Fermi nello spazio dei momenti. Come nel caso 2D l’introduzione di una perturbazione
TR-invariante non è in grado di dare massa a questi stati, mentre una che rompe la
simmetria crea un gap di energia e rende il sistema un isolante semplice. La tecnica
sperimentale di angle-resolved photoemission spectroscopy (ARPES) [67] ha verificato
l’esistenza di stati di superficie con un singolo cono di Dirac. Inoltre misure ARPES ca-
paci di “risolvere” lo spin hanno osservato la rotazione dello spin ortogonale all’impulso
sulla superficie del campione.

4.3.3 Topologia Z2 per stati QSHE

Nel QHE la chiralità degli stati di bordo è fissata dalla direzione del campo magnetico.
Se un fermione chirale incontra un’impurezza, non può subire backscattering per l’im-
possibilità di un termine d’interazione reale nell’hamiltoniana. Ci chiediamo quando gli
stati di bordo nel QSHE 2D possono subire backscattering. Un’impurezza non magne-
tica al bordo potrebbe interagire con uno stato di bordo attraverso SOC e causarne una
diffusione all’indietro. D’altra parte i possibili cammini dell’elettrone attorno all’im-
purità interferiscono quantisticamente. Un elettrone che si muove in avanti con spin
up può compiere un giro attorno all’impurità in senso orario oppure antiorario. Nel
primo caso lo spin ruota di θ = −π, nel secondo caso di θ = π. Complessivamente la
rotazione dello spin nei due cammini differisce di 2π. Poichè la funzione d’onda di una
particella di spin 1/2 prende un segno meno per una rotazione di 2π, i due possibili
cammini interferiscono distruttivamente dando una perfetta trasmissione. Se invece
l’impurità porta un momento magnetico la simmetria TR è esplicitamente rotta, e le
due onde riflesse non interferiscono più distruttivamente.

Questa semplice pittura fisica è valida per una sola coppia di stati di bordo. Se
abbiamo due coppie, cioè due stati propaganti in avanti con spin up e due indietro
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con spin down, un elettrone può essere diffuso da un canale in avanti a uno indietro
senza rovesciare lo spin. Quest’interferenza costruttiva corrisponde ad una interazione
rilevante nella teoria del bordo. Questi argomenti suggeriscono che gli stati di bordo
QSHE sono robusti solo se possiedono un numero dispari di coppie. In generale si
mostra che esiste una classificazione topologica Z2 che distingue un isolante banale da
un isolante QSHE [53] [56] [57] [62] [63].

La topologia Z2 è associata alla presenza di degenerazione di Kramers per gli stati
di bordo. Lo spettro ottenuto dalla diagonalizzazione numerica del modello [55] in
Fig.(4.4) mostra, per un dato bordo, le due branche di dispersione che si attraversano
al punto TR-invariante k = 0. In questo punto gli stati di bordo soddisfano le ipotesi
del teorema di Kramers e formano un doppietto di stati degeneri. Se aggiungiamo per-
turbazioni TR-invarianti all’hamiltoniana, possiamo aumentare o diminuire l’energia
del punto degenere, ma non possiamo rimuovere la degenerazione.

Se la simmetria TR non è presente, un semplice termine di massa può essere ag-
giunto all’hamiltoniana in modo da distruggere gli stati di bordo con gap di massa
nullo:

Hmassa = m

∫
dk

2π

(
ψ†k+ψk− + h.c.

)
, (4.30)

dove ψ†k±, ψk± sono gli operatori di creazione e annichilazione per un elettrone di edge
di impulso k, e spin ±. L’azione dell’operatore T sugli operatori elettronici è data da

T ψk+T −1 = ψ−k,−, T ψk−T −1 = −ψ−k,+, (4.31)

che implica
T HmassaT −1 = −Hmassa. (4.32)

Hmassa è una perturbazione che rompe la simmetria TR, non ammissibile perciò per il
sistema QSHE. Consideriamo invece il caso di due coppie di stati di bordo, ψk1,±, ψk2,±.
Date le trasformazioni degli operatori elettronici (4.31), un termine di massa

m̃

∫
dk

2π

(
ψ†k1+ψk2− − ψ†k1−ψk2+ + h.c.

)
, (4.33)

è compatibile con la simmetria TR, distruggendo così gli stati di bordo. Anche questo
argomento mostra che gli stati di bordo possono acquistare massa a coppie preservando
l’invarianza TR.

Abbiamo esposto semplici argomenti che permettono di vedere come la topologia di
un sistema QSHE è caratterizzata da un numero quantico topologico Z2. Riprenderemo
in dettaglio questo argomento nei prossimi due capitoli. In particolare lo estenderemo
al caso in cui i fluidi elettronici che formano gli stati elicali di bordo sono interagenti.
Come nel caso dell’effetto Hall frazionario, l’universalità del fenomeno permette di svi-
luppare una teoria effettiva di Chern-Simons per gli stati di bulk, e la CFT per gli stati
di bordo, in grado di analizzare la stabilità dell’effetto topologico indipendentemente
dai particolari microscopici.
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Figura 4.5: Resistenza longitudinale a quattro terminali R14,23 = V23/I14, in pozzi quantici
HgTe/CdTe con bande in regime normale I (dQW = 5.5 nm), e invertito II,III,IV (dQW = 7.3

nm), in funzione del voltaggio di gate. Le misure sono fatte a B = 0 e T = 30 mK. I
dispositivi I e II hanno dimensioni (W × L) = (20.0 × 13.3) µm2, mentre quelle di III e IV
sono rispettivamente (1.0 × 1.0) µm2 e IV (1.0 × 0.5) µm2. L’inserto mostra R14,23 di due
campioni delle stesse dimensioni di III per T = 30 mK (verde) e T = 1.8K (nera) in scala
lineare. [59]

4.4 Misure di conducibilità per QSHE

In un pozzo quantico di HgTe/CdTe, con lo spessore dQW > dc, le bande si invertono e
l’isolante banale diventa QSHE, con stati a massa nulla ai bordi del campione. Grazie
a questi stati il sistema ha una conducibilità finita anche quando l’energia di Fermi
sta nel gap del bulk isolante. Lo stato QSHE può quindi essere rivelato misurando
il plateaux di conducibilità residua in funzione del voltaggio di gate in un regime
nominalmente isolante. La serie di esperimenti [59] testa le previsioni teoriche del
modello [55] misurando la conducibilità longitudinale dei pozzi quantici HgTe/CdTe in
funzione dello spessore del campione, del voltaggio di gate, e di un campo magnetico
esterno.

I dati riportati in Fig.(4.5) riportano la resistenza a quattro terminali R14,23 =

V23/I14 in funzione del voltaggio di gate normalizzato per dispositivi con diversi spes-
sori. La curva indicata con I è ottenuta per uno spessore dQW = 5.5 nm, e mostra un
comportamento tipico dei dispositivi con le bande disposte normalmente. Quando il
livello di Fermi è nel gap, R14,23 aumenta repentinamente e raggiunge valori di alcune
decine di MΩ. Questo è il comportamento di un isolante convenzionale. Nel caso dei
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Figura 4.6: Magnetoconduttanza a quattroterminali G14,23 nel regime QSH in funzione del-
l’angolo tra il piano del dispositivo 2D e il campo magnetico applicato. dQW = 7.3 nm,
(L×W ) = (20× 13.3) µm2, T = 1.4K. [59]

dispositivi con bande invertite, la resistenza nel regime isolante rimane finita: R14,23

mostra dei plateaux con valori ben al di sotto dei 100kΩ. La curva indicata con II
dà una conducibilità G14,23 = 0.3 e2/h per un campione di spessore dQW = 7.3 nm.
Per dimensioni ridotte e stesso spessore dQW = 7.3 nm, le curve indicate con III e
IV mostrano il raggiungimento del valore predetto della conducibilità G14,23 = 2 e2/h,
dimostrando l’esistenza dello stato QSHE nella fase di bande invertite.

L’effetto distruttivo del campo magnetico esterno sugli stati QSH è mostrato dal-
l’andamento anisotropo della magnetoresistenza in funzione dell’intensità e dell’inclina-
zione del campo magnetico B in Fig.(4.6). Per campi magnetici ortogonali al campione,
la magnetoconduttanza è centrata in G14,23 = 0.14e2/h quando B = 0, e decresce ra-
pidamente al crescere dell’intensità di B. Quando il campo magnetico ha inclinazione
nulla, la magnetoconduttanza rimane costante. Queste misure mostrano come la ro-
bustezza degli stati di bordo sia assicurata dalla simmetria TR, che è distrutta con
l’inserzione di un campo magnetico.

4.5 Cenni ai superconduttori topologici

Poco dopo la loro scoperta, lo studio degli isolanti topologici TR-invarianti è sta-
to generalizzato ai superconduttori topologici [68] [69] [70]. Una breve introduzione
del fenomeno nel caso 2D, anche se non direttamente legato a questo lavoro di tesi,
è necessaria perchè, come vedremo nell’ultimo capitolo, gli studi della stabilità dei
superconduttori topologici e isolanti topologici hanno molti punti in comune.
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Nella letteratura recente è stato mostrato che i superconduttori che rompono la
simmetria TR sono classificati con un numero intero, come il QHE [71], mentre quelli
TR-invarianti sono classificati da un invariante Z2, come per gli isolanti topologici [69]
[70].

Il modo più semplice per comprendere i superconduttori topologici è attraverso la
loro analogia con gli isolanti topologici, infatti l’hamiltoniana di Bogoliubov-de Gennes
(BdG) per le quasiparticelle di un superconduttore è analoga all’hamiltoniana di un
isolante di banda discussa in Sez.(4.3.2), con il gap superconduttore corrispondente al
gap dell’isolante.

Nel caso di rottura della simmetria TR, si trova che lo stato chirale superconduttore
è l’analogo dello stato chirale QHE. Uno stato QHE con conducibilità N (in unità
e2/h) ha N stati chirali di bordo, corrispondenti a N fermioni di Weyl. Anche un
superconduttore chirale con numero quantico topologico N possiede N stati di bordo,
ma sono fermioni di Majorana. L’hamiltoniana più semplice per fermioni senza spin
nella fase superconduttrice (px + ipy) è [71]

H =
1

2

∑
p

(
c†p, c−p

)( εp ∆p+

∆∗p− −εp

)(
cp

c†−p

)
, (4.34)

con εp = p2/2m− µ e p± = px ± ipy. Nella fase di debole accoppiamento con µ > 0, il
superconduttore chirale px+ ipy possiede fermioni di Majorana chirali che si propagano
al bordo, descritti dall’hamiltoniana di bordo

Hedge =
∑
ky≥0

vFkyψ−kyψky , (4.35)

dove ψ−ky = ψ†ky è l’operatore di creazione dell’eccitazione e il bordo è preso parallelo
alla direzione dell’asse y. Poichè gli stati di energia positiva e negativa dell’hamiltoniana
di BdG di un superconduttore descrivono lo stesso grado di libertà fisico, ogni modo
chirale di Majorana ha metà dei gradi di libertà rispetto al fermione di Weyl nei modi
chirali del QHE. La fase di forte accoppiamento µ < 0 è invece banale. Nonostante
questo sia un modello di superconduttore topologico TR non invariante, è ritenuto
particolarmente interessante a causa della statistica non Abeliana mostrata dai modi
nulli dei fermioni di Majorana quando il numero topologico N è dispari.

Nel modello per lo stato QSHE in HgTe [55], se ignoriamo i termini di accoppiamen-
to tra lo spin up e down degli elettroni, il sistema è il prodotto diretto di due sistemi
indipendenti QHE in cui gli elettroni con spin up e down hanno conducibilità Hall
opposte. Allo stesso modo, il modello più semplice per un superconduttore topologico
TR-invariante è dato dall’hamiltoniana

H =
1

2

∑
p

Ψ̃†


εp ∆p+ 0 0

∆∗p− −εp 0 0

0 0 εp −∆∗p−

0 0 −∆p+ −εp

 Ψ̃, (4.36)
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con Ψ̃(p) ≡
(
c↑p, c

†
↑−p, c↓p, c

†
↓−p

)T
. Da questa si osserva che gli elettroni con spin up

(down) formano rispettivamente le coppie di Cooper px + ipy (px − ipy). Comparando
questo modello col modello [55] per QSHE, osserviamo che in questo caso non è presente
il termine proporzionale alla matrice identità a causa della simmetria lacuna-particella
dell’hamiltoniana BdG per i superconduttori, ma i termini proporzionali alle matrici
di Pauli sono identici in entrambe i casi. Quindi un superconduttore topologico può
essere visto come un isolante topologico con simmetria lacuna-particella. In modo
analogo al QSHE, sappiamo che gli stati di bordo del sistema TR-invariante descritti
dall’hamiltoniana (4.36) sono eccitazioni con spin up e down con opposta chiralità, la
cui hamiltoniana di edge è

Hedge =
∑
ky≥0

vFky
(
ψ−ky↑ψky↑ − ψ−ky↓ψky↓

)
. (4.37)

Possiamo esprimere gli operatori di creazione e distruzione delle eccitazioni ψky↑, ψky↓
in termini degli autostati uky(x), vky(x) dell’hamiltoniana di BdG

ψky↑ =

∫
d2x

(
uky(x)c↑(x) + vky(x)c†↑(x)

)
,

ψky↓ =

∫
d2x

(
u∗−ky(x)c↓(x) + v∗−ky(x)c†↓(x)

)
,

da cui l’azione della trasformazione TR sugli operatori delle eccitazioni di edge è

T ψky↑T −1 = ψ−ky↓, T ψky↓T −1 = −ψ−ky↑. (4.38)

Queste ci dicono che (ψky↑, ψ−ky↓) trasforma sotto TR come un doppietto di Kramers,
proteggendo gli stati di bordo da termini di massa che rompono la simmetria TR

come nel caso degli stati QSHE. Per esempio, l’unico termine indipendente da ky che
potrebbe essere aggiunto all’hamiltoniana di bordo è im

∑
ky
ψ−ky↑ψky↓, con m reale.

Ma tale termine è dispari sotto TR, quindi ogni termine che causi backscattering tra le
eccitazioni è vietato dalla simmetria TR. Ritroviamo gli elementi della classificazione
topologica Z2 dei sistemi QSHE. Gli stati di bordo di un isolante QSHE consistono di
un numero dispari di coppie di fermioni di Weyl contropropaganti con spin opposto, e
che mantengono massa nulla per ogni perturbazione TR-invariante grazie al teorema di
Kramers. In modo analogo, la teoria di bordo di un superconduttore topologico ha una
simmetria topologica Z2, poichè consiste di un numero dispari di coppie di Kramers di
fermioni di Majorana con spin opposto contropropaganti.

I risultati esposti in questo capitolo hanno messo in evidenza dei sistemi di fermioni
non interagenti o debolmente interagenti che presentano delle caratteristiche del QHE,
come le eccitazioni di bordo a massa nulla, in assenza di campo magnetico esterno e con
simmetria TR. La stabilità di questi sistemi è caratterizzata da un numero topologico
Z2 corrispondente alla parità del numero di coppie di fermioni al bordo. Nel prossimo
capitolo introdurremo delle nuove tecniche che affrontano il problema della stabilità
delle eccitazioni di bordo in presenza di eccitazioni che rispettano la simmetria TR.
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Capitolo 5

Isolanti topologici interagenti in 2D

Nei capitoli precedenti abbiamo visto che la fisica degli isolanti topologici è basata
su quella del QHE, che è caratterizzata da un bulk isolante e modi chirali di bordo
corrispondenti a fermioni di Weyl Cap.(2). Nel caso frazionario l’interazione tra gli
elettroni introduce eccitazioni con carica e statistica frazionaria, ma si mantiene la
struttura chirale. Lo studio dei sistemi interagenti attraverso l’uso della CFT effettiva
di bordo nel Cap(3), ha messo in luce l’anomalia chirale della teoria di bordo. Per mezzo
del flusso spettrale, l’anomalia consente il passaggio di carica da un bordo all’altro nella
geometria dell’anello corrispondente alla corrente Hall.

A differenza degli stati QHE, gli isolanti topologici introdotti nel Cap(4) sono siste-
mi non chirali che rispettano la simmetria di inversione temporale. Anche per questi
sistemi la fase topologica consiste nell’avere un bulk isolante e stati di bordo a massa
nulla. L’esempio più semplice è il QSHE, formato da due sistemi Hall interi con spin e
chiralità opposte. Le eccitazioni al bordo di questo sistema possono diventare massive
se non sono protette da ulteriori simmetrie, come la simmetria TR. In particolare nel
precedente capitolo è stato mostrato che un numero di coppie pari (dispari) non è (è)
stabile.

In questo capitolo approfondiremo in modo più dettagliato la stabilità degli stati di
bordo per un isolante topologico TR invariante in presenza di interazioni, in una classe
di sistemi introdotti in [72] [73] [74] [75] e non ancora confermati sperimentalmente.
Nel caso interagente, l’analisi di stabilità basata sulle proprietà delle bande elettroniche
discussa nel precedente capitolo non è più applicabile, mentre lo studio della teoria di
bordo può essere esteso. Presenteremo la teoria effettiva di Chern-Simons che descrive
il più generico isolante topologico interagente abeliano TR-invariante e discuteremo la
stabilità degli stati di bordo usando la corrispondenza bulk-boundary della teoria. In
particolare ritroveremo che il criterio Z2 [53] [56] [57] si estende al caso interagente.
Nel corso dell’analisi definiremo la quantità di “parità di spin” Ps. Questa risulterà
di fondamentale importanza nel prossimo capitolo, nel quale ritroveremo il criterio di
stabilità attraverso lo studio delle funzioni di partizione degli stati di bordo nella CFT.
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5.1 Teoria di Chern-Simons per isolanti topologici fra-
zionari abeliani

Nel Cap.(3) abbiamo mostrato che un generico stato FQHE con statistica abeliana
delle eccitazioni è descritto da una teoria di Chern-Simons a m-componenti U(1) con
azione

Sbulk =

∫
d2xdt

( 1

4π
KIJaIµ∂νaJλε

µνλ − 1

2π
AµtI∂νaIλε

µνλ
)
, (5.1)

dove K è una matrice di interi m ×m simmetrica non degenere, Aµ(t,x) è il campo
elettromagnetico esterno, aIµ(t,x) sono glim campi statistici, e il vettore t delle cariche
ha m componenti intere. Ricordiamo che la carica e la statistica delle eccitazioni
frazionarie sono date da

=
m∑

I,J=1

tIK
−1
IJ nJ ,

θ

2π
=

1

2

m∑
I,J=1

nIK
−1
IJ nJ , (5.2)

dove n è un vettore dim interi che individua l’eccitazione anionica nel fluido elettronico
a più strati. La richiesta che lo spettro contengam eccitazioni di tipo elettronico vincola
la matrice K ad avere componenti intere e, in un’opportuna base, le KII sono dispari
e tI = 1,∀I = 1 · · ·m [45]. Le eccitazioni elettroniche si ottengono ponendo

n = KΛ, (5.3)

con Λ un vettore m-dimensionale di interi. Il filling fraction è

ν =
m∑

I,J=1

tIK
−1
IJ tJ . (5.4)

Questo sistema non è chiaramente invariante per inversione temporale. Data l’azione
dell’operatore T sui campi

aµ(t,x)→ ±aµ(−t,x), (5.5)

Aµ(t,x)→ ±Aµ(−t,x), (5.6)

dove il segno (+) vale per µ = 0 mentre (−) per µ = 1, 2, si verifica facilmente che
l’azione (5.1) rompe esplicitamente la simmetria TR.

Una estensione della teoria che rispetti la simmetria TR è ottenibile raddoppiando
il numero di campi come segue. Consideriamo i campi di gauge aIµ(t,x), con I =

1, · · · 2N . L’azione del sistema analoga alla (5.1) è:

Sbulk =

∫
d2xdt

( 1

4π
KIJaIµ∂νaJλεµνλ −

1

2π
AµQI∂νaIλε

µνλ
)
, (5.7)

dove adesso K è una matrice di interi 2N×2N simmetrica e invertibile, e Q è il vettore
delle cariche di 2N componenti. Anche in questo caso la richiesta che la teoria contenga
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eccitazioni di tipo elettronico lega la parità degli elementi di Q agli elementi diagonali
della matrice K

(−1)QI = (−1)KII , I = 1, · · · , 2N. (5.8)

Determiniamo i vincoli imposti dalla TR-invarianza nella teoria (5.7). Assumiamo
che l’azione dell’inversione temporale T su i 2N campi U(1) sia

T : aIµ(t,x)→ ±ΣIJaJµ(−t,x), (5.9)

in questa equazione prendiamo il segno (+) se µ = 1, 2 e il segno (−) se µ = 0, e Σ è
una matrice 2N×2N di interi che permuta N campi in N campi. Eseguendo il cambio
di base a(+)

Iλ =
(
aI,λ + aI+N,λ

)
/2, I = 1, · · · , N , la trasformazione (5.9) permette alle

correnti
j
µ(+)
I ∼ εµνλ∂νa

(+)
Iλ , I = 1, · · · , N, (5.10)

di essere interpretate come densità di correnti elettriche, poichè trasformano come
vettori sotto TR e quindi il termine di accoppiamento con il campo elettromagneti-
co esterno è TR-invariante [74]. Perchè l’azione (5.7) sia invariante sotto TR (5.9)
dobbiamo avere

ΣTKΣ = −K, (5.11)

ΣQ = Q. (5.12)

Inoltre la richiesta che T 2 = (−1)Ne , dove Ne è il numero totale di elettroni nel sistema,
implica che

Σ2 = I2N×2N . (5.13)

Notiamo che la matrice simmetrica K non è definita positiva ma corrisponde ad una
forma quadratica Lorentziana con segnatura (N,N). La trasformazione dei campi (5.9)
non specifica completamente l’azione dell’inversione temporale sull’intero sistema, poi-
chè gli operatori come ελµν∂µaIν sono tutti elettricamente neutri. Per completare la
descrizione dobbiamo specificare le proprietà di trasformazione degli operatori cari-
chi. Questa può essere discussa nella corrispondente CFT di bordo, anche ai fini
dell’analisi della stabilità. Usando la corrispondenza bulk-boundary per le teorie di
Chern-Simons vista nel Cap.(3), possiamo introdurre 2N campi scalari reali ΦI(t, x)

con I = 1, · · · , 2N , che sono le componenti di un vettore Φ(t, x) definito sul bordo del
sistema. L’ azione per la teoria bosonica di bordo in (1+1) dimensioni è

Sbordo =

∫
dxdt

( 1

4π
KIJ∂xΦI∂tΦJ − VIJ∂xΦI∂xΦJ +

1

2π
εµνQI∂µΦIAµ

)
, (5.14)

dove V è la matrice definita positiva (non universale) delle velocità. La quantizzazione
della teoria del bosone chirale segue dalle regole di commutazione a tempi uguali [41][

ΦI(t, x),ΦJ(t, x′)
]

= −iπKIJε(x− x′), (5.15)
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generalizzazione del caso del campo bosonico ad una componente [19]. Le eccitazioni
fermioniche sono rappresentate dagli operatori di vertice

ΨΛ(t, x) =: eiΛIKIJΦJ (t,x) :=: eiΘ(Λ) :, (5.16)

dove Θ(Λ) = ΛTKΦ, e Λ è un vettore di 2N interi che determina la carica e la statistica
dell’operatore, estensione del vettore (5.3). L’operatore che misura la densità di carica
totale è

ρ =
1

2π
QI∂xΦI , (5.17)

e dalla commutazione dell’operatore (5.16) con la densità di carica, troviamo la carica
trasportata dall’operatore di vertice:

q(Λ) = ΛTQ. (5.18)

Le trasformazioni (5.9) si traducono nella teoria di bordo come

T −1
(
∂µΦI(t, x)

)
T = ΣIJ∂µΦJ(−t, x), (5.19)

con µ = 0, 1. Integrando la (5.19) otteniamo come trasformano per inversione tempo-
rale le componenti del campo scalare

T −1ΦI(t, x)T = ΣIJΦJ(−t, x) + πK−1
IJ χJ , (5.20)

dove χ è un vettore di 2N componenti reali. Dalla (5.20), ricordando l’antiunitarietà
di T , determiniamo la trasformazione degli operatori di vertice (5.16) per inversione
temporale

T −1ΨΛ(t, x)T = Ψ−ΣΛ(−t, x)e−iπΛTχ. (5.21)

Infine, la richiesta che gli operatori di vertice elettronici siano dispari sotto T 2 quando
è presente un numero dispari di fermioni è

T̂ −2ΨΛ(t, x)T̂ 2 = ΨΛ(t, x)(−1)ΛTQ, (5.22)

da cui segue che il vettore χ deve soddisfare al vincolo(
1− T

)T
χ = Q mod 2. (5.23)

In conclusione, un generico isolante abeliano TR invariante è descritto dai para-
metri

(
K, Q,Σ, χ

)
. La matrice K e il vettore delle cariche Q specificano la carica e la

statistica delle quasiparticelle, mentre la matrice Σ e il vettore χ descrivono l’azione
dell’inversione temporale. Osserviamo che i valori di

(
K, Q,Σ, χ

)
legati da trasfor-

mazioni di similitudine corrispondono allo stesso sistema fisico. Se infatti facciamo le
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trasformazioni a′ = Ua e Φ′ = UΦ nelle teorie di bulk/edge (5.7) (5.14), i parametri(
K, Q,Σ, χ

)
sono equivalenti a

K′ = (U−1)TKU−1,

Q′ = (U−1)TQ,

Σ′ = UΣU−1,

χ′ = (U−1)Tχ. (5.24)

Dalla ridefinizione del campo Φ′ = Φ + ξ, con ξ generico vettore reale, χ è equivalente
a χ′ = χ + 1

π
K(1 − Σ)ξ. Infine dalle trasformazioni (5.21), se v è un vettore di interi,

allora χ è equivalente a χ′ = χ+ 2v.
A meno di di equivalenze (5.24) si può mostrare che, usando i vincoli (5.11) (5.12)

(5.13) (5.23) imposti sui parametri
(
K, Q,Σ, χ

)
, la forma generale dell’isolante abeliano

TR-invariante è data dalle espressioni [73] [75]:

K =

(
K W

W T −K

)
, Q =

(
t

t

)
, (5.25)

Σ =

(
0 I

I 0

)
, χ =

(
0

t

)
,

dove I è l’identità N × N , KT = K e W T = −W sono matrici N × N e t un vettore
di N interi nella stessa notazione del caso chirale.

5.1.1 Esempi di isolanti topologici frazionari abeliani

Stati di Laughlin e QSHE frazionari con 2 stati di bordo

Il modello più semplice di isolante topologico frazionario si può formare unendo due
fluidi elettronici con chiralità opposte per spin up e down, ognuno dei quali è in uno
stato di Laughlin con filling fraction ν = 1/p, con p = 1, 3, 5 · · · . Il modello si ottiene
dalla (5.25) per 2N = 2, dove necessariamente W T = −W = 0

K =

(
p 0

0 −p

)
, Σ =

(
0 1

1 0

)
, Q =

(
1

1

)
, χ =

(
0

1

)
. (5.26)

La forma della matrice K mostra che gli elettroni con spin up e down formano una cop-
pia di stati Hall frazionari disaccoppiati, generando globalmente uno stato frazionario
QSHE. Per p = 1 ritroviamo il modello QSHE con elettroni liberi studiato in Sez.(4.3).
La conducibilità di spin Hall è ottenuta dalla differenza delle conducibilità Hall di ogni
singolo fluido ed è, in unità di spin

σSH = ν
e

2π
=

1

p

e

2π
= −QTK−1χ

e

2π
. (5.27)

77



Osserviamo che nell’ultimo passaggio abbiamo riscritto la conducibilità utilizzando i
parametri

(
K, Q,Σ, χ

)
della teoria. Vedremo nel seguito l’importanza di questa scrit-

tura. La teoria di bordo è descritta da un vettore di campi scalari di due componenti,

una per lo spin up e l’altra per quello down, Φ(t, x) =

(
Φ↑

Φ↓

)
. Scegliendo Λ1 = (1, 0)

o Λ2 = (0, 1), dalla (5.16) otteniamo gli operatori di creazione e distruzione per un
elettrone bosonizzato nei due fluidi di edge, e applicando le (5.21) ne troviamo la
trasformazione sotto l’inversione temporale

T : ψ↑(t, x) = eipΦ↑(t,x) → ψ↓(−t, x) = e−ipΦ↓(−t,x), (5.28)

T : ψ↓(t, x) = e−ipΦ↓(t,x) → −ψ↑(−t, x) = −eipΦ↑(−t,x), (5.29)

che riproduce quanto discusso nel precedente capitolo.

Stati gerarchici abeliani e QSHE frazionari con 2m stati di bordo

Il FQHE di di m fluidi elettronici descritti da una generica matrice K, Sez.(3.6)
corrisponde all’ isolante topologico (5.25) con W = 0

K =

(
K 0

0 −K

)
, Σ =

(
0 I

I 0

)
, Q =

(
t

t

)
, χ =

(
0

t

)
. (5.30)

In questo caso la teoria descrive m coppie di stati di bordo chirali (antichirali) per
spin up (down). Ciascun fluido di una data chiralità e proiezione dello spin è in uno
stato gerarchico FQHE che dipende dalla forma della matrice K. Globalmente la teoria
descrive stati QSHE frazionari gerarchici. Anche in questo esempio è conservato lo spin
Jz lungo un certo asse di quantizzazione poichè non ci sono correlazioni tra gli spin up
e down. La conducibilità di spin Hall è quindi quantizzata e data dalla differenza delle
conducibilità Hall dei due opposti sistemi di spin

σSH = ν
e

2π
= tTK−1t

e

2π
= −QTK−1χ

e

2π
, (5.31)

dove nel secondo passaggio abbiamo usato la (5.4) per il filling fraction.

Stati gerarchici abeliani generali

Il caso generale 2N dimensionale (5.25) con W 6= 0 ha la seguente interpretazione
[73] [74]. Mentre la decomposizione a blocchi (5.30) implica la presenza di N modi
chirali e N antichirali fra loro disaccoppiati, il termine W 6= 0 implica la presenza di
eccitazioni correlate chirali-antichirali nello spettro. Questa possibilità di eccitazioni di
bordo miste è già presente nel FQHE, ad esempio negli stati di Jain ν = m/(mp− 1)

contenenti un modo carico chirale ed (m− 1) modi neutri contropropaganti antichirali
tra loro accoppiati. L’estensione speculare di questo sistema FQHE determina il caso
generale W 6= 0.
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5.2 Stabilità degli stati di bordo: analisi microscopica

La forma generale della teoria di Chern-Simons (5.7) e sul bordo (5.14) parametrizzata
dalle matrici (5.25) descrive sistemi QSHE ottenuti unendo stati FQHE di chiralità
opposta. Questa teoria non descrive sempre dei sistemi di isolanti topologici perchè gli
stati di bordo possono interagire tra chiralità opposte mediante termini di interazioni
reali nell’hamiltoniana, acquistare massa e non partecipare alla teoria di bassa energia.
Nel limite estremo che tutte le coppie di stati di bordo possano diventare massivi,
il sistema diventa un isolante topologico banale. Abbiamo gia visto esempi di questo
meccanismo nel capitolo precedente. Osserviamo quindi che la teoria di Chern-Simons e
la CFT permettono di affrontare sistemi interagenti ma richiedono un analisi di stabilità
per essere significative. Il nostro scopo è determinare le condizioni per cui i modi di
bordo a massa nulla sono robusti, ovvero non possono acquistare massa senza rompere
esplicitamente o spontaneamente le due simmetrie del problema, cioè l’invarianza per
inversione temporale e la conservazione della carica.

Il problema della stabilità degli stati di bordo per un isolante TR-invariante è ini-
ziato con [53] [56] [57] utilizzando il formalismo delle bande, riferendosi quindi a sistemi
composti da elettroni liberi. L’uso della teoria effettiva, indipendente dai particolari
microscopici di ogni singolo problema, permette di trattare anche il caso interagen-
te. Lo studio [72] [73] [74] [75] mostra infatti che gli isolanti (5.25) possiedono una
classificazione Z2.

Dimostriamo che l’isolante TR-invariante descritto nel precedente paragrafo è to-
pologico se e solo se l’“indice”

R = p QTK−1χ = dispari, (5.32)

dove p è l’ordine topologico di Wen per il sistema FQHE [37] [38] e QTK−1χ è la
conducibilità di spin.

In questa sezione mostreremo attraverso un’analisi “microscopica” che la condizione
(5.32) è necessaria perchè gli stati di bordo non siano distrutti. Infatti quando l’indice
R è pari è possibile trovare N perturbazioni nella CFT capaci di rendere massivi
gli stati di bordo rendendo banale l’isolante, conservando la carica elettrica e non
rompendo esplicitamente o spontaneamente la simmetria TR. Questo argomento non
è però sufficiente a garantire l’esistenza degli stati di bordo quando l’indice R è dispari.
Questa parte è dimostrata nella prossima sezione per mezzo di argomenti generali che
prescindono dalla forma dell’interazione.

I 2N modi di bordo sono resi massivi da N termini di interazione reali nell’hamil-
toniana della CFT che rispettino la conservazione della carica e l’inversione temporale.
Costruiamo un tale termine usando gli operatori locali elettronici (5.16), contraddistinti
dal vettore Λ,

U(Λ) = U cos(Θ(Λ)− α). (5.33)
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U è la costante di accoppiamento e α una fase che possono dipendere da x in presenza
di disordine [73] [75]. Poichè l’Eq.(5.20) implica che Θ(Λ) = ΛTKΦ trasforma sotto
TR come

T Θ(Λ)T −1 = Θ(−ΣΛ) + πΛTχ, (5.34)

possiamo costruire termini di interazione che sono pari (+) o dispari (−) sotto l’inver-
sione temporale

U±(Λ) = U [cos(Θ(Λ)− α)± (−1)ΛTχ cos(Θ(−ΣΛ)− α)]. (5.35)

Per dare massa ai modi di bordo consideriamo solo i termini col segno (+), poichè
non rompono esplicitamente la simmetria TR. Richiediamo inoltre che gli operatori di
vertice exp(iΘ(Λi)) delle perturbazione abbiano QTΛi nulla, per conservare la carica
del sistema, e soddisfino alle seguenti condizioni di “vettore nullo” di Haldane [76]

QTΛi = 0, (5.36)

ΛT
i KΛj = 0, ∀i, j = 1 · · · , N. (5.37)

Le condizioni di Haldane garantiscono che gli operatori di vertice costruiti con il set
dei {Λi} siano quantità scalari che commutano fra loro. In questo caso il sistema ac-
coppiato può essere riscritto come N fluidi non chirali disaccoppiati, ciascuno con una
perturbazione massiva [75].

Isolanti topologici frazionari con una coppia di stati di bordo

Consideriamo per prima il modello con una coppia di stati di bordo introdotto nella
Sez.(5.1.1), dove QTK−1χ = 1/p. L’indice R è dato da

R = p QTK−1χ = 1, ∀ p. (5.38)

Secondo il criterio dobbiamo trovare che questo sistema ha stati di bordo protetti.
Consideriamo quindi il termine di scattering

U(Λ) = U cos(Θ(Λ)− α). (5.39)

La richiesta di carica nulla impone che Λ sia della forma Λ = (n,−n), n ∈ Z, che
soddisfa automaticamente la condizione di Haldane (5.37). La perturbazione è quindi

U(Λ) = U cos(npΦ↑ + npΦ↓ − α). (5.40)

Usando la (5.20) si verifica che l’interazione è pari sotto TR quando n è pari, mentre è
dispari se n è dispari. Dobbiamo perciò prendere n pari. Aggiungendo una perturba-
zione di questo tipo possiamo dare massa senza rompere esplicitamente TR. Quando
però si accende questa perturbazione tutti gli operatori U(Λ) per gli altri valori di
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n, anche dispari, acquistano un valore di aspettazione che rompono spontaneamente
la simmetria TR. Concludiamo che nel caso di una coppia di stati di bordo, tutte
le perturbazioni possibili rompono esplicitamente o spontaneamente la simmetria TR;
quindi la fase topologica TR-invariante è stabile in accordo con il criterio (5.32).

Isolanti topologici frazionari con due coppie di stati di edge

Consideriamo il modello a m coppie di fluidi analizzato in Sez.(5.1.1) ponendo
m = 2 e K matrice 2 × 2. In questo caso ci sono due coppie di stati di bordo, quindi
dobbiamo trovare due perturbazioni (5.33) per poter dare loro massa. E’ conveniente
parametrizzare la matrice K come

K =


b+ us b 0 0

b b+ vs 0 0

0 0 −b− us −b
0 0 −b −b− vs

 , (5.41)

dove b, u, v, s sono interi e u e v non hanno fattori in comune. In termini di questi
parametri l’ordine topologico del sistema è

p = (u+ v)b+ uvs, (5.42)

mentre la conducibilità di spin si trova dalla (5.31)

QTK−1χ = − u+ v

(u+ v)b+ uvs
. (5.43)

L’indice R assume il valore

R = p QTK−1χ = −(u+ v), (5.44)

quindi la parità di (u + v) deve determinare quando gli stati di bordo possono essere
resi massivi o no.

Consideriamo il caso in cui R = −(u+ v) è dispari, e supponiamo di aver trovato i
due vettori Λ1 e Λ2 linearmente indipendenti delle perturbazioni (5.33) con carica nulla
che soddisfano le condizioni di Haldane. Se definiamo Λ± = Λ1±Λ2, questi soddisfano
le condizioni

ΣΛ− = Λ−,

ΣΛ+ = −Λ+, (5.45)

ΛT
−KΛ+ = 0.

Segue che Λ− ∝ (1,−1, 1,−1), mentre Λ+ ∝ (v, u,−v,−u), da cui

ΛT
−χ = 0, ΛT

+χ = −(u+ v) = R. (5.46)
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I vettori Λ± soddisfano a loro volta le condizione di carica nulla e di Haldane e possono
dar luogo a interazioni tra i modi di bordo. Usando la (5.34) e le (5.45), (5.46) si
verifica che l’interazione che coinvolge il vettore Λ− è invariante sotto TR

T : U(Λ−) = cos(Θ(Λ−)− α)→ cos(Θ(Λ−)− α), (5.47)

mentre l’interazione dovuta al vettore Λ+ è invariante solo quando R è pari

T : U(Λ+) = cos(Θ(Λ+)− α)→ (−)R cos(Θ(Λ+)− α). (5.48)

Nel caso R dispari quindi disponiamo di una sola perturbazione TR-invariante. Al
più potremmo considerare la perturbazione invariante determinata dal vettore 2Λ+ ma
questa corrisponderebbe a rompere spontaneamente la simmetria TR come nel caso
c = 1 precedente.

Quando invece R = −(u + v) è pari, singolarmente u e v sono dispari poichè non
hanno nessun fattore in comune. I vettori Λ1 e Λ2 che danno massa senza rompere
esplicitamente la simmetria TR si ricavano dall’analisi di prima

ΛT
1 =

1

2

(
Λ+ + Λ−

)
=

1

2
(1 + v,−1 + u, 1− v,−1− u) ,

ΛT
2 =

1

2

(
Λ+ − Λ−

)
=

1

2
(−1 + v, 1 + u,−1− v, 1− u) . (5.49)

Per completare l’analisi dobbiamo verificare che la perturbazioni corrispondenti a Λ1

e Λ2 non rompano spontaneamente l’inversione temporale. A tal fine introduciamo il
concetto di vettori primitivi. Due vettori Λ1 e Λ2 sono detti

• primitivi, se non è possibile determinare (a1, a2, k,Λ), con a1, a2, k ∈ Z, k > 1, e
Λ vettore di interi tali che a1Λ1 + a2Λ2 = kΛ. In questo caso i due vettori Λ1 e
Λ2 generano un sottoreticolo del reticolo Lorentziano dalla matrice K [2] [3] [77].

• non primitivi, se esiste il set di parametri (a1, a2, k,Λ) tali che a1Λ1 +a2Λ2 = kΛ.
In questo casi i due vettori Λ1 e Λ2 non generano nessun sottoreticolo.

La rottura spontanea della simmetria TR avviene quando i due vettori non sono primi-
tivi. Infatti, durante l’apertura del gap da parte della perturbazione (5.47), si congelano
i valori di Θ(Λ1), Θ(Λ2) e anche quello di Θ(kΛ) = Θ(a1Λ1) + Θ(a2Λ2) che, come nel
caso dispari, porta a una rottura spontanea dell’inversione temporale. Si dimostra che i
due vettori (5.49) sono primitivi e quindi la perturbazione (5.47) non rompe l’inversione
temporale nè direttamente nè spontaneamente distruggendo gli stati di bordo [75].

Abbiamo verificato che nel caso di due coppie di stati di bordo è sufficiente che
l’indice R (5.32) sia pari per poter trovare un’interazione capace di dare massa agli
stati di bordo senza violare le simmetrie del problema. In questo caso abbiamo perciò
un isolante banale.
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Isolanti topologici frazionari con N coppie di stati di edge

Nel caso di N coppie, per poter distruggere gli stati di bordo del generico isolante
descritto dalle (5.25), dobbiamo trovare N vettori {Λi} che soddisfano le condizioni di
carica nulla e Haldane (5.36) e (5.37). Si dimostra [73] [75] che è sempre possibile trovare
N−1 vettori Λi, che soddisfano ΛT

i KΛj = 0 e QTΛi = 0, corrispondenti a perturbazioni
massive che non violano la simmetria TR esplicitamente o spontaneamente. L’N -esimo
vettore Λ determina una perturbazione TR invariante se e solo seR = p QTK−1χ è pari.
Questo completa la prova dell’argomento di stabilità (5.32) per la parte necessaria.

5.3 Stabilità degli stati di bordo: argomento del flusso

Il precedente argomento ha dimostrato che quando R = p QTK−1χ è dispari non è pos-
sibile introdurre un numero sufficiente di perturbazioni massive al bordo. L’argomento
però è limitato allo studio delle hamiltoniane. Potrebbero esistere altri meccanismi
per distruggere gli stati di bordo senza violare le simmetrie del problema. Quindi la
condizione R dispari non è sufficiente ad assicurare stati di bordo robusti.

La sufficienza della condizione si dimostra con argomenti generali come l’inserzione
di flussi elettromagnetici e le proprietà della simmetria TR che riprendono la classifi-
cazione Z2 nel caso libero. In particolare è introdotto il concetto di “pompa di spin”,
ovvero la possibilità di generare ed eventualmente prelevare un valore non nullo dello
spin al bordo del sistema. La pompa di spin implica l’esistenza degli stati a massa
nulla di bordo, e quindi la presenza di una fase topologica di bulk. L’argomento è
stato formulato per la classificazione Z2 degli isolanti topologici liberi [53] [56] [57] e
generalizzato al caso interagente, mostrando che la pompa di spin esiste se l’indice R
(5.32) è dispari.

Pompa di spin per elettroni non interagenti: argomento di Fu-Kane

Esponiamo l’argomento [53] [56] [57] nel caso più semplice di elettroni con spin up
e down che formano ognuno stati QHE con chiralità opposte e ν = 1, corrispondente
a un modello QSHE in cui la matrice K = I2×2 e R = p QTK−1χ = −1. Intendiamo
dimostrare che devono esistere stati a massa nulla robusti.

Consideriamo questo sistema posto in una geometria anulare come quella di Fig.(3.1).
Poichè lo spin Jz è conservato, possiamo ripetere l’argomento di Laughlin del flusso
spettrale separatamente per le due diverse proiezioni dello spin. Quando un quanto di
flusso Φ0 è inserito adiabaticamente al centro dell’anello, il sistema Hall con spin up
trasla verso il bordo esterno (R) di una lunghezza pari a un orbitale di Landau, mentre
il sistema Hall con spin down trasla della stessa quantità verso il bordo interno (L),
Fig.(5.1).
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Figura 5.1: Nel QSHE l’inserzione di un flusso Φ0 attraverso l’anello causa uno shift degli
spin up e down verso il bordo (R) e (L) rispettivamente. L’eccitazione prodotta al bordo ha
carica complessivamente nulla, mentre uno spin ∆J

(R)
z = 1 e ∆JLz = −1 si è accumulato ai

bordi (R) e (L) rispettivamente. Le linee tratteggiate indicano la posizione dell’energia di
Fermi dei sistemi di bordo.

Il flusso spettrale in ogni sistema QHE è garantito dalla conservazione della carica
U(1)em. Data l’invarianza sotto l’inversione temporale la carica che complessivamente
è pompata a ogni bordo è nulla

Q↑R +Q↓R = 1− 1 = 0, Q↑L +Q↓L = −1 + 1 = 0. (5.50)

Poichè Jz è conservato possiamo definire una pompa di spin dalla differenza tra le
conducibilità Hall (4.21)

σSH = σ↑H − σ
↓
H = 2

e2

h
, (5.51)

che evidenzia il trasferimento di spin dal bordo interno a quello esterno di una quantità
(in unità ~)

∆Jz =
1

2

(
Q↑R −Q

↓
R

)
= 1. (5.52)

L’hamiltoniana di bulk di un isolante topologico è una funzione del flusso magnetico
Φ attraverso l’anello, e soddisfa alle due proprietà di periodicità (gauge invarianza) e
di trasformazione sotto TR

H[Φ + Φ0] = H[Φ], (5.53)

H[−Φ] = T H[Φ]T −1. (5.54)

Nel corso dell’inserzione adiabatica di un flusso la simmetria TR è rotta. Intuitiva-
mente si può capire dalla Fig.(5.1), poichè durante l’inserzione del flusso ogni spin up
non ha più il partner TR spin down. Le condizioni (5.53) ed (5.54) assicurano che
l’hamiltoniana del sistema è TR-invariante ai due distinti valori Φ = 0 e Φ = Φ0/2,
ovvero

H[0] = T H[0]T −1, H[Φ0/2] = T H[Φ0/2]T −1. (5.55)

Consideriamo adesso la pompa di spin per l’inserzione di mezzo flusso Φ = Φ0/2.
L’hamiltoniana H[Φ0/2] 6= H[0] e quindi lo stato fondamentale |Ω〉 si evolve in uno
stato eccitato |1

2
,+〉 corrispondente ad un’eccitazione al bordo neutra con spin ∆J = 1

2
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Figura 5.2: (a):Nel QSHE l’inserzione adiabatica di un flusso Φ0/2 crea ai bordi (R) e (L) lo
stato |12 ,+〉, un’eccitazione complessivamente neutra con spin ∆J

(R)
z = 1/2 e ∆J

(L)
z = −1/2.

(b): Lo stato |12 ,−〉 è ottenuto ribaltando lo spin up in uno down e, inserendo un flusso −Φ0/2,
si ottiene lo stato eccitato |Ωex〉.

Fig.(5.2)(a).
Poichè l’hamiltoniana a Φ0/2 è TR-invariante, possiamo applicare il teorema locale di
Kramers al bordo (R) e concludere che lo stato eccitato fermionico così ottenuto deve
appartenere ad un doppietto degenere |1

2
,±〉. L’altro stato |1

2
,−〉 del doppietto, quello

con spin ribaltato (al bordo (R)) come in Fig.(5.2)(b), deve necessariamente essere
un’eccitazione di bordo con energia O(1/R) poichè il lavoro fatto per inserire il flusso
Φ0/2 si deve annullare nel limite termodinamico. Riportando lo stato |1

2
,−〉 adiabati-

camente a flusso nullo ci permette di concludere che H[0] possiede uno stato eccitato
|Ωex〉 con E ' O(1/R) ortogonale allo stato fondamentale |Ω〉 (sempre dal teorema
di Kramers), Fig.(5.2)(b). Abbiamo quindi dimostrato l’esistenza di un’eccitazione di
bordo in H[0] quando la pompa di spin crea un’eccitazione ∆J = 1/2 in H[Φ0/2].

L’argomento di Fu-Kane può essere generalizzato al sistema con N modi fermionici
al bordo: nel caso di N dispari otteniamo un doppietto degenere di Kramers a Φ0/2

e quindi eccitazioni con energia E ' O(1/R) a Φ = 0. Nel caso di N pari invece, il
teorema di Kramers non può essere invocato e quindi l’argomento non si applica. Ab-
biamo quindi trovato la parte sufficiente del criterio di stabilità (5.32) delle eccitazioni
di bordo del QSHE. Nel seguito vogliamo spiegare che l’argomento della pompa di spin
per l’esistenza di eccitazioni al bordo resta valido in presenza di interazioni spin-orbita
(SOC) e quindi per ogni sistema isolante topologico.

Negli isolanti topologici non è possibile ignorare un termine di accoppiamento spin-
orbita che introduce spin flip tra i due sistemi QHE. In questo caso la simmetria U(1)s

di spin è persa, e i due sistemi di spin up e down non definiscono più due condu-
cibilità Hall separatamente conservate e quantizzate. I lavori [53] [56] [57] mostrano
che la simmetria TR dell’hamiltoniana di bulk e il numero di coppie di stati di bordo
permettono di continuare a definire una pompa di spin. Possiamo schematizzare l’iso-
lante topologico con il modello precedente QSHE con due fluidi Hall contropropaganti
e filling ν = 1, in cui gli stati al bordo destro (R) sono scorrelati rispetto a quelli del
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bordo sinistro (L). Nonostante questo, il flusso Φ = Φ0/2 causa una polarizzazione dei
bordi Fig.(5.3). Concentrandosi sul bordo (R), gli spin up si muovono verso l’esterno di

Figura 5.3: Inserzione di un flusso Φ = Φ0/2 attraverso l’anello nell’isolante topologico.
I bordi del sistema sono scorrelati a causa della SOC, ma l’inserzione di flusso ne causa
una polarizzazione. Ai bordi non c’è eccesso di carica, mentre quello di spin è ∆J

(R)
z =

1
2(Q↑R −Q

↓
R) = 1

2 , e ∆J
(L)
z = 1

2(Q↑L −Q
↓
L) = −1

2 .

mezzo orbitale di Landau, mentre gli spin down si muovono verso l’interno della stes-
sa quantità. Rispetto alla configurazione dello stato fondamentale, al bordo la carica
rimane complessivamente nulla. Lo spin è invece cambiato di ∆J

(R)
z = 1/2. Poichè

l’hamiltoniana a Φ0/2 è TR-invariante e l’interazione SOC rispetta questa simmetria,
il teorema locale di Kramers (4.12) implica l’esistenza al bordo (R) di un doppietto di
stati degeneri e ortogonali.

Facciamo l’importante osservazione riguardante la parità di spin [56]:

Ps = (−1)2JzR = (−1)Q
↑
R−Q

↓
R , (5.56)

definita in questo caso per il bordo (R) (la stessa osservazione vale anche per quello
(L)). In ultima analisi, la possibilità di definire una pompa di spin non banale dipende
se c’è stata una variazione di Ps tra lo stato fondamentale a flusso nullo Φ = 0 e
lo stato a flusso Φ0/2. Partendo infatti dallo stato fondamentale a Φ = 0, abbiamo
Ps = (−1)2JzR = 1, ovvero in ogni bordo il numero di fermioni è Nf = 0 mod 2. Quando
raggiungiamo lo stato a flusso Φ0/2, punto in cui l’hamiltoniana è TR-invariante, la
parità di spin è cambiata in Ps = (−1)2JzR = −1, poichè a ogni bordo si è accumulato
un numero dispari di spin in unità ~/2. Questo permette l’applicazione del teorema
locale di Kramers, concludendo che a ogni bordo esiste un doppietto di Kramers di
stati degeneri e ortogonali.

Nel caso di un numero pari di fermioni la parità di spin a Φ = Φ0/2 non cambia
rispetto allo stato fondamentale a flusso nullo. Non essendo soddisfatte le ipotesi del
teorema locale di Kramers, non esistono doppietti di Kramers degeneri. Gli stati che
otteniamo a Φ0/2 non sono protetti, infatti con l’analisi microscopica abbiamo visto che
possono prendere massa. Non esiste in questo caso nessuna eccitazione di bordo, ovvero
nessuna pompa di spin che permette di trasmettere o prelevare lo spin dal sistema, il
quale si riduce a un banale isolante.
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Abbiamo in definitiva ritrovato il criterio Z2 nel caso libero, esprimibile in termini
della variazione di una quantità Z2 come la parità di spin Ps (5.56), e riconducibile al
numero delle coppie di stati di bordo come accennato nella Sez.(4.3.3).

Analisi numeriche [53] [56] di modelli TR-invarianti, con un hamiltoniana di bulk
che rispetta le (5.53) e (5.54) e in cui è presente un termine di SOC che viola espli-
citamente la conservazione dello spin, mostrano che lo spettro energetico di singola
particella, in funzione del flusso inserito e associato a un bordo del sistema, è analogo
a quello della Fig.(4.4). La banda di valenza e quella di conduzione, separate da un
gap di energia finito, sono connesse da due livelli di chiralità opposta, incontrandosi
e assumendo la stessa energia quando Φ ∼ Φ0/2. Questi sono gli stati con chiralità
opposte presenti a un dato bordo.

Pompa di spin nel caso interagente: argomento di Levin-Stern

La modifica principale per l’estensione dell’argomento di flusso al caso interagente è
l’esistenza dell’ordine topologico di Wen, ovvero l’esistenza di quasiparticelle con carica
e statistica frazionaria. Prendiamo per esempio il modello QSHE in cui gli elettroni
con spin up e down sono in stati di Laughlin con chiralità opposte e ν = 1/3. Questo
coincide col modello (5.26) in cui p = 3. Abbiamo visto al Cap.(3) che la funzione
di partizione dell’anello coinvolge un numero p = 3 di termini, che corrispondono ai
settori con carica frazionaria QR = −QL = 0, 1/3, 2/3. In ciascuno di questi settori
esiste uno stato fondamentale |Ω1〉 e |Ω2〉 raggiungibili da |Ω〉 inserendo un flusso Φ0

e 2Φ0 rispettivamente. I tre stati sono quasi degeneri poichè l’aumento di energia ∆

del sistema a molti corpi per l’inserzione di un flusso è O(1/R), andando a zero nel
limite termodinamico. Allo stesso tempo i tre settori sono ortogonali. Nello studio
della funzione di partizione l’inserzione di un flusso Φ0 trasforma i caratteri Kλ, con
λ = 0, 1, 2, come (trasformazione V (3.50))

K0 → K1 → K2 → K0. (5.57)

Nel caso del QSHE questa trasformazione si traduce nel trasferimento di un’eccitazione
con carica 1/3 e spin up dal bordo (L) al bordo (R), e di un’eccitazione con carica 1/3

e spin down dal bordo (R) a quello (L).
Questa degenerazione uguale all’ordine topologico p è diversa da quella considerata

nell’argomento di flusso del paragrafo precedente. La degenerazione di Kramers infatti
riguarda le eccitazioni elettroniche in ogni settore di carica frazionaria fissata. Il flusso
che dobbiamo inserire per poter ripetere i ragionamenti della pompa di spin ammonta
a pΦ0/2, con p l’ordine topologico del sistema. Osserviamo che l’hamiltoniana a tale
flusso è TR-invariante:

H
[pΦ0

2

]
= T H

[pΦ0

2

]
T −1. (5.58)
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Procedendo come nel caso libero, dimostriamo che lo stato |1
2
,+〉, ottenuto inseren-

do il flusso pΦ0/2, forma con lo stato |1
2
,−〉 un doppietto degenere di Kramers (locale)

quando l’indice R = pQTK−1χ è dispari. Sotto queste ipotesi è quindi sufficiente veri-
ficare che sono soddisfatte le condizioni (4.10) (4.11) a entrambe i bordi. Osserviamo
che lo stato |1

2
,−〉 si ottiene da |1

2
,+〉 inserendo un flusso Φ = −pΦ0. Consideriamo a

tal fine la teoria di bordo (5.14) e concentriamoci sul bordo sinistro.
L’inserzione adiabatica di un flusso Φ = −pΦ0 può essere implementata applican-

do nel piano (x, y) dell’anello un potenziale vettore lentamente variabile nel tempo
(Ax, Ay) = (0, f(t)/L), dove f(−∞) = 0 e f(+∞) = −2πp in unità ~ = c = e = 1.
Integrando in x le equazioni del moto ottenute dall’azione di bordo e definendo ρI ≡
1

2π

∫
dx∂xΦI , per I = 1, · · · , 2N , la forma del potenziale vettore dà la relazione

dρ

dt
= −K−1 Q

2π

df

dt
. (5.59)

L’effetto dell’inserzione adiabatica del flusso è perciò

ρ→ ρ+ p · K−1Q. (5.60)

Definendo la quantità

SL(Λ) =

∫
dx√
L
eiΘ(Λ), con Θ(Λ) = ΛTKΦ, (5.61)

e utilizzando le regole di commutazione (5.15) per la teoria di bordo, deriviamo la
seguente relazione di commutazione

[ρ, SL(Λ)] = Λ · SL(Λ). (5.62)

Comparando la (5.60) con la (5.62) concludiamo che l’inserzione adiabatica del flusso
è implementata dall’operatore SL(p · K−1Q) = SL(Λc). Includendo anche l’effetto sul
bordo destro, il legame tra i due stati |1

2
,+〉 e |1

2
,−〉 è dato dalla relazione

|1
2
,−〉 = SL(Λc)SR(−Λc) |

1

2
,+〉 . (5.63)

Poichè SL agisce in prossimità del bordo sinistro e SR di quello destro, l’Eq.(5.63)
coincide con la condizione (4.10). La trasformazione dell operatore SL(Λc) sotto T è
ottenuta usando la (5.34),

T −1SL(Λc)T = SL(−Λc)eiπR = −SL(−Λc), (5.64)

essendo R dispari. Otteniamo perciò la seguente trasformazione

T SLT SL |
1

2
,+〉 = −SL(−Λc)SL(Λc) |

1

2
,+〉 = − |1

2
,+〉 , (5.65)

che coincide con la condizione (4.11) per il bordo sinistro. Una condizione analoga
vale per quello destro. Abbiamo perciò dimostrato che quando R è dispari sono ve-
rificate le condizioni (4.10) e (4.11), e lo stato |1

2
,+〉 possiede degenerazione locale di
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Kramers in corrispondenza dei bordi dell’anello, che non può essere rotta da nessuna
perturbazione TR-invariante. Possiamo quindi definire una pompa di spin che per-
mette l’esistenza a flusso nullo degli stati di bordo che appartengono allo stesso settore
topologico dello stato fondamentale |Ω〉. Questi manifestano anche nel caso interagente
la fase topologica non banale del bulk.

In conclusione abbiamo dimostrato, con analisi microscopiche e inserzioni di flusso,
che un generico isolante abeliano TR-invariante (5.25) possiede stati di bordo robusti
contro qualunque perturbazione TR-invariante se e solo se l’indice R è dispari. La
classificazione Z2 è quindi estesa anche al caso di isolanti topologici interagenti di tipo
abeliano.
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Capitolo 6

Funzioni di partizione negli isolanti
topologici abeliani e criteri di stabilità

Nello studio del QHE al Cap.(3), abbiamo mostrato che la funzione di partizione della
CFT delle eccitazioni di bordo ha un ruolo fondamentale nel descrivere gli stati presenti
nello spazio di Hilbert del sistema. Nella geometria dell’anello, questa funzione contiene
una somma di caratteri chirali e antichirali delle rappresentazioni conformi per ciascun
bordo ed è invariante per trasformazioni del gruppo modulare Γθ. Abbiamo visto che
l’anomalia chirale U(1) della carica elettrica si manifesta nel flusso spettrale di ciascun
carattere Θλ → Θλ+t, che trasporta una carica da un bordo all’altro corrispondente
alla conducibilità Hall.

Unendo due sistemi QHE con opposte chiralità possiamo modellizzare il QSHE
e discutere la corrispondente funzione di partizione degli stati di bordo, contenente
due copie della CFT. Inoltre possiamo descrivere un isolante topologico TR-invariante
immaginando di aggiungere interazioni di spin-orbita (SOC). Queste distruggono gli
stati estesi nel bulk del sistema e rompono la simmetria U(1)em×U(1)s di carica e spin
del QSHE a U(1)em × Z2, dove Z2 è la parità di spin.

Un’ulteriore fase topologica, il superconduttore topologico, può essere modellizzata
da CFT di eccitazioni di bordo con spin up e down che sono fermioni di Majorana con
simmetria Z2 ×Z2, corrispondente alla rottura della simmetria di carica e di spin [78].

La stabilità di isolanti e superconduttori topologici è stata affrontata nella letteratu-
ra recente in termini della robustezza degli stati di bordo in due modi diversi. Nel caso
dell’isolante topologico (Cap.(5)) il criterio di Fu-Kane [56] (esteso al caso interagente
da Levin-Stern [75]) si basa nella risposta della teoria quando si aggiunge un numero
semintero di flussi di campo magnetico, realizzando la cosiddetta pompa di spin. Nel
caso in cui si crei al bordo uno stato di spin semintero, il teorema di Kramers implica
una degenerazione che assicura l’esistenza di stati di bordo a massa nulla e quindi la
stabilità della fase topologica. Questo criterio è associato a una carica topologica Z2

corrispondente alla parità dello spin pompato.
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Nel caso dei superconduttori topologici interagenti, Ryu-Zhang [78] hanno formu-
lato un altro criterio di stabilità basato sulla presenza di anomalia gravitazionale. Ri-
prendendo lo studio delle funzioni di partizione del QHE, hanno mostrato che l’assenza
di questa anomalia, ovvero l’invarianza modulare della funzione di partizione, è rag-
giunta nel caso di N = 8 fermioni di Majorana. L’invarianza modulare della CFT di
bordo corrisponde ad una instabilità del superconduttore topologico interagente N = 8,
in accordo col risultato ottenuto da Kitaev ed altri autori [79].

In questo capitolo, attraverso lo studio delle funzioni di partizione della CFT al
bordo mostreremo che questi due criteri proposti in letteratura sono equivalenti e ri-
conducibili alla proprietà di invarianza modulare. Nell’isolante topologico, troveremo
che la pompa di spin corrisponde ad un’anomalia Z2 della CFT di bordo, residuo dell’a-
nomalia di spin del QSHE. Questa anomalia impedisce la costruzione di una funzione
di partizione invariante modulare sotto l’intero gruppo Γ. Partendo dal QSHE intro-
durremo due settori della teoria, di Neveu-Schwarz e Ramond, collegati dalla pompa
di spin e caratterizzati da un numero topologico Z2. Nel caso che i vuoti della teo-
ria nei due settori hanno parità di spin opposta troveremo un’ostruzione all’invarianza
modulare. Mostreremo quindi che l’invarianza modulare, soggetta ad altre richieste
di simmetria del sistema, caratterizza la stabilità (instabilità) delle fasi topologiche di
isolanti e superconduttori.

6.1 Funzioni di partizione per teorie c=1

6.1.1 Settori di Neveu-Schwarz e Ramond

Consideriamo ancora l’esempio più semplice di un isolante topologico ottenuto dall’u-
nione di due stati FQHE di Laughlin con ν = 1/p, con p dispari, Sez.(5.1.1). Conside-
riamo tale sistema nella geometria dell’anello, analogamente per quanto fatto nel caso
Hall nel Cap.(3) e studiamo il problema della stabilità degli stati di bordo dal punto
di vista della CFT. Nel caso del FQHE, per ogni bordo dell’anello possiamo introdurre
i caratteri chirali dell’algebra di Virasoro c = 1 estesa dalla corrente Û(1), ottenuti a
partire dallo spettro CFT con condizioni al contorno di Neveu-Schwarz (3.26). Questi
hanno l’ espressione (3.49):

Kλ

(
τ, ζ
)

= exp
(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

exp
(

2πi

[
τ

2p
(pk + λ)2 +

ζ

p
(pk + λ)

])
, (6.1)

corrispondenti a carica frazionaria Q = λ/p + Z. La funzione di partizione invariante
modulare è ottenuta accoppiando i settori del bordo chirale esterno con quelli antichirali
del bordo interno nel seguente modo, Eq.(3.54):

ZQHE
anello =

p−1∑
λ=0

KλK̄
c
λ. (6.2)
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In un isolante topologico i termini di interazione di spin-orbita consentono spin-flip
tra i due sistemi QHE con opposte chiralità, come visto nei Cap.(4) e (5). La simmetria
U(1)s di spin è rotta a Z2 e non esiste una conducibilità Hall di spin quantizzata.
All’interno dell’anello non ci sono stati estesi e possiamo considerare indipendenti i
due bordi. D’altra parte l’introduzione di flusso di campo magnetico non comporta
uno spostamento di carica tra i bordi, perchè la conducibilità Hall è nulla. Lo studio
della stabilità dei modi di bordo può quindi essere fatta concentrandosi su un solo
bordo, ad esempio quello esterno.

Esaminiamo le simmetrie del problema. La teoria di bordo di un isolante topolo-
gico è formata da due fluidi Hall con chiralità opposta ed è invariante per inversione
temporale TR. La simmetria U(1)em impone la conservazione della carica che deve
assumere valori interi ad ogni bordo indipendentemente, ovvero:

Q↑ +Q↓ ∈ Z. (6.3)

Questa condizione equivale alla condizione U (3.47) del QHE. La rottura della sim-
metria U(1)s di spin alla simmetria discreta Z2 implica che gli stati elettronici hanno
associato una parità di spin, definita nel Cap. (5) come

Ps = (−1)Q
↑−Q↓ = (−1)2J . (6.4)

Possiamo quindi associare i caratteri chirali carichi Û(1) nell’Eq. (6.1) alle eccita-
zioni di singolo bordo nel seguente modo

• Kλ(τ, ζ)→ carattere chirale per i modi di bordo con spin up ↑,

• K̄c
λ(τ̄ , ζ̄)→ carattere antichirale per i modi con spin down ↓,

Ne segue che la funzione di partizione per un solo bordo dell’isolante topologico ha
ancora la forma (6.2), che è formalmente uguale a quella del QHE sui due bordi del-
l’anello. Questa funzione di partizione è invariante sotto T 2 e S. La trasformazione V
(3.48) descrive ancora l’introduzione di un quanto di flusso Φ0 ed il flusso spettrale

V : Kλ(τ, ζ)→ Kλ(τ, ζ + τ) ∼ Kλ+1(τ, ζ). (6.5)

La funzione di partizione dell’isolante topologico è invariante sotto V . Infatti la
teoria di bordo dell’isolante topologico non ha anomalie chirali di carica U(1)em da cui
segue l’azzeramento della conducibilità Hall. Questo è una conseguenza dell’invarianza
TR.

La teoria manifesta però l’anomalia Z2 legata alla variazione della parità di spin del
vuoto (stato fondamentale). Cominciamo col determinare la parità di spin del vuoto
della (6.2), che chiameremo nel seguito settore di Neveu-Schwarz. A tal fine è utile
riscrivere la (6.2) introducendo q = exp(2πiτ) e w = exp(2πiζ) come segue:

ZNS =
e−

2π(Imζ)2

pImτ

|η|2
p−1∑
λ=0

∑
k,k̄∈Z

q
(pk+λ)2

2p q̄
(pk̄+λ)2

2p w
pk+λ
p w̄

pk̄+λ
p . (6.6)
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Le proprietà del vuoto sono descritte dal settore λ = 0, e si ottengono sviluppando la
(6.6) nei primi valori di (k, k̄) attorno a (0, 0), corrispondenti ai valori più piccoli dei
pesi conformi. Otteniamo

ZNS ∝ 1

|η(q)|2

{
1 + qp/2w + qp/2w−1 + q̄p/2w̄ + q̄p/2w̄−1 + · · ·

}
. (6.7)

I termini della (6.7) descrivono il vuoto e gli stati corrispondenti all’aggiungere o togliere
elettroni con spin up o down al bordo. Lo stato fondamentale è ottenuto prendendo
k = k̄ = 0. Graficamente è rappresentato in Fig.(6.1)(a). Poichè al bordo non c’è
eccesso o difetto di carica, ovvero Q↑ +Q↓ = 0, lo stato di vuoto del settore |Ω〉NS ha
parità di spin positiva (bosonico)

(−1)Q
↑
R−Q

↓
R |Ω〉NS = |Ω〉NS . (6.8)

Figura 6.1: (a): Stato fondamentale nel settore Neveu-Schwarz per teorie c=1. (b): La
trasformazione V

p
2 connette lo stato fondamentale nel settore di Neveu-Schwarz con quello

nel settore di Ramond.

Abbiamo osservato nel Cap.(5) che possiamo definire una pompa di spin per l’iso-
lante topologico TR-invariante che consiste nell’inserzione di un flusso Φ = pΦ0/2, con
p l’ordine topologico di Wen, poichè per questo valore del flusso l’hamiltoniana di bulk
è invariante per inversione temporale

H
[pΦ0

2

]
= T H

[pΦ0

2

]
T −1. (6.9)

Nel caso dell’isolante topologico con un modo di bordo (c = 1) abbiamo dimostrato
che in corrispondenza di questo flusso si ha degenerazione locale di Kramers (4.12). Ad
ogni bordo esistono due stati degeneri in energia, che sono uno il partner TR dell’altro.
Poichè entrambe contengono un numero dispari di fermioni formano un doppietto di
Kramers locale la cui degenerazione non può essere distrutta da nessuna perturbazione
TR-invariante.

Possiamo ritrovare questo risultato nello studio della funzione di partizione, osser-
vando che l’inserzione di un flusso Φ = pΦ0/2 consiste nel fare la trasformazione V

p
2

sui caratteri definita come segue

V
p
2 : KNS

λ (τ, ζ)→ KNS
λ (τ, ζ + τ

p

2
) ∝ KNS

λ+ p
2
(τ, ζ). (6.10)
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Definiamo quindi il carattere chirale nel settore di Ramond come la quantità:

KR
λ (τ, ζ) = KNS

λ+ p
2
(τ, ζ)

= exp
(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

exp
(

2πi

[
τ

2p

(
pk + λ+

p

2

)2
+
ζ

p

(
pk + λ+

p

2

)])
.

(6.11)

La trasformazione V
p
2 trasforma quindi il carattere chirale del settore di Neveu-Schwarz

in quello di Ramond e viceversa

V
p
2 : KNS

λ (τ, ζ)→ KR
λ (τ, ζ)→ KNS

λ+p(τ, ζ), (6.12)

come descritto in maggior dettaglio in App.(A.1). Possiamo quindi definire la funzione
di partizione del settore di Ramond accoppiando i caratteri chirali e antichirali per gli
spin up e down

ZR =

p−1∑
λ=0

KR
λ K̄

Rc
λ . (6.13)

Determiniamo adesso la parità di spin del vuoto di Ramond. Come nel caso precedente
consideriamo i primi termini nel settore λ = 0. Sviluppando in (k, k̄) otteniamo

ZR =
e−

2π(Imζ)2

pImτ

|η|2
∑
k,k̄∈Z

q
1
2p

(pk+λ+ p
2

)2

w
1
p

(pk+λ+ p
2

)q̄
1
2p

(pk̄+λ+ p
2

)2

w̄
1
p

(pk̄+λ+ p
2

)

∝ 1

|η(q)|2

{
qp/8w1/2q̄p/8w̄1/2 + qp/8w1/2q̄p/8w̄−1/2

+ qp/8w−1/2q̄p/8w̄1/2 + qp/8w−1/2q̄p/8w̄−1/2 · · ·
}
.

(6.14)

Prendendo i valori (k = k̄ = 0) troviamo lo stato fondamentale |Ω〉R nel settore di
Ramond corrispondente all’evoluzione dello stato fondamentale |Ω〉NS del settore di
Neveu-Schwarz:

|Ω〉R ⇔ qp/8w1/2q̄p/8w̄1/2. (6.15)

Rappresentiamo questo stato in Fig.(6.1)(b), osservando che la trasformazione V
p
2 pola-

rizza il bordo spostando le cariche con spin up verso l’esterno di p/2 orbitali di Landau,
e quelle con spin down verso l’interno della stessa quantità. La carica spostata nel set-
tore chirale a seguito della trasformazione V

p
2 è ∆Q = 1

2
, indipendente dal valore di p.

La carica del vuoto di Ramond è quindi nulla

Q = Q↑ +Q↓ =
1

2
− 1

2
= 0, (6.16)

mentre lo spin accumulato è

2J = Q↑ −Q↓ =
1

2
+

1

2
= 1. (6.17)
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La parità di spin dello stato fondamentale nel settore di Ramond è dunque

(−1)Q
↑−Q↓ |Ω〉R = − |Ω〉R , (6.18)

che corrisponde ad un’eccitazione neutra fermionica. Abbiamo quindi ottenuto che lo
stato fondamentale |Ω〉R ha parità di spin opposta rispetto a quella dello stato |Ω〉NS.

Possiamo interpretare questa proprietà come la presenza di una anomalia Z2 nella
teoria c = 1, in quanto la simmetria del vuoto sotto l’inversione temporale è cambiata
tra H[0] e H[Φ0/2] senza che un corrispondente termine di rottura della simmetria
sia stato introdotto nell’hamiltoniana. Abbiamo quindi riprodotto nel linguaggio della
CFT di bordo i risultati di Fu-Kane sulla pompa di spin e la caratterizzazione Z2

degli isolanti topologici, detta “polarizzazione TR”, ottenuta nello studio delle bande
elettroniche. Il nostro studio ha mostrato che si tratta di una caratterizzazione del
settore di Ramond della CFT del bordo.

Analizzando le funzioni di partizione ((6.7), (6.14)) possiamo ritrovare gli altri passi
dell’argomento di Fu-Kane che dimostrano l’esistenza di stati di bordo robusti, quando
il vuoto |Ω〉R ha parità Z2 negativa (fermionico).

(a) (b)

Figura 6.2: (a): Dallo stato eccitato |Ωex〉NS otteniamo lo stato |Ω′〉R inserendo un flusso
Φ = pΦ0/2 corrispondente alla trasformazione V

p
2 . (b): Gli stati |Ω〉R e |Ω′〉R sono legati

dalla trasformazione TR che inverte lo spin al bordo destro.

Infatti lo stato |Ω〉R è degenere in energia con lo stato |Ω′〉R ⇔ qp/8q̄p/8w−1/2w̄−1/2,
corrispondente alla scelta (k = k̄ = −1) nella (6.14) e ottenuto dal flusso spettrale dello
stato eccitato |Ωex〉NS ⇔ qp/2q̄p/2w−1w̄−1 nel settore Neveu-Schwarz come mostrato in
Fig.(6.2)(a). Poichè da |Ω〉R possiamo trovare |Ω′〉R invertendo lo spin up in uno
down al bordo destro come mostrato in Fig.(6.2)(b), segue che i due stati sono legati
dall’inversione temporale. Vale cioè la seguente relazione

|Ω′〉R = T |Ω〉R . (6.19)

Combinando quest’osservazione con l’invarianza per inversione temporale dell’hamil-
toniana al flusso Φ = pΦ0/2 Eq.(6.9) e con la parità fermionica di entrambe gli stati
(|Ω′〉R , |Ω〉R), ne concludiamo che questi formano un doppietto degenere di Kramers lo-
cale. Osserviamo l’evoluzione degli stati di minor energia in funzione del flusso inserito
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nell’intervallo Φ ∈ [0, pΦ0/2], rappresentata in Fig.(6.3). Dal settore di Neveu-Schwarz
passiamo a quello di Ramond e gli stati corrispondenti all’evoluzione di |Ω〉NS e di
|Ωex〉NS si incontrano al flusso pΦ0/2 degenerando nei due stati del doppietto di Kra-
mers (|Ω′〉R , |Ω〉R).

Figura 6.3: Evoluzione degli stati di minima energia dal settore di Neveu-Schwarz a quello
di Ramond per teorie c = 1.

Questa degenerazione di Kramers locale non può essere rotta da nessuna perturbazione
TR-invariante. Le evoluzioni degli stati |Ω〉NS e |Ωex〉NS devono comunque incontrarsi
a pΦ0/2. A flusso nullo è perciò garantita l’esistenza dello stato eccitato |Ωex〉NS, la
cui differenza di energia rispetto allo stato fondamentale si annulla nel limite termodi-
namico. Abbiamo quindi dimostrato che esiste una eccitazione di bordo che è protetta
dall’invarianza TR. In conclusione, la CFT di bordo c = 1 possiede una pompa di spin
e stati di bordo a massa nulla robusti, la cui origine è nell’anomalia Z2 tra i settori di
Neveu-Schwarz e Ramond.

Confrontiamo questo risultato col criterio di stabilità di Levin-Stern in Cap.(5), che
mostra l’esistenza di stati di bordo robusti quando l’indice

R = p QTK−1χ = dispari. (6.20)

Nel caso c = 1 questa quantità è uguale a pν = 1 = 2∆Q, dove ∆Q = 1/2 è la
carica spostata per ogni chiralità dalla trasformazione V

p
2 . Come visto nel Cap.(5) tale

criterio predice stati di bordo stabili, in accordo con la nostra analisi.
Abbiamo quindi completamente riderivato il criterio di stabilità Z2 degli isolanti

topologici TR-invarianti come la proprietà del vuoto di Ramond della teoria conforme.
Nel prossimo paragrafo metteremo in relazione il criterio di stabilità con le proprietà
di invarianza modulare della funzione di partizione.
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Figura 6.4: Azione delle trasformazioni modulari non banali (S, T, V
p
2 ) sulle funzioni di

partizione di bordo dei settori NS, ÑS,R, R̃.

6.1.2 Invarianza modulare per teorie c=1

Per la costruzione di una funzione di partizione invariante modulare degli isolanti to-
pologici dobbiamo includere nel set di trasformazioni del gruppo modulare anche la
trasformazione V

p
2 . Questa trasformazione è importante poichè introduce dei nuovi

stati che non sono contenuti nel settore di Neveu-Schwarz, la cui presenza è fondamen-
tale per l’argomento della pompa di spin. Dall’azione delle trasformazioni (S, T, V

p
2 )

sui caratteri NS e R risulta che per avere una struttura chiusa sotto l’intero gruppo
modulare Γ, ovvero una rappresentazione lineare, sono necessari due ulteriori settori,
ÑS e R̃, Fig.(6.4). I caratteri dei quattro settori sono:

KNS
λ (τ, ζ) = exp

(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

exp
(

2πi

[
τ

2p
(pk + λ)2 +

ζ

p
(pk + λ)

])
, (6.21)

KÑS
λ (τ, ζ) = exp

(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

(−1)pkexp
(

2πi

[
τ

2p

(
pk+λ

)2
+
ζ

p

(
pk+λ

)
+
λ

2

])
,

mentre quelli di tipo Ramond si ottengono da questi nel seguente modo:

KR
λ = KNS

λ+ p
2
, KR̃

λ = KÑS
λ+ p

2
. (6.22)

In App.(A.1) sono elencate le trasformazioni modulari (S, T, V
p
2 ) dei caratteri chirali

della teoria c = 1 che sono riassunte graficamente in Fig.(6.4). Ad esempio, abbiamo

T : KNS
λ (τ, ζ)→ KNS

λ (τ + 1) ∝ KÑS
λ (τ, ζ), (6.23)

S : KR
λ (τ, ζ)→ KR

λ (−1/τ,−ζ/τ) ∝
∑
λ′

Sλ,λ′K
ÑS
λ′ (τ, ζ). (6.24)

Notiamo inoltre che ogni carattere è lasciato invariante a meno di una fase dalle
trasformazioni T 2 e U , mentre V realizza il flusso spettrale Kλ → Kλ+1 in ogni settore.

Accoppiando i caratteri chirali con i rispettivi antichirali definiamo quattro funzioni
di partizione per un bordo dell’isolante topologico, ognuna corrispondente al relativo
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settore:

Zi(τ, ζ) =

p−1∑
λ=0

Ki
λK̄

i
λ, i = NS, ÑS,R, R̃. (6.25)

In App.(A.4) sono elencate le trasformazioni delle funzioni di partizione di bordo di ogni
settore, le cui trasformazioni non banali (S, T, V

p
2 ) sono ancora evidenziate in Fig.(6.4).

Notiamo in particolare che il settore ZR̃ è un singoletto del gruppo modulare e non
è banale per p 6= 1. Osserviamo inoltre che tutte le funzioni di partizione di bordo
(6.25) sono invarianti sotto la trasformazione T 2 e U (elettroni di carica intera e spin
semintero) e la trasformazione V (assenza di anomalia legata alla carica elettrica).

La seguente funzione di partizione è invariante sotto l’intero gruppo modulare Γ

esteso dall’azione di V
p
2 :

Z = ZNS + ZÑS + ZR + ZR̃. (6.26)

Questa funzione di partizione è detta “proiezione di Ising” nella letteratura dei mo-
delli statistici e della teoria della stringa in presenza di supersimmetria [42] [77] [78].
Dobbiamo però chiederci se questa funzione di partizione è compatibile con la fisica
dell’isolante topologico TR-invariante.

Abbiamo visto nel precedente paragrafo che nella teoria c = 1 la trasformazione
V

p
2 non è una trasformazione di simmetria, perchè causa una variazione della parità

di spin tra il vuoto del settore di Neveu-Schwarz e quello di Ramond, manifestando
l’anomalia Z2. Quindi la funzione di partizione (6.26) corrisponderebbe a una teoria
con violazione della simmetria di inversione temporale. Notiamo che la funzione di
partizione può contenere eccitazioni sia pari che dispari rispetto alla parità di spin Ps,
ma il vuoto deve avere le simmetrie del sistema. L’anomalia Z2 corrisponde a due
vuoti con parità opposta, |Ω〉NS e |Ω〉R, che possono essere connessi solo attraverso
perturbazioni che violano la simmetria di inversione temporale, come per esempio un
campo magnetico. Poichè il sistema deve rispettare tale simmetria, quando è presente
l’anomalia Z2 non possiamo sommare i settori di tipo Neveu-Schwarz con quelli di tipo
Ramond.

Non potendo costruire altri invarianti modulari compatibili con le simmetrie del
problema, i quattro settori della funzione di partizione formano il vettore

(ZNS, ZÑS, ZR, ZR̃), (6.27)

che trasforma con una rappresentazione quadridimensionale sotto il gruppo modula-
re, App.(A.4). In conclusione, non esiste una funzione di partizione completamente
invariante modulare che rispetti la simmetria TR.
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6.2 Funzione di partizione per teorie c=2

Analizziamo la stabilità dell’isolante topologico con due coppie di stati di bordo descritti
dal modello (5.30) con K matrice 2 × 2. Consideriamo in particolare il caso della
matrice di Jain con K = I + sC, con I l’identità, s pari e CIJ = 1 ∀I, J = 1, 2. Come
visto in Sez.(3.6) in questo caso gli stati Hall possiedono la simmetria Û(1)

⊗
ŜU(2)1,

corrispondente ad un modo carico Û(1) e uno neutro con simmetria ŜU(2)1. In questo
caso l’indice R di Levin-Stern (5.32) assume valore pari e predice una instabilità degli
stati di bordo.

6.2.1 Settori di Neveu-Schwarz e Ramond

Abbiamo visto in Sez.(3.6) che per un sistema FQHE dotato della simmetria
Û(1)

⊗
ŜU(2)1 possiamo introdurre p̂ caratteri indipendenti dove p̂ = 2s+ 1, (s pari)

è l’ordine topologico. La loro espressione è

Θ2a =
2∑

α=1

K2a+αp̂(τ, 2ζ)χα(τ, 0), a = 1, · · · , p̂, α = 0, 1, (6.28)

dove Kλ sono i caratteri dell’algebra estesa Û(1) e χα i caratteri neutri relativi alla
simmetria ŜU(2)1. Le relative espressioni sono

K2a+αp̂(τ, 2ζ) =
e−

π
2p̂

(Im(2ζ)2

Im(τ)

η(τ)

∑
k∈Z

exp
[
2πi

(
τ

4p̂

(
2p̂k + 2a+ αp̂

)2

+
ζ

p̂

(
2p̂k + 2a+ αp̂

))]
,

(6.29)

χα=0 =
1

η(q)

∑
n∈Z

qn
2

, χα=1 =
1

η(q)

∑
n∈Z

q(2n+1)2/4. (6.30)

Nel QHE la funzione invariante modulare dell’anello è data dall’espressione Eq.(3.70)

ZQH
anello =

p̂∑
a=1

Θ2aΘ̄2a =

p̂∑
a=1

( 2∑
α=1

K2a+αp̂χα

)( 2∑
β=1

K̄2a+βp̂χ̄β

)
. (6.31)

In questa teoria la corrente Hall (ottenuta con la trasformazione V ), è ν = 2/p̂, mentre
la carica frazionaria elementare è Q = 1/p̂. L’indice di Levin-Stern è perciòR = p̂ν = 2

pari.
Come nel caso c = 1 l’isolante topologico possiede bordi dell’anello indipendenti e

possiamo concentrarci su uno di essi. Identifichiamo i caratteri (6.28) come i caratteri
chirali per i modi con spin up, e i corrispondenti complessi coniugati come i caratteri
antichirali per i modi con spin down, entrambe nel settore di Neveu-Schwarz. La
funzione di partizione dell’intero anello del QHE (6.31) è quindi uguale alla funzione
di partizione di singolo bordo dell’isolante topologico nel settore di Neveu-Schwarz.
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Per valutare la parità di spin del vuoto di Neveu-Schwarz delle teorie c = 2 ri-
scriviamo ancora la (6.31) coi parametri q e w, e poniamo a = 0 per il contributo di
vuoto. Usando l’espressione dei caratteri carichi (6.29) e neutri (6.30) e sviluppando
per piccoli valori dell’indici di somma otteniamo gli stati con pesi conformi minori

ZNS =
(
K0χ0 +Kp̂χ1

)(
K̄0χ̄0 + K̄p̂χ̄1

)
∝
{

1 + 2q + 2q̄ + 2qp̂/4q1/4w + 2qp̂/4q1/4w−1 + 2q̄p̂/4q̄1/4w̄ + 2q̄p̂/4q̄1/4w̄−1 + · · ·
}
.

(6.32)

Lo stato fondamentale è neutro e con energia nulla, ed è ottenuto prendendo in (K0, K̄0, χ0, χ̄0)

gli indici di somma tutti nulli. Graficamente è rappresentato in Fig.(6.5)(a). Anche

Figura 6.5: (a): Stato fondamentale nel settore Neveu-Schwarz per teorie c = 2. (b): In que-
ste teorie la trasformazione V

p
2 connette lo stato fondamentale nel settore di Neveu-Schwarz

con uno stato eccitato nel settore di Ramond.

per le teorie c = 2 il vuoto di Neveu-Schwarz è bosonico

(−1)Q
↑−Q↓ |Ω〉NS = |Ω〉NS . (6.33)

Il settore di Ramond è definito inserendo un flusso p̂Φ0/2 come nel caso c = 1. A
questo corrisponde la trasformazione V

p̂
2 : Θ2a(τ, ζ) → Θ2a(τ, ζ + τ p̂

2
), sotto la quale i

caratteri neutri non trasformano, mentre quelli carichi trasformano come segue

K2a+αp̂(τ, 2(ζ + p̂
τ

2
)) ∝ K2a+(α+1)p̂(τ, ζ). (6.34)

Otteniamo quindi la seguente espressione dei caratteri di Ramond

ΘR
2a =

1∑
α=0

χ2a+αp̂(τ, 2ζ) χα+1(τ) = K2a χ1 +K2a+p̂ χ0, (6.35)

come mostrato in App.(A.2). Possiamo quindi definire la funzione di partizione nel
settore di Ramond accoppiando i caratteri chirali e antichirali (6.35) ottenendo

ZR =

p̂∑
a=1

ΘR
2aΘ̄

R
2a =

p̂∑
a=1

∣∣K2a χ1 +K2a+p̂ χ0

∣∣2. (6.36)
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Per determinale la parità di spin del vuoto di Ramond riscriviamo la (6.36) introdu-
cendo i parametri q e w e ponendo a = 0. Usando l’espressione dei caratteri carichi e
neutri (6.29) e (6.30) e sviluppando per piccoli valori dei vari indici di somma otteniamo
i seguenti stati in ordine crescente dei pesi conformi :

ZR '
(
K0χ1 +Kp̂χ0

)(
K̄0χ̄1 + K̄p̂χ̄0

)
∝
{

4q1/4q̄1/4 + 2qp̂/4q̄1/4w + 2qp̂/4q̄1/4w−1 + 2q̄p̂/4q1/4w̄ + 2q̄p̂/4q1/4w̄−1

+ qp̂/4q̄p̂/4ww̄ + qp̂/4q̄p̂/4ww̄−1 + qp̂/4q̄p̂/4w−1w̄ + qp̂/4q̄p̂/4w−1w̄−1 · · ·
}

:

(6.37)

In questo settore lo stato corrispondente all’evoluzione di |Ω〉NS è lo stato |1〉R ⇔
qp̂/4q̄p̂/4ww̄, graficamente rappresentato nella Fig.(6.5)(b). Questo non è lo stato di
minima energia del settore di Ramond, che invece corrisponde a |Ω〉R ⇔ 4q1/4q̄1/4,
dove il fattore 4 ne indica la degenerazione. Questi quattro stati sono neutri sia nella
parte chirale che in quella antichirale, e sono rappresentati in Fig.(6.6). Poichè tali

Figura 6.6: Stati fondamentali degeneri in energia nel settore di Ramond al bordo destro.

stati hanno Q↑ = Q↓ = 0, oltre a essere complessivamente neutri hanno parità di spin
uguale a quella di |Ω〉NS, ovvero il vuoto di Ramond è bosonico

(−1)Q
↑−Q↓ |Ω〉R = |Ω〉R . (6.38)

Ne concludiamo che la teoria c = 2 non soffre dell’anomalia Z2. Da questo segue
l’assenza della degenerazione di Kramers. La degenerazione in energia dei quattro stati
fondamentali è solamente valida nella teoria non interagente, e non segue dal teorema di
Kramers, poichè lo spin dello stato |Ω〉R è nullo. Ogni stato è un singoletto, invariante
per inversione temporale. Osserviamo in Fig.(6.7) l’evoluzione degli stati con minor
energia in funzione del flusso inserito nell’intervallo Φ ∈ [0, p̂Φ0/2]. Al flusso p̂Φ0/2 lo
stato |Ω〉NS diventa degenere con l’evoluto dello stato |2〉NS ⇔ qp̂q̄p̂w−2w̄−2. Lo stato
|Ω〉R è invece ottenuto dall’evoluzione dello stato |1〉NS ⇔ qp̂/4q̄p̂/4q1/2q̄1/2w−1w̄−1. La
degenerazione tra i vari stati al flusso Φ = p̂Φ0/2 non è protetta da nessuna simmetria,
e gli stati a flusso nullo possono essere distrutti dalle interazioni che rispettano le
simmetrie del problema com’è stato dimostrato nel Cap.(5). Poichè la CFT c = 2 non
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Figura 6.7: Evoluzione degli stati di minima energia della teoria c = 2 dal settore di Neveu-
Schwarz a quello di Ramond per l’inserzione di un flusso p̂Φ0/2.

ha il vuoto di Ramond con parità fermionica, non è possibile formulare l’argomento
di stabilità degli stati di bordo. L’anomalia è assente nel settore di Ramond perchè
la carica di ciascuna eccitazione chirale è intera ∆Q = n e l’indice di Levin-Stern
R = pQTK−1χ = 2∆Q è pari, corrispondente ad instabilità per i modi di bordo. Il
nostro risultato è perciò in accordo con quanto trovato nel Cap.(5).

6.2.2 Invarianza modulare per teorie c=2

Come nel caso c = 1 le trasformazioni dell’intero gruppo modulare Γ richiedono
l’introduzione di quattro settori NS, ÑS,R, R̃. Elenchiamo i corrispondenti caratteri:

ΘNS
2a (τ, ζ) = K2a χ0 +K2a+p̂ χ1, (6.39)

ΘÑS
2a (τ, ζ) = K2a χ0 −K2a+p̂ χ1, (6.40)

ΘR
2a(τ, ζ) = K2a χ1 +K2a+p̂ χ0, (6.41)

ΘR̃
2a(τ, ζ) = −K2a χ1 +K2a+p̂ χ0. (6.42)

Per ognuno di questi settori possiamo definire una funzione di partizione del bordo che
accoppia il carattere chirale (spin up) con quello antichirale (spin down)

Zi =

p̂∑
a=1

Θi
2aΘ̄

i
2a, i = NS, ÑS,R, R̃. (6.43)

Le trasformazioni sotto il gruppo modulare dei caratteri (6.39) e delle funzioni di par-
tizione (6.43) sono date in App.(A.2) e App.(A.4) rispettivamente e sono le stesse del
caso c = 1 riportate in Fig.(6.4).

Se dal punto di vista della CFT, le trasformazioni modulari (S, T, V
p
2 ) delle quattro

Zi sono le stesse della teoria c = 1, l’interpretazione fisica è completamente diversa.
Infatti, la trasformazione V

p̂
2 per le teorie c = 2 è una trasformazione di simmetria,

poichè connette due settori i cui vuoti hanno la stessa parità di spin ovvero la teoria non
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possiede l’anomalia di vuoto Z2. In questo caso è perciò possibile sommare le funzioni
di partizione di bordo nei vari settori senza violare la simmetria TR ed ottenere la
seguente funzione di partizione per il bordo dell’isolante topologico

ZTI
bordo = ZNS + ZÑS + ZR + ZR̃, (6.44)

invariante sotto l’intero gruppo modulare Γ.

6.2.3 Invarianza modulare e criteri di stabilità

Nei due paragrafi precedenti abbiamo ottenuto funzioni di partizione invarianti (non
invarianti) modulari in corrispondenza con isolanti topologici instabili (stabili), in
accordo col criterio di stabilità di Levin-Stern.

La forma vettoriale della funzione di partizione c = 1 (6.27) e la sua anomalia Z2

possono essere comparate con quelle del FQHE per un singolo bordo, dove i p settori{
Kλ

}
con carica anionica Q = λ/p+Z trasformano tra di loro essendo contraddistinti

da una anomalia di carica Zp.
La differenza tra i due casi risiede nel fatto che una combinazione lineare dei settori{

Zi
}
, i = NS, ÑS,R, R̃ può essere resa invariante modulare, mentre quella dei

{
Kλ

}
non lo può essere, salvo introdurre le quantità antichirali K̄λ. Infatti nel primo caso,
la richiesta di invarianza (non invarianza) sotto la simmetria di inversione temporale
non è dettata dalla consistenza interna della CFT, ma deriva dalle proprietà degli
stati fermionici in (2 + 1)-dimensioni. Nel secondo caso, l’anomalia chirale è invece
un’inconsistenza interna alla CFT bidimensionale.

Questo risultato ci porta a due conclusioni importanti. La prima è che la nostra
analisi conferma la relazione proposta da Ryu-Zhang [78] fra fasi topologiche di bulk e
non invarianza modulare della funzione di partizione delle eccitazioni di bordo. Questi
autori hanno suggerito che la risposta a deformazioni della geometria di bulk, in pre-
senza di una fase topologica, si manifesti in un’anomalia gravitazionale (discreta) nella
teoria di bordo. Questa sarebbe la trasposizione gravitazionale del ben noto trasporto
di carica tra i bordi del QHE in presenza di anomalia chirale. Il criterio di non inva-
rianza modulare è stato formulato da Ryu-Zhang per la stabilità di superconduttori
topologici, per i quali l’assenza di simmetria U(1) di carica non permette l’uso del
criterio della pompa di spin di Fu-Kane. I nostri risultati sono quindi in accordo con
quelli di Ryu-Zhang e li estendono al caso degli isolanti topologici: in ambedue i casi si
incontra la struttura dei quattro settori fermionici NS, ÑS,R, R̃ che possono (non pos-
sono) essere combinati in una funzione di partizione invariante modulare rispettando
la simmetria TR.

La seconda considerazione riguarda l’invariante modulare della teoria c = 1 (6.26).
Questo descrive un sistema in cui la simmetria TR è rotta per la presenza di vuoti con
parità Z2 negativa. La funzione di partizione c = 1 è uguale a quella della CFT abeliana
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chirale-antichirale compattificata sul cerchio (3.58), che può essere resa completamente
massiva dalla perturbazione TR-non invariante mψ̄↑ψ↓. Questo esempio illustra il
concetto di fase topologica protetta dalla simmetria (symmetry protected topological
phase)[80]: l’isolante descritto dalla teoria c = 1 è topologico se la simmetria TR è
preservata, mentre diventa un isolante banale quando questa simmetria viene meno.
Questi sistemi vanno distinti da quelli chirali come il FQHE, o l’isolante di Chern, che
sono topologicamente robusti senza la necessità di simmetrie (discrete) aggiuntive.

6.2.4 Relazione spin-statistica

Completiamo l’analisi delle proprietà della funzione di partizione invariante modulare
c = 2 (6.44). Questa realizza la proiezione di Ising sulle eccitazioni elettroniche

ZTI = Tr
((

1 + (−1)N↑+N↓
)
e−βH

)
, (6.45)

dove la traccia Tr è effettuata sia sul settore di Neveu-Schwarz che di Ramond. Ne segue
che le eccitazione elettroniche permesse sono a coppie bosoniche con spin intero. Questo
risultato è l’unico consistente col fatto che i settori R e R̃ sono indipendentemente
invarianti sotto la trasformazione modulare T , Fig.(6.4) e quindi in ogni caso richiedono
eccitazioni di spin conforme h − h̄ intero, corrispondente a statistica bosonica delle
eccitazioni elettroniche. In conclusione la funzione di partizione c = 2 (6.44) rispetta
la relazione spin-statistica sia nel settore di Neveu-Schwarz che in quello di Ramond.

Notiamo che, al contrario, la funzione di partizione invariante modulare della teoria
c = 1 (6.26) non rispetta la relazione spin-statistica. Infatti, ZR + ZR̃ proietta ancora
su eccitazioni con spin e statistica intera, mentre le sue eccitazioni sono di natura fer-
mionica e spin semintero, tenendo conto del carattere fermionico del vuoto di Ramond.
Questa è un’altra manifestazione dell’anomalia Z2 di questa teoria.

Altre funzioni di partizione invarianti modulari a c = 2

Discutiamo brevemente la forma della funzione di partizione nel caso QSHE in
cui l’interazione spin-orbita è soppressa e sono presenti gli stati estesi nel bulk con
simmetria U(1)em × U(1)s. In questo caso è possibile compensare un eccesso di carica
a un bordo dell’anello con quello dell’altro bordo come nel caso del QHE.

Possiamo considerare la funzione di partizione completamente invariante modulare
dei due fluidi QHE di spin up e down indipendenti, indicata come Z(QHE)2

anello ,

Z
(QHE)2

anello =

(∑
i

Zi↑
)(∑

j

Zj↓
)
, con (i, j) = NS, ÑS,R, R̃, (6.46)

dove ogni Zi↑ è della forma

Zi↑ =

p̂∑
a=1

Θi↑
2aΘ̄

i↑
2a, i = NS, ÑS,R, R̃, (6.47)
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accoppia le eccitazioni di stesso spin ma sui due bordi interno ed esterno dell’anello
(analoghe espressioni si trovano nel caso ↓). Le trasformazioni sotto il gruppo modulare
delle (6.47) sono analoghe alle (6.43) date App.(A.4). La funzione di partizione (6.46)
proietta lo spettro sui settori (−1)Q

↑
R+Q↑L = 1 e (−1)Q

↓
R+Q↓L = 1, che non consentono

transizioni di spin flip.
Un’altra funzione di partizione invariante modulare è data dalla proiezione cosid-

detta (Ising)2

Z
(Ising)2

anello =
∑
i

Zi↑Zi↓ i = NS, ÑS,R, R̃, (6.48)

dove ciascun settore è accoppiato fra spin up e down. E’ facile verificare che questa
espressione effettua la proiezione meno restrittiva (−1)Q

↑
R+Q↓R+Q↑L+Q↓L = 1, che consente

eccitazioni di spin flip.
Notiamo infine che queste due teorie di QSHE sono d’interesse accademico perchè

totalmente instabili per perturbazioni TR-invarianti.

6.3 Isolanti topologici abeliani a N componenti

Il caso di N coppie di stati di bordo è una semplice estensione dell’analisi precedente
per c = 1 e c = 2. L’isolante topologico abeliano della forma generale (5.30), dove K
è la matrice N × N che descrive gli N fluidi Hall chirali con spettro (3.59) e ordine
topologico p = detK (discuteremo dopo il casoW 6= 0 (5.30)). Ricordiamo l’espressione
(3.62) dei caratteri chirali su un bordo dell’anello nella notazione N -dimensionale:

Kλ(τ, ζ) = exp
(
−πtTK−1t

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)N

×
∑
`∈ZN

exp
(

2πi

[
τ

2
(K`+ λ)TK−1(K`+ λ) + ζtT (`+K−1λ)

])
,

(6.49)

con λ ∈ ZN/(KZN). La funzione di partizione per un bordo dell’isolante topologico
nel settore di Neveu-Schwarz è uguale a quella dell’anello nel FQHE

ZQHE
anello =

∑
λ∈ZN/KZN

KλK̄
c
λ, (6.50)

assegnando le eccitazioni chirali (antichirali) a spin up (down). Sotto la trasformazione
V

p
2 il carattere chirale del settore di Neveu-Schwarz trasforma in quello di Ramond

secondo la

V
p
2 : KNS

λ (τ, ζ)→ KNS
λ (τ, ζ + p

τ

2
)

= exp
(
− 2πitTK−1t

(
p2

8
Reτ +

p

2
Reζ

))
KR

λ (τ, ζ).
(6.51)

Questa trasformazione comporta uno spostamento di carica nel settore chirale pari a

106



∆Q↑ = νp/2. Quando ∆Q↑ è semintera, la teoria c = N possiede l’anomalia di vuoto
Z2, perchè la pompa di spin ha prodotto uno stato di Ramond fermionico con spin
2∆Jz = Q↑ − Q↓ dispari. Questo garantisce l’esistenza degli stati di bordo a massa
nulla (come nel precedente caso c = 1). Quando invece ∆Q↑ è intera il bordo della
teoria CFT è non anomalo (caso c = 2). Questo risultato è in accordo con il criterio
di Levin-Stern poichè la carica ∆Q↑ è legata all’indice di Levin-Stern dalla relazione

R = pQTK−1χ = 2∆Q↑. (6.52)

Per rappresentare l’intero gruppo modulare Γ, in particolare le trasformazioni (S, T, V
p
2 )

è ancora necessario introdurre i quattro settori NS, ÑS,R, R̃. In App.(A.3) riportia-
mo l’espressione dei caratteri per ogni settore e la loro trasformazioni. Accoppiando i
caratteri chirali con i rispettivi antichirali troviamo le funzioni di partizione di bordo
dell’isolante topologico per ogni settore

Zi =
∑

λ∈ZN/KZN
Ki

λK̄
ci
λ , i = NS, ÑS,R, R̃. (6.53)

La costruzione di una funzione invariante modulare su un bordo da queste espres-
sioni dipende dalla presenza o assenza di anomalia Z2. In presenza di anomalia non
è possibile costruire l’invariante modulare senza violare la simmetria TR del sistema.
Abbiamo quindi il vettore,

(ZNS, ZÑS, ZR, ZR̃), (6.54)

che trasforma con una rappresentazione quadridimensionale del gruppo modulare, App.(A.4).
Ritroviamo il criterio di Ryu-Zhang che l’assenza di invarianza modulare corrisponde
all’isolante topologico con stati di bordo protetti, in accordo con l’argomento della
pompa di spin.

In assenza di anomalia è possibile costruire l’invariante modulare sul bordo

ZTI
bordo = ZNS + ZÑS + ZR + ZR̃, (6.55)

dove le Zi sono le (6.53). Il criterio di Ryu-Zhang stabilisce perciò che i modi di bordo
possono essere distrutti, la stessa conclusione a cui porta l’assenza di anomalia Z2.

Osserviamo brevemente che il caso generale (5.25) della matrice K conW 6= 0 corri-
sponde alla presenza di eccitazioni correlate chirali-antichirali nello spettro del QSHE.
Questa correlazione è gia presente per esempio negli stati FQHE di Jain ν = m/(mp−1)

in cui compare un modo chirale carico e (m − 1) modi antichirali neutri. La CFT di
bordo del corrispondente isolante topologico si analizza osservando che la matrice (5.25)
K può essere diagonalizzata a blocchi N × N con un’opportuna trasformazione orto-
gonale. Tale trasformazione agisce anche sui caratteri chirali che assumono una forma
leggermente diversa dai (6.49). L’analisi di questo paragrafo resta valida ottenendo gli
stessi risultati.
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6.4 Funzione di partizione e stabilità dei supercon-
duttori topologici

In questa sezione descriveremo brevemente il criterio di Ryu-Zhang per stabilire quan-
do gli stati di bordo di un superconduttore topologico interagente sono stabili. Per
maggiori dettagli rimandiamo al lavoro [78].

Ricordiamo dal Cap.(4) che un superconduttore topologico TR-invariante possiede
stati di bordo corrispondenti a fermioni di Majorana. Consideriamo quindi un sistema
di questo tipo in (2 + 1)-dimensioni, con al bordo Nf fermioni di Majorana chirali e Nf

antichirali. Il sistema possiede inizialmente la simmetria U(1) × U(1), corrispondente
alla conservazione del numero fermionico totale N↑ +N↓ e dello spin totale Jz = N↑ −
N↓. L’introduzione del potenziale di accoppiamento superconduttore di Bogoliubov-de
Gennes, rompe la simmetria U(1) relativa alla conservazione del numero di particelle
lasciando conservata la parità del numero fermionico totale (−)N↑+N↓ . Come nel caso
degli isolanti topologici gli accoppiamenti spin-orbita violano la conservazione dello
spin. Ciononostante, in questo caso sono vietati transizioni di spin flip per cui si
conservano le parità (−)N↑ e (−)N↓ indipendentemente.

La teoria di bordo (1+1)-dimensionale è una CFT corrispondente a fermioni di Ma-
jorana a massa nulla, la cui lagrangiana, nel caso di Nf fermioni chirali e Nf antichirali
è [3]

L =
1

4π

Nf∑
a=1

[
ψaL(∂τ + iv∂x)ψ

a
L + ψaR(∂τ − iv∂x)ψaR

]
. (6.56)

In questa equazione ψaL e ψbR sono i fermioni chirali e antichirali in (1 + 1)-dimensioni
di Majorana e v è la velocità di Fermi. Come nel caso dell’isolante topologico, i modi
chirali hanno spin up mentre quelli antichirali spin down ed il sistema è TR-invariante.
Osserviamo che i gradi di libertà di un fermione chirale di Majorana (neutro) in (1+1)-
dimensioni sono la metà di quelli di un fermione chirale di Weyl (carico). Data la non
chiralità della teoria di bordo, i modi fermionici a massa nulla possono essere resi
massivi se non è presente alcuna simmetria che li protegga. A tal proposito osserviamo
che la simmetria Z2×Z2 rispettata dal bulk del sistema si trasmette al bordo. Possiamo
perciò definire i due numeri quantici conservati dalla teoria di bordo come

GL = (−)NL e GR = (−)NR , (6.57)

dove NL(= N↑) [NR(= N↓)] è il numero totale di fermioni chirali (antichirali) che si
muovono sul bordo.

L’assenza di simmetria di carica U(1) nel superconduttore topologico non permette
di discutere la risposta ad un campo elettrico, il flusso spettrale V e di formulare
il criterio di Fu-Kane. Il criterio sviluppato da Ryu-Zhang propone di ricercare tale
stabilità nella presenza di un’anomalia gravitazionale globale [42] [77]. Quando questa
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è presente, ovvero quando la teoria di bordo non è invariante sotto riparametrizzazioni
discrete, la fase topologica di bulk è non banale e i modi di bordo sono robusti. Se
quindi definiamo il sistema in un anello, possiamo applicare lo stesso criterio utilizzato
per il QHE e gli isolanti topologici, e vedere quando è possibile costruire una funzione
di partizione invariante modulare della CFT di bordo. Una funzione di partizione al
bordo non invariante modulare segnalerà la presenza di una fase di bulk topologica.

La differenza principale del metodo esposto in precedenza per gli isolanti topologici
e quello applicato da Ryu-Zhang per i superconduttori sta che questi autori proiettano
gli stati dello spazio di Hilbert in un determinato settore con numeri quantici fissati:
(−)NL = (−)NR = 1. Successivamente gli autori determinano una funzione di partizione
invariante modulare per questo settore:

ZGSO = Tr
(
PGSOe−βH

)
. (6.58)

In questa espressione la proiezione GSO [42] [77]

PGSO =
1 + (−)NL

2

1 + (−)NR

2
, (6.59)

agisce separatamente sui modi chirali e antichirali, ovvero i due sistemi di fermioni
di Majorana chirali e antichirali sono separatamente proiettati nel settore con numero
quantico (−)NL = (−)NR = 1.

Il lavoro di Ryu-Zhang dimostra che per un numero Nf = 8 di fermioni, la funzione
di partizione del bordo con proiezione GSO è invariante modulare mentre per Nf 6= 8

non lo è. Si tratta infatti di un noto risultato della teoria della corda relativistica [42]
[77]. Interpretando la non invarianza (l’anomalia gravitazionale) come stabilità della
fase topologica essi riottengono la classificazione Z8 per i superconduttori topologici
interagenti di Kitaev et altri autori [79].

Osserviamo come la proiezione GSO sui modi fermionici chirali e antichirali è de-
terminante. Se avessimo proiettato la teoria di bordo sul settore dello spazio di Hilbert
con numero quantico definito rispetto alla parità fermionica totale (−)NL+NR = 1, ov-
vero la proiezione di “Ising”, avremmo determinato una funzione di partizione sul bordo
dell’anello invariante modulare per ogni Nf , concludendo che il superconduttore sareb-
be stato instabile per ogni Nf . Infatti le funzioni di partizione di Nf = 2N Majorana
con proiezione di Ising sono identiche a quelle di N fermioni di Weyl del tipo discusso
nei capitoli precedenti (c = N con ordine topologico p = 1).

Nella precedente analisi degli isolanti topologici è stata sottolineata l’importanza
del concetto di “fase topologica protetta dalla simmetria”[80]; questa si manifesta nel
fatto che l’invarianza delle CFT di bordo può essere sempre ottenuta (instabilità della
fase topologica), se non si rispettano le simmetrie della teoria. Infatti le proprietà del
vuoto di Ramond rompono la simmetria TR quando l’indice di Levin-SternR è dispari.

In conclusione, l’analisi dell’invarianza modulare nel nostro lavoro ed in quello di
Ryu-Zhang, pur condividendo le stesse ipotesi fisiche e conclusioni, differisce nei dettagli
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della costruzione della funzione di partizione. Un’indagine più approfondita è necessaria
per chiarire completamente l’equivalenza dei due approcci.

6.5 Conclusioni

In questo lavoro di tesi abbiamo analizzato le proprietà degli isolanti e supercondutto-
ri topologici bidimensionali invarianti per inversione temporale, sistemi recentemente
scoperti nell’ambito della fisica della materia condensata. In particolare abbiamo fo-
calizzato la discussione sui criteri di stabilità per gli stati di bordo di questi sistemi:
il criterio della “pompa di spin” formulato da Fu-Kane [53] [56] [57] per gli isolanti
topologici liberi, ed esteso successivamente al caso interagente da Levin-Stern [72] [73]
[74] [75], e il criterio dell’anomalia gravitazionale di Ryu-Zhang [78] per i supercondut-
tori topologici interagenti. Abbiamo quindi osservato come il primo criterio permetta
di classificare gli isolanti topologici abeliani, liberi e interagenti, mediante un numero
quantico Z2, mentre il secondo criterio permette di determinare la classificazione Z8

per i superconduttori topologici interagenti, diversa da quella Z determinata per il caso
libero.

Nella parte originale di questo lavoro abbiamo determinato le funzioni di partizione
della CFT di bordo degli isolanti topologici abeliani. Imponendo l’invarianza modulare
di queste funzioni, compatibilmente con le simmetrie soddisfatte dal sistema, abbiamo
quindi dimostrato che per gli isolanti topologici i due criteri sono equivalenti.

A tal proposito abbiamo osservato che lo spettro della CFT di bordo di un isolante
topologico abeliano si divide in due principali settori, di Neveu-Schwarz e di Ramond.
Abbiamo quindi dimostrato che il criterio della pompa di spin corrisponde alla presenza
di una anomalia discreta Z2 nella CFT, ovvero ad una opposta parità di spin tra gli
stati di vuoto dei due settori. Nei sistemi in cui è presente questa anomalia, gli stati
di bordo sono protetti poichè fanno parte di multipletti degeneri di Kramers la cui
degeneazione, in accordo col teorema di Kramers, non può essere rimossa da nessuna
perturbazione invariante per inversione temporale. In presenza di anomalia Z2 gli stati
di bordo rimangono perciò a massa nulla senza decadere. Quando invece l’anomalia Z2

è assente, ovvero quando gli stati di vuoto dei settori di Neveu-Schwarz e di Ramond
hanno la stessa parità di spin, non esiste nessun doppetto degenere di Kramers. In
questo caso non esistono condizioni sufficienti per mantenere stabili gli stati di bordo,
che possono decadere ricevendo massa da perturbazioni TR-invarianti. I nostri risultati
sulla anomalia Z2 della CFT di bordo sono perciò in accordo con i risultati di Fu-Kane
(Levin-Stern).

Abbiamo poi dimostrato, ponendo il sistema in una geometria anulare, come la
presenza (assenza) dell’anomalia Z2 renda impossibile (possibile) costruire una funzione
di partizione invariante modulare sul bordo dell’anello. In particolare abbiamo ottenuto
che è sempre possibile costruire una funzione di partizione invariante modulare dal
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punto di vista delle teorie conformi. La richiesta fisica che il sistema sia invariante
sotto TR limita però questa costruzione. In presenza dell’anomalia Z2, poichè gli stati
di vuoto dei due settori hanno simmetrie opposte rispetto all’inversione temporale,
non è possibile costruire un’ invariante modulare compatibile con le richieste fisiche.
La teoria possiede perciò una anomalia gravitazionale che, secondo il criterio di Ryu-
Zhang, rende stabili gli stati di bordo. In assenza di anomalia Z2 l’invariante modulare
rispetta le simmetrie fisiche richieste e la teoria è libera da anomalie gravitazionali. In
questo caso gli stati di bordo sono instabili.

Lo studio dell’anomalia Z2 tra i settori della CFT di bordo mostra l’equivalenza dei
due criteri di stabilità nel caso degli isolanti topologici abeliani.

Il lavoro apre future prospettive per lo studio e la classificazione degli isolanti to-
pologici non abeliani. Uno dei grandi riultati dello studio della CFT effettiva per gli
stati di bordo dell’effetto Hall è stato infatti l’analisi degli stati dotati di statistica non
abeliana, come lo stato ν = 5/2 [32]. Riteniamo perciò che la stessa strada possa essere
percorsa anche nel caso degli isolanti topologici. Ricordiamo inoltre che gli stati dotati
di statistica non abeliana, oltre ad avere un contenuto fisico più ricco e complesso degli
stati abeliani, sono fondamentali per le recenti ricerche nel campo della computazione
quantistica. Lo studio di sistemi dotati di tali stati e che non richiedono l’uso di campi
magnetici come nel caso Hall è perciò di grande interesse.

Un’altra strada proposta da questo studio è la comprensione delle condizioni impo-
ste dalla simmetria Z2 × Z2 sugli stati di bordo dei superconduttori topologici. Come
abbiamo avuto modo di osservare, i gradi di libertà posseduti dai fermioni di Majorana
(1 + 1)-dimensionali al bordo di un superconduttore topologico sono la metà di quelli
di un fermione di Weyl (1+1)-dimensionale presente ai bordi di un isolante topologico.
Abbiamo però visto che mentre la classificazione degli isolanti topologici interagenti è
di tipo Z2, quella dei superconduttori topologici è di tipo Z8. Resta da capire come le
diverse simmetrie dei due sistemi determinano diverse condizioni fisiche sugli stati di
bordo descritti da CFT simili.
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Appendice A

Trasformazione dei caratteri e funzioni
di partizione della CFT di bordo

A.1 Trasformazione dei caratteri c=1

I caratteri chirali della teoria c = 1

KNS
λ (τ, ζ) = exp

(
−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)

∑
k∈Z

exp
(

2πi

[
τ

2p
(pk + λ)2 +

ζ

p
(pk + λ)

])
,

KÑS
λ (τ, ζ) = exp
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−π
p

(Imζ)2

Imτ

)
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∑
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(−1)pkexp
(

2πi

[
τ

2p

(
pk + λ

)2
+
ζ

p

(
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+
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(A.1)

posseggono le seguenti proprietà di trasformazione modulare.

• Trasformazione S

Definiamo l’elemento di matrice Sλλ′(τ, ζ) =
exp
(
iπ
p
Re
(
ζ2

τ

))
√
p

∑p−1
λ′=0 exp

(
2πiλλ

′

p

)
:

KNS
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλλ′(τ, ζ) KNS
λ′ (τ, ζ),

KÑS
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλλ′(τ, ζ)KR
λ′(τ, ζ),

KR
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλλ′(τ, ζ) KÑS
λ′ (τ, ζ),

KR̃
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλλ′(τ, ζ)exp
(
− 2πi

p

4

)
KR̃
λ′(τ, ζ). (A.2)
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• Trasformazione T

Definiamo i fattori di fase Ta = exp
(
2πi
(
λ2

2p
− 1

24

))
e Tb = exp

(
2πi
(
p
8

+ λ
2

))
:

KNS
λ (τ + 1, ζ) = exp

(
− 2πi

λ

2

)
TaK

ÑS
λ (τ, ζ),

KÑS
λ (τ + 1, ζ) = exp

(
2πi

λ

2

)
TaK

NS
λ (τ, ζ),

KR
λ (τ + 1, ζ) = TaTbK

R
λ (τ, ζ),

KR̃
λ (τ + 1, ζ) = TaTbK

R̃
λ (τ, ζ). (A.3)

• Trasformazione V
p
2

Definiamo il fattore di fase V p
2

Φ0
(τ, ζ) = exp

(
− 2πi

(
p
8
Reτ + 1

2
Reζ

))
:

KNS
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0

(τ, ζ) KR
λ ,

KÑS
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0

(τ, ζ) KR̃
λ ,

KR
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0

(τ, ζ) KNS
λ ,

KR̃
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0

(τ, ζ) KÑS
λ . (A.4)

• Trasformazione V

Definendo il fattore di fase VΦ0(τ, ζ) = exp
(
− 2πi1

p

(
Re τ

2
+Reζ

))
:

KNS
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

NS
λ+1(τ, ζ),

KÑS
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

ÑS
λ+1(τ, ζ),

KR
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

R
λ+1(τ, ζ),

KR̃
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

R̃
λ+1(τ, ζ). (A.5)

• Trasformazione U

Definiamo il fattore di fase U1 = exp
(
2πiλ

p

)
:

KNS
λ (τ, ζ + 1) = U1K

NS
λ (τ, ζ),

KÑS
λ (τ, ζ + 1) = U1K

ÑS
λ (τ, ζ),

KR
λ (τ, ζ + 1) = −U1K

R
λ (τ, ζ),

KR̃
λ (τ, ζ + 1) = −U1K

R̃
λ (τ, ζ). (A.6)

A.2 Trasformazione dei caratteri c=2

I caratteri neutri e carichi (6.29) e (6.30) trasformano sotto il gruppo modulare (S, T, V
p
2 , V, U)

secondo le seguenti relazioni:
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-Trasformazione S

K
Û(1)
2a+αp̂(−

1

τ
,−2

ζ

τ
) = ei

π
2p̂
Re
(

(2ζ)2

τ

)
1√
2p̂

p̂∑
a′=1

1∑
α′=0

exp
(
2πi

2aa′

p̂

)
exp
(
2πi

αα′

2

)
K
Û(1)
2a′+α′p̂(τ, 2ζ),

(A.7)

χŜU(2)1
α (−1

τ
) =

1√
2

1∑
α′=0

exp
(
− 2πi

αα′

2

)
χ
ŜU(2)1

α′ (τ). (A.8)

-Trasformazione T

K
Û(1)
2a+αp̂(τ + 1, 2ζ) = exp

[
2πi
(a2

p̂
+
α2

4
− 1

24

)]
K
Û(1)
2a+αp̂(τ, 2ζ), (A.9)

χŜU(2)1
α (τ + 1) = exp

(
2πi
(α(2− α)

2m
− 1

24

))
χŜU(2)1
α (τ). (A.10)

-Trasformazione V
p
2

K
Û(1)
2a+αp̂(τ, 2(ζ + p̂

τ

2
)) = exp

(
− 2πi

( p̂
4
Reτ +Reζ

))
K
Û(1)
2a+(α+1)p̂(τ, ζ). (A.11)

-Trasformazione V

K
Û(1)
2a+αp̂(τ, 2(ζ + τ)) = exp

(
− 2πi

2

p̂

(
Re

τ

2
+Reζ

))
K
Û(1)
2(a+1)+αp̂(τ, ζ). (A.12)

-Trasformazione U

K
Û(1)
2a+αp̂(τ, ζ + 1) = exp

(
2πi

2a

p̂

)
K
Û(1)
2a+αp̂(τ, ζ). (A.13)

Usando le trasformazioni dei caratteri neutri e carichi si determinano quelle dei caratteri
chirali Θ2a definiti in (6.39).

• Trasformazione S

Definiamo l’elemento di matrice Sa,a′(τ, ζ) = ei
π
2p̂
Re
(

(2ζ)2

τ

)
1√
p̂

∑p̂
a′=1 exp

(
2πi2aa′

p̂

)
:

ΘNS
2a (−1

τ
,−2

ζ

τ
) = Sa,a′Θ

NS
2a′ (τ, ζ),

ΘÑS
2a (−1

τ
,−2

ζ

τ
) = Sa,a′Θ

R
2a′(τ, ζ),

ΘR
2a(−

1

τ
,−2

ζ

τ
) = Sa,a′Θ

ÑS
2a′ (τ, ζ),

ΘR̃
2a(−

1

τ
,−2

ζ

τ
) = −Sa,a′ΘR̃

2a′(τ, ζ). (A.14)
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• Trasformazione T

Definiamo i fattori di fase Ta = exp
(
2πi
(
a2

p̂
− 1

12

))
:

ΘNS
2a (τ + 1, ζ) = TaΘ

ÑS
2a (τ, ζ),

ΘÑS
2a (τ + 1, ζ) = TaΘ

NS
2a (τ, ζ),

ΘR
2a(τ + 1, ζ) = exp

(iπ
2

)
TaΘ

R
2a(τ, ζ),

ΘR̃
2a(τ + 1, ζ) = exp

(iπ
2

)
TaΘ

R̃
2a(τ, ζ). (A.15)

• Trasformazione V
p
2

Definiamo il fattore di fase V p
2

Φ0
(τ, ζ) = exp

(
− 2πi

(
p̂
4
Reτ +Reζ

))
:

ΘNS
2a (τ, ζ + p̂

τ

2
) = V p

2
Φ0

ΘR
2a(τ, ζ),

ΘÑS
2a (τ, ζ + p̂

τ

2
) = V p

2
Φ0

ΘR̃
2a(τ, ζ),

ΘR
2a(τ, ζ + p̂

τ

2
) = V p

2
Φ0

ΘNS
2a (τ, ζ),

ΘR̃
2a(τ, ζ + p̂

τ

2
) = V p

2
Φ0

ΘÑS
2a (τ, ζ). (A.16)

• Trasformazione V

Definendo il fattore di fase VΦ0(τ, ζ) = exp
(
− 2πi2

p̂

(
Re τ

2
+Reζ

))
:

ΘNS
2a (τ, ζ + τ) = VΦ0ΘNS

2a+2(τ, ζ),

ΘÑS
2a (τ, ζ + τ) = VΦ0ΘÑS

2a+2(τ, ζ),

ΘR
2a(τ, ζ + τ) = VΦ0ΘR

2a+2(τ, ζ),

ΘR̃
2a(τ, ζ + τ) = VΦ0ΘR̃

2a+2(τ, ζ). (A.17)

• Trasformazione U

Definendo il fattore di fase U = exp
(
2πia

p̂

)
:

ΘNS
2a (τ, ζ + 1) = UΘNS

2a (τ, ζ),

ΘÑS
2a (τ, ζ + 1) = UΘÑS

2a (τ, ζ),

ΘR
2a(τ, ζ + 1) = UΘR

2a(τ, ζ),

ΘR̃
2a(τ, ζ + 1) = UΘR̃

2a(τ, ζ). (A.18)
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A.3 Trasformazione dei caratteri c = N

Se definiamo i caratteri della teoria chirale c = N nei settori di tipo Neveu-Schwarz
come

KNS
λ (τ, ζ) = exp

(
−πtTK−1t

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)N

×
∑
`∈ZN

exp
(

2πi

[
τ

2
(K`+ λ)TK−1(K`+ λ) + ζtT (`+K−1λ)

])
,

(A.19)

KÑS
λ (τ, ζ) = exp

(
−πtTK−1t

(Imζ)2

Imτ

)
1

η(q)N

×
∑
`∈ZN

exp
(

2πi

[
τ

2
(K`+ λ)TK−1(K`+ λ) + ζtT (`+K−1λ) +

p

2
tTK−1λ+

p

2
tT `

])
,

(A.20)

i caratteri dei settori di tipo Ramond sono legati a questi dalle relazioni

KR
λ = KNS

λ+ p
2
t, KR̃

λ = KÑS
λ+ p

2
t. (A.21)

Sotto le trasformazioni del gruppo modulare trasformano come:

• Trasformazione S

Dato l’elemento di matrice Sλ,λ′(τ, ζ) =
exp
(
iπtTK−1tRe

(
ζ2

τ

))
√

detK

∑
λ′∈ZN/KZN e

(
2πiλTK−1λ′

)
:

KNS
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλ,λ′K
NS
λ′ (τ, ζ),

KÑS
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλ,λ′K
R
λ′(τ, ζ),

KR
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = Sλ,λ′K
ÑS
λ′ (τ, ζ),

KR̃
λ (−1

τ
,
−ζ
τ

) = exp
(
− 2πi

p2

4
tTK−1t

)
Sλ,λ′K

R̃
λ′(τ, ζ). (A.22)

• Trasformazione T

Date Ta = exp
(
2πi
(

1
2
λTK−1λ− N

24

))
, Tb = exp

(
2πi
(
p
2
λTK−1t+ p2

8
tTK−1t

))
:

KNS
λ (τ + 1, ζ) = exp

(
− 2πi

p

2
tTK−1λ

)
TaK

ÑS
λ (τ, ζ),

KÑS
λ (τ + 1, ζ) = exp

(
2πi

p

2
tTK−1λ

)
TaK

NS
λ (τ, ζ),

KR
λ (τ + 1, ζ) = TaTbK

R
λ (τ, ζ),

KR̃
λ (τ + 1, ζ) = TaTbK

R̃
λ (τ, ζ). (A.23)
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Per ottenere queste trasformazioni abbiamo, nel corso dei vari passaggi, utilizzato
la seguente osservazione: le quantità

1

2
`TK`, (A.24)

1

2
p`T t, (A.25)

entrambe dipendenti dall’indice di somma ` nei caratteri (A.19), sono entrambe
intere o semintere. Infatti dato un sistema di elettroni descritti dal vettore `, la
(A.24) corrisponde a metà della statistica θ/π del sistema e la (A.25) a metà della
carica moltiplicata per l’ordine topologico p = detK, con p dispari. Abbiamo
perciò che quando il numero di elettroni è pari, sia la carica che la statistica sono
pari, quindi le (A.24) (A.25) sono entrambe intere. Quando invece il numero di
elettroni è dispari, la carica e la statistica sono dispari, e le (A.24) (A.25) sono
entrambe semintere.

• Trasformazione V
p
2

Dato V p
2

Φ0
(τ, ζ) = exp

(
− 2πitTK−1t

(
p2

8
Reτ + p

2
Reζ

))
:

KNS
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0
KR

λ (τ, ζ),

KÑS
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0
KR̃

λ (τ, ζ),

KR
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0
KNS

λ (τ, ζ),

KR̃
λ (τ, ζ + τ

p

2
) = V p

2
Φ0
KÑS

λ (τ, ζ). (A.26)

• Trasformazione V

Dato VΦ0(τ, ζ) = exp
(
− 2πitTK−1t

(
Re τ

2
+Reζ

))
:

KNS
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

NS
λ+t(τ, ζ),

KÑS
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

ÑS
λ+t(τ, ζ),

KR
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

R
λ+t(τ, ζ),

KR̃
λ (τ, ζ + τ) = VΦ0K

R̃
λ+t(τ, ζ). (A.27)

• Trasformazione U

Dati Ua = exp
(
2πitTK−1λ

)
e Ub = exp

(
2πip

2
ν
)

:

KNS
λ (τ, ζ + 1) = UaK

NS
λ (τ, ζ),

KÑS
λ (τ, ζ + 1) = UaK

ÑS
λ (τ, ζ),

KR
λ (τ, ζ + 1) = UaUbK

R
λ (τ, ζ),

KR̃
λ (τ, ζ + 1) = UaUbK

R̃
λ (τ, ζ). (A.28)
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A.4 Trasformazione delle funzioni di partizione

Date le funzioni di partizione di ogni settore (6.25) (6.43) e (6.53), sotto il gruppo
modulare (S, T, V

p
2 , V, U) trasformano come

• Trasformazione S
ZNS(− 1

τ
, −ζ
τ

)

ZÑS(− 1
τ
, −ζ
τ

)

ZR(− 1
τ
, −ζ
τ

)

ZR̃(− 1
τ
, −ζ
τ

)

 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1



ZNS(τ, ζ)

ZÑS(τ, ζ)

ZR(τ, ζ)

ZR̃(τ, ζ)

 (A.29)

• Trasformazione T
ZNS(τ + 1, ζ)

ZÑS(τ + 1, ζ)

ZR(τ + 1, ζ)

ZR̃(τ + 1, ζ)

 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



ZNS(τ, ζ)

ZÑS(τ, ζ)

ZR(τ, ζ)

ZR̃(τ, ζ)

 (A.30)

• Trasformazione V
p
2

ZNS(τ, ζ + τ p
2
)

ZÑS(τ, ζ + τ p
2
)

ZR(τ, ζ + τ p
2
)

ZR̃(τ, ζ + τ p
2
)

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



ZNS(τ, ζ)

ZÑS(τ, ζ)

ZR(τ, ζ)

ZR̃(τ, ζ)

 (A.31)

• Trasformazione V
ZNS(τ, ζ + τ)

ZÑS(τ, ζ + τ)

ZR(τ, ζ + τ)

ZR̃(τ, ζ + τ)

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



ZNS(τ, ζ)

ZÑS(τ, ζ)

ZR(τ, ζ)

ZR̃(τ, ζ)

 (A.32)

• Trasformazione U
ZNS(τ, ζ + 1)

ZÑS(τ, ζ + 1)

ZR(τ, ζ + 1)

ZR̃(τ, ζ + 1)

 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



ZNS(τ, ζ)

ZÑS(τ, ζ)

ZR(τ, ζ)

ZR̃(τ, ζ)

 (A.33)
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